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EINE BEMERKUNG UBER STANDARDE NICHTREGULARE MODELLE DER
MENGENLEHRE
Petr HAJEK , Praha

Unter einem Modell verstehe ich nach Vopé&nka ein durch ein
Paar (E,y) bestimmtes (syntaktisches) Modell der Bernays-
Godelschen Mengenlehre, wobei y-(X) des Prédiket " X 1ist
eine Klasse dds Modells" und E Konstante ist; uber E ist
in der Mengenlehre u.a. diolBehauptung » E ist eine
schwach innere Relation" beweisbar, siehe [H]. Aus [H] Gber-
nehmen wir alle Bezeichnungen. In dieser Note werden wir nur
durch innere Relationen gegebene Modelle betrachten; nach [H]
existiert zu jedem Modell ( E,y ) ein Squivalentes Modell
(E,ﬁ‘r) derart, dess die Behauptung " E ist eine innere
Relation" beweisbar ist. Ist ein Modell ( E,y ) gegeben,
80 ermoglichen das Pradikat 1? und die Konstante E Pré-
dikate und Variablen "der Sprachen X und s " zu definie~
ren - sishe [H]. Wir beschranken uns (nach Vop&nka) auf die
Modelle, in denen das Fundierungsaxiom gilt. Ist (.E-,t}-r) ein
Modell, so kann die Existenz der Klssse On¥ bewiesen wer-
den; # -Elemente von On¥* sind genau alle # - Ordnungs-
zahlen des Nodells (E,y ), Inre e - Elemente, d.h.
Elemente im Sinne der Mengenlehre sind gensu alle X -Ord-
nungszshlen des Modells (E , ¥ ) - denn nach dem bersetungs-
sstz aus [H] ist Ord*x*= Ord* (P (x*)), Xx*e¥ On* =
= §(xF)e*On*, In (VI] wird gezeigt, desc die Klasse On¥
durch die Relation E  geordnet ist (das folgt daraus, dass



Ort* in Sinne des Modells (E, ¥ ) durch die Relstion E#
des Modells wohlgeordnet ist). Die Klasse On# brsucht aber
nicht im Sinne der Mengenlehre durch E wohlgeordnet zu
sein, Wie Vop&nka definieren wir:

Definition 1. Das Modell (E ,y ) ist standerd, falls

On'”' we E beweisbar ist.
Definition 2. Das Modell (E, %y ) ist regulér, falls
M*(X) = M(X) bewsisbar ist; stark regulér, falls

M(V#) vewsisber ist; schwach regulér, falls es regulér
tst und P (W*) beweisbar ist X

In der Arbeit [V3) konstruierte VopZnka ein nichtstandar-
des nichtreguléres Modell der Mengenlehre. (Eine Methode zur
Konstruktion nichtstandarder schwach regulérer Modelle ist in
[v2] angegeben.) In [BJ] zeigen Balcar und Jech unter der Vor-
aussetzung der Existens zweier unerreichbarer Kardinalzahlen
in der Mengenlehre, dass ein Modell konstruiert werden kann,
in dem die Konstruktion eines snderen Modells moglich ist, das
vom Standpunkt des ersten Modells aus standard und nichtregu-
1l8r ist.

In der vorliegenden Note zeige ich, dass in jedem stander—
den nichtreguldren Modell die Behauptung "es existiert eine
unerreichbare Kardinalzeéhl" beweisbar ist. Wenn also ein stan-
dardes nichtresgulires Modell gefunden wére, so wirde die Unab-
héngigkeit der Hypothese der Existenz einer unerrsichbaren ¥ur-
dinslzahl nachgewiesen (weil die Bypothese der Nichtexistenz
solcher Zahl widerspruchsfrei ist).

Zur Definition der Mengen p, siehe [V1]. Wir fihren
noch drei Pradikate ein, die die Isomorphie von Klassen betref-
fen, Wir definierea



X Ism.k.s Y= (3F)(Floomy o (X,¥)),
Xdlom, oY= (JueX)(Segy “»“’l"’k,«.’”

XIm g oY= (3veY)(Xlsm eseg.s Yy ).
( X 1st mit ¥ 4isomorph; ein Segment von X 4st mit y diso-

morph; X 18t mit einem Segment von Y  isomorph. Die Begriffe
Isom , Seg s. [G]; R,S sind hier beliebige Relatio-

nen.)
Lemma 1. X We R—>XIsm,  On vAdIsm, o On v XIsmi, o On - '
Beweis. Ist M(X) erfiillt, so folgt XIsm¥ . On aus

B17.7,2 ; gilt Pr(X)&(w) M (Segp (X, 4 ) , a0 iat)(lsmelﬁ On
nach [G) 7.7,1 ; ist schliesslich 1) M (Segp (X, «)) er-
£811t, dann existiert das in der durch R  bestimmten Ordnung
erste AL, fir das SegR (X, «)  keine Menge ist; fir dieses
4« gilt Seg. (X,u—)l’.sm.g'E on , d.he XdIsmp g On .
Es ist klar, dass stets gensu eine der angegebenen Alternativen
erfillt ist.

In weiterem nehmen wir an, dass ein bestimmtes standardes
Modell (E, ¥ ) gegeben ist. Nach dem Lemma 1 gilt

On*lomz On v On*d lsmg  On v On* Ism bg g On
also existiert der eindeutig bestimmte Isomorphismus zwischen On
und On* bzw. zwlschen einer diessn Klassen und einem Segment
der zweiten; wir bezeichnen diesen Isomopphismus mit Z . Es gilt

Lemma 2. (Vx € D(Z) (M (p¥Hyczic) ) -

Beweis. Es gilt p;g. = P%(zlo;= O*= 0 wunda M(0). Ist tir
alle R <x M (p"‘¢(zy/3) ), dann gilt auch M(p"¢(zr“_, ).

- * L) +*
Ee ist nmlichﬁ:}*¢(z/¢)7,ﬁ‘ HA&'J& P ocz'p) ’ daraus
folgt M/g'%‘“z,‘) p‘/‘. ) . odlt Mcx¥*) , 80 gilt auch

M (P* (x*)) , denn & € p¥ (A")lé(u)i".x‘), é(u\s‘.f*——»
-2>ds .x*, es gibt also hochstens so viele Elemente in

3=



P*(.x‘) ,’ “wie es Eiemente in P (x¥) gibt. Unter unserer
Vorsussetsung ist mithin tatsiichlich M(p%y (z1cy ) errillt,
Sats 1. Es sei (E ,¥ ) ein standerdes Modell.
1) (E,y ) 1ist sterk regulér denn und nur denn, wenn
On.* Ism "E E On  beweisbar ist. 2) (E,\p') ist schwach
regular demn und nur dann, wenn on¥* Ism g g On beweisbar
ist. 3) (E,¥ ) d4at nicht regulir denn und nur dann, wenn
On*y Icmg‘e On  beweisber ist.
Beweis. 1) Es sei (E, ¥ ) sterk reguldr, Darn gilt
M(V’) also M(On#) also On#Ist«- Or . 1st

On*IlMJ'E‘ On , 4 it eln, On'lomg o X, , s

ist (&’)M(p «x* ) (nach dem Lemma 2) und V#-’U# " pi_# =
l-"op ¢(z_") » daraus folgt Mcv®). *

3) Bs sei On' vismg . On . Des bedeutet, dass ein

x* ¥ On* existiert, fir das ac#IlmE’E On  gilt; da-
raus ergibt sich Pr(x*), (E, ) ist also nicht regulér. Es

sei (E, ¥) nicht regulér. Es existiert ein x¥ , 80 dass

. Pp(g(*) alse (Joc*)(Pr (p et )), nech dem Lemma 2 ist also ¥
keiner Ordnungszshl isomorph. Nach dem Beweis des Lemmas 1 er-
gibt sich daraus On*l lem E, e On . Ahnlich beweist msn

2).

Satz 2. Es sei (E, ¥ ) ein standardes nichtreguldres Mo-
dell, es sel 7# eine Konstante, die jene Ordnungszahl des
Modells bezeichnet, fir die 'f*lsm-E-’E On bewsisbar ist.
Im Modell gilt, dass ’f# eine unerreichbare Kardinalzahl
ist. '

Beweis, 1) 7‘* 18t eine Kardinalzahl des Modells. Es

sei némlich F'<{Z'x,ZR¥ = (x, > 3 wenn £¥ eine



in Sinne des Modells eineindeutige Abbildung von 7¥ aur
ﬁ*<"‘ y¥*  ist und davei %<2’  gilt, so st FYp*
eine eineindeutige Abbildung von On auf B ; daher kann
ein solches +¥  nicht existieren.

2) o* het im Modell ein Limesindex. Ist nimlich ¥ eine
beliebige Kardinalzahl des Modells und gilt ﬂ'<* '3" , 80
existiert ein /l derart, dass A¥ = Z'3 . Zu diesem A
existiert eine Kardinalzahl (der Mengenlehre) £ > 4  und

Z'R  1ist eine Kardinalzahl des Modells, Z/3<*2'@ <*r*.
(Man beweist genau so, wie in 1), dass kein #¥ existieren kann,
das im Sinne des Modells eine eineindeutige Abbildung von Z'ﬂ
aur I*<* Z2' 3 ist.) '

3) g% isteine regulire Kerdinalzhal des Modells. Sonst
misste ein 1‘# existieren so, dass ﬁc*‘f!#& 2*('“)(*7‘&

& (VA*eH*DEEY ) (£ ¥ <ty Ut W) - y ¥,

Es sei D¥(f¥)=2'%, GeF"f* | s 16t FAc GRD(G) =

=X & UWCG)=0n . Das ist aber ein Widerspruch, denn 0On

ist mit keiner Ordnungszshl konfinal. 1) = 3) bedeutet, dass 7‘*

eine unerreichbare Kardina-1zahl des Modelli ist, q.e.d.
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x) Das Modell ( E, % ) wird nichtregulér genannt, falls
3Ax)(M¥X) & Pe (X)) beweisbar ist. Die Frage, ob es
z.B. Modelle gibt, die weder regular noch nichtreguldr sind,

bleibt offen.
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