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Commentationes Mathematicae Universitactis Carolinae 

6, 1 (1965) 

EINE BEMERKUNG ÜBER STAN.DARDE NICHTREGULÄRE MODELLE DER 

MENGENLEHRE 

Petr HÄJEK , Praha 

Unter einem Modell verstehe ich nach Vopenka ein durch ein 

Paar ( £ , y ) bestimmtes (syntaktisches) Modell der Bernays-

Godelschen Mengenlehre, wobei \j/-fX) das Prädikat "J( ist 

eine Klasse des Modells" und E Konstante ist; über £ ist 

in dar Mengenlehre u.a. die Behauptung " £ ist eine 

schwach innere Relation" beweisbar, siehe [Hj. Aue fHJ über

nehmen wir alle Bezeichnungen. In dieser Note werden wir nur 

durch innere Relationen gegebene Modelle betrachten; nach fHj 

existiert zu jedem Modell ( E , Vf ) ein äquivalentes Modell 

( E ., i\r ) derart, dass die Behauptung " £ ist eine inner* 

Relation" beweisbar ist. Ist ein Modell ( Efyr) gegeben, 

so ermöglichen daa Prädikat xjr und die Konstante £ Prä

dikate und Variablen "der Sprachen # und + " zu definie

ren - siehe [Hj. Wir beschranken uns (nach VopSnka) auf die 

Modelle, in denen daa Fundlerungsaxiom gilt. Ist (Efy) ein 

Modell, so kann die Existenz der Klaase Ott*8 bewiesen wer

den; # - Elemente von Ort* sind genau alle # - Ordnungs

zahlen des Modells ( E,Y * * Ihrs £ * - Elemente, d.h. 

Elemente im Sinne der Mengenlehre aind genau alle je -Ord

nungszahlen des Modella ( E , tff ) dsnn nach dem überaetungs-

aatz aus [H] ist OrcL* x* & Ord* ($(**)), A*e* On* m 

m $(x*)e*On*. In [VI] wird gezeigt, dass die Klasse Oft* 

durch die Relation E geordnet ist (das folgt daraus, dass 
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Off im Sinns des Modells ( E i Y ) durch die Relation E * 

des Modells wohlgeordnet ist). Die Klasse Ort braucht aber 

nicht im Sinne der Mengenlehre durch E wohlgeordnet zu 

sein* Wie VopSnka definieren wir: 

Definition 1. Das Modell ( E , Y * ist Standard, fall» 

Oft* We E bswsisbar ist. 

Definition 2. Das Modell ( E , Y ) iflt regulär, falls 

M * ( X ) ~* M (X) beweisbar ist; stark regulär, falls 

M f V * ) beweisbar ist; schwach regulär, falls es regulär 

ist vmd Fh(V*) -beweisbar ist ^ 

In der Arbeit [?3] konstruierte Vopgnka ein nichtstandar-

des nichtreguläres Modell der Mengenlehre. (Eine Methode zur 

Konstruktion nichtStandarder schwach regulärer Modelle ist in 

ßrc] angegeben.) In [BJj zeigen Balcar und Jech unter der Vor

aussetzung der-Existens zweier unerreichbarer Kardinalzahlen 

in der Mengenlehre, dass ein Modell konstruiert werden kann, 

in dem die Konstruktion eines anderen Modells möglich ist, das 

vom Standpunkt des ersten Modells aus Standard und nichtregu

lär ist. 

In der vorliegenden Note zeige ich, dass in jedem stander

den nichtrtgulartn Modell die Behauptung "es existiert eins 

unerreichbare Kardinalzahl" beweisbar ist. Wenn also ein Stan

dard es nichtregulares Modell gefunden wäre, so wurde die Unab

hängigkeit der Hypothese der Existenz einer unerreichbaren Kar

dinalzahl nachgewiesen (weil die Bypothese der Nichtexietenz 

solcher Zahl widtrspruchsfrti ist). 

Zur Definition der Mengen p Ä siehe [VlJ. Wir fuhren 

noch drei Prädikats ein, die die Isomorphle von Klassen betref

fen. Wir definieren 



X hn0 . Y m CSF) (FI»tm Ä s OT, V)) , 
•K|5 ' 

KllMmKtSYm(3"*X)(SqK(X,*>)l*itY)f 

Xlsrni%tSYm(3v€Y)(Xlsm Se^s(y,^)) . 

( A ia t mit V iaomorph; ein Segment ton X i s t mit y i ao -

morph; X i« t mit einem S-gment von Y iaomorph. Die Begriffe 

Isont , $e<^ a. [ G J ; R , S aind hier bel ieb ige Relat io

nen.) 

Lemma 1. XWe R-*XIsmÄ g0n vX^Um.^ g0n v X I s w i ^ £ On . 

Beweia. Iat MCA) e r f ü l l t , ao fo lgt Xlsm^ ß Ott äua 

6 3 7.7,2 ; g i l t PT>(X)&C*L) W (Se^ (X,u*)) , ao tat XI*mR E0n 

nach fOj 7 .7 ,1 ; ia t achl ieaal ich i(<u,) M CSe£R (X, M,)) e r 

f ü l l t , dann ex ia t i er t daa in der durch R beatimmten Ordnung 

erate AJL ., für daa S e g ^ M> **) keine Menge i a t ; für dieaea 

u g i l t 5*£ R CX;>aJ tsm.k £ ort , d.h. XllsmR B On . 

Ea ia t klar, daaa s t e t s genau eine der angegebenen Alternativen 

e r f ü l l t i a t . 

In weiterem nehmen wir an, daaa e in bestimmtes atandardea 

Modell (Bf Y ) gegeben i a t . Nach dem Lemma 1 g i l t 

0*i*Lsms m On v 0n*4> Um- On v On* Um ls - On , 

alao ex ia t i er t der eindeutig beatimmte Iaomorphiamua zwiachen On, 

und On, bzw. zwiachen einer d iesen Klassen und einem Segment 

der zweiten; wir bezeichnen diesen Isomopphismud mit Z . Ea g i l t 

Lemma 2 . C toc e 3 CZ)) CM (p% cVoC >)) * 

Beweia. Ea g i l t p ^ * V%Cz*Q) ** 0*r* 0 und M(0)m Iat für 

a l l e ß < <*, M fp*^(2»/J) > > d a n n « i x t a u c h Mfp^rz'csc) * * 
Ea ia t nimlich -U,f , p*# « U p^br»* * , « daraua 

/&£**CZ'*Vfl* /lc<* r * c z /»> ' 

fo lg t MCL-1 , . p * ^ ) • Qüt M C * * ) , ao g i l t auch 

M (P* (** )) ** **»* " € P # f Ä # ) * *<^>****** # ö ^ **•**-* 
•^$(tt )£J( , ea gibt alao hochatena ao v ie le Elemente in 
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P*(X*\ ., wia es Elemente in P (A* ) g i b t . Unter unaerer 

Voraueaetaung i a t mithin tataach l ich M(p*$ (z*dt) ) • r f ü l l t . 

Sät« 1 . Es aal ( £ • V ) e in etandardes Modall. 

1) ( £ , y ) i a t stark regulär dann und nur dann, wann 

On*lv^^Su On beweiabar i a t . 2) CE ,yf) i a t achwach 

regulär dann und nur dann, wann On Ismg £ On beweisbar 

Ia t . 3) C E }y ) i s t nicht regulär dann und nur dann, wenn 

Offllvtog^ On. beweisbar i a t . 

Beweis. 1) Ea aal ( £ ; V ) stark regulär. Dann g i l t 

M ( V * ) , a l a o MCOn*) 9 alao On*L*m.lgtE On , i s t 

On*l**> t% £ On ) d.h. i s t cc0e On, Onflsmg £ <*0 f so 

iat <öC-#>M(pt«c# ) (nach dem Lemma 2) und V*» (j* up*#=* 

Tcafĉ P • » * > > darau» folgt MC V*> . 
3) Sa se i On ^Isw-r £ 0 n m Daa bedeutet, dass ein 

oc*e*0n* e x i a t i e r t , für daa OC*1*M~ £ On g i l t ; da-

raua ergibt aich Pr»6c*); ( £ , y ) i s t a lso nicht regulär. Es 

s e i ( E , y ) nicht regulär. Es e x i s t i e r t e in *x* ; so dasa 

PrCx*)f ÄIBQ (3<sc*)(Pr (p*d& ))f nach dem Lemma 2 iat alao ac* 

keiner Ordnungszahl isomorph. Nach dem Beweia des Lemmas 1 er 

gibt aich daraua On*J*Iamg £ On . Ähnlich beweiat man 

2 ) . 

Sats 2 . Ea ae i ( E ? i f ) e in standardea nichtregularea Mo-

d e l l , ea aei #" eine Konstante, die jene Ordnungszahl des 

iiodella bezeichnet, für d ie tf*l%m-g £ On beweisbar i s t . 
# Im Modell g i l t , dasa f eine unerreichbare Kardinalzahl 

i a t . 
# 

Beweis, l ) f i a t eine Kardinalzahl dea Modelle. Ea 

aal nämlich F'<ZoC,Z'/J>* m < o c , / l > • wenn f * eine 



im Sinne dt« Modells e ineindtutige Abbildung ton r auf 

ß*<* T* u t ymA d a b e l ß*«Z>'ß g i l t , 00 i0t F * V # 

eine eineindeutige Abbildung ton Oft auf ß ; daher kann 

ein aolchta -/- nicht ex i s t i eren . 

2) f̂* hat Im Modell e in Limeaindex. I t t nämlich ß* e int 

bel ieb ige Kardinalzahl des Modells und g i l t ß* <* r* 7 «o 

e x i s t i e r t e in fl derart, dasa ß* ** Z'fl . Zu diesem ß 

e x i s t i e r t eine Kardinalzahl (der Mengenlehre) ]S > ß und 

Z'/J i s t eine Kardinalzahl des Modell«, Z'ß<*Z'Ji<* r* • 

(Man beweist genau ao, wie in 1 ) , dass kein 4 ex is t ieren kann, 

das im Sinne des Modells eine eine indtut igt Abbildung von Z'fl 

auf <f*<* Z'ß i s t . ) 

3) r i s t eine reguläre Kardinalzhal des Modells. Sonst 

musste ein 4 ex i s t ieren so , dass &nc 4 gt 2) C4 )< r &> 

k(Vfl*e*2)*C4*)\ (4*'*ß*<*r*)* u*ur*a*)- r* . 
Es s e i 2)*(4*)*Z'aCi G*F"f* . ES i s t Tnc G & &CG-) -

-röC& U/U/CG)sOn • Das i s t aber ein Widerspruch, denn Ort 
Jim 

ist mit keiner Ordnungszahl konfinal. 1) - 3) bedeutet, das» *JT 

eine unerreichbare Kardinalzahl des Modells ist, q.e.d. 
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x) Das Modell (E}y ) wird nichtregular genannt, f a l l s 

(3X)(M*fX) k fo (X)) beweisbar i s t . Die Frage, ob es 

z.B. Modelle gibt, d ie weder regulär noch nichtregular sind, 

bleibt offen. 
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