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Commentationea Mathematicae Univeraitatia Carolinae 
5, 4 (1964) 

LA MÉTHODE DU REFÉRAGB DES SYSTÉMES DE SOUŠ - VARIÉTŽS 
K. SVOBODA, V. HAVEL, I. KOLÍfi , Brno 

R.N. ščerbakov et ses collaborateurs (Tomsk, l'u,R.S.S#) 
ont élaboré daná une série dea eaa concreta la méthode dm re-
pérage de soua-varieté dont la déaeription generále eat don-
née daná le travail [63* Noua préaentons certaine extenaion 
reap. généraliaation de eette méthode qui permet ďétudier ai-
multanément une groupe de aoua-variétéa de dimension quelcon-
que plongéee daná une varieté donnée. Un exemple de l*appli-
cation concrete de notre méthode eat montré daná la deuxieme 
partie du préaent expoaé. 

1. La partie generále 
Dana un eapaee projectif Pn a n dimenaione eonaidé-

rona un repere mobile R formé de n «• 1 pointa analytiquee 
linéairement indépendanta A^, ..., A n ^ . Le déplacement in-
finitésimal du repere R eat défini par un ayateme ďéqua-
tiona différentiellea qui ezpriment lea différentlellea dA. 
dea pointa fondamentauz du repere R comme dea combinaiaona 
linéairea de ces pointa. Lea coeffleienta OJ du systéme men-
tionné aont dea formea de Pfaff en différentiellea dea para­
metre s dont dépend la poaition du repere R daná 1'eapaee 
Pn » Les formea co aatiafont aux éojaationa de atructure 
blen connuea ďun eapaee projectif* 

Noua entendona aoua le nom figuře fondamentale de 1'eapaee 
Pn un enaemble formé par un nombre finl de aoua-eapacea line-
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airea de dimenalon quelconque de Pn • Noua admettona pour 
plua de almplicité que la figura fondamentale ne aoit paa trop 
étendue en ce aena qu' elle peut étre complétement déterminée 
par dea pointa linéairement indépendanta en nombre de h ^ n . 

Lea conaidérationa auivantea aont conaacréea a l'étude ge­
nerále dea variétéa engendréea par lee figurea fondamentalea 
par la méthode du re pere mobile* Pour cela, noua introduie-
a ona ďune mánie re naturelle la notlon de varieté V a 
p dlmenaion8 de la claaae *£ de figuře a fondamentalea. 
En auppoaant que la figuře fondamentale aoit déterminée par 
lea pointa analytlqea Mp..., 1^ la varieté V ae trou-
ve définie par un systěme de fonctiona M^ • M, (u ,••., u p ) f 

..., MQ *M h(u ,•.., up) de la claaae *tf , aoumiaea aux 
oonditiona habituellea. 

A chaque figuře fondamentale de V* noua faison8 cor-
reapondre un repere mobile R de manlere que lea pointa A,, 
..., A^ du řepěre en queation se confondent avee lea pointa 
M^. M . , 1 ^ . Lea re pere a attachéa ďune telle fa9on & la va­
rieté V dépendent de p parametrea principaux u , • ••, 
u p et ďun oertain nombre de parametrea secondaires flj. La 
condition que la figura fondamentale reste fixe en poaition 
par rapport au mouvement du repere correapóndant R ae tra-
duit par le falt qu'un nombre convenable q de composantes 
o> , • •«, GJ* du repere ne dépend que dea différentiellea 
dea parametrea principaux* Done, lea forměa en queation aont 
dea formea principalee de la varieté tT et le systěme 
ďéquationa de Pfaff 

(1) co 1 * 0, .... o>* * 0 
eat complétement intégrable [3jf paree qu*il a'agit du systéme 

- 184 -



des équations ďun sous-groupe stacionnaire de la figire fon-
damentale. 

La varieté 1/1 étant a p dimensions, on a q ^ p 
et il en découle que les formes principales sont liées par 
q - p rélations linéaires de la formě 

(2) cjfi • L £ CO* (OC= 1,..., P 5 /i * p+l,...,q) . 

Les équations (2) servent de point de départ a 1'étude de la 

varieté V • Les formes résiduelles, en nombre de N * q , 

ou N designe le nombre des composantes indépendantes ďun 
repere mobile général, peuvent a'écrire souš la formě 

(3) Cúr- LJJT CL>«- + e r ( y* = q • 1,..., N) , 
les e° étant des formes secondaires dont dépend la position 
du repere R attaché a la figuře fondamentale de la varieté 
V . En annulant les formes secondaires en vertu des choix 
particuliers du repere R on réallse le passage successif 
au repere canonique de la varieté 1/1 . Ce procédé étant 
termine touš le coefficient L' , L" devient soit con-
stants soit invariants de la varieté 1f flj# 

Cela étant, considérons une "sous-variété" ^j» * * 
dimensions plongée dans la varieté 1/1 et supposons qu# 

elle soit définie par un systěme ďéqiations de Pfaff de la 
formě 

(4) c3l~Ot...9 £*>""*» 0 , LflČy***' 
% — 1 - n nu JP11* ^*s ftomKruitons linéaires indétxnjdantes des řormSj 
ou CÚ ,..., O) p"v^On dit que la sous-variété Wm est 
holonome, si le systéme (4) est completement intégrable. La 
8olution du systéme en question détermine daná le cas consi-
déré un ensemble, dépendant de p - m parametres, de sous-
variétés a m dimensions contenueo dans 1/1 • Au contrai-
re, la sous-variété Wm s'appelle anholonome, si le sys­
téme (4) n'est pas completement intégrabM; on peut trouver 
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par ex. dans [6J une déscription plus détalllée des variétés 
anholonomes. Dans ce qui suit nous nous bornons au cas des 
80U8-variétés holonomes. 

Le voisinage différentiel du premiér ordre d#une sous-va-
riété W^ détermine certains objeta géométriques en rela-
tion invariante avec 2 ^ . II y a avantage, pour l*étude de 
la sous-variété Wm* a choisir une partie convenable du ře­
pě re Ř dans les objets mentionnés* Le choix considéré du ře­
pě re mobile et ainsi l'adjonction du repěre a une sous-varié-
té concrete a pour conséquence que les formes secondaires in-
dépendantes e f***f%m , en nombre convenable m' , s#annul-
lent identíquement. Les annulations spéciales des formes se­
condaires en queetion conduissent aux aous-variétés du type 
speciál. Au contraire, si l'on laisse de coté une annulation 
quelconque de ces formes et si l'on admet que les formes en 
question sont tout a fait libres, on peut associer la partie 
correspondante du repere R avec une souš-varieté 'wL ar­
bitr a ire. 

La déscription géométrique generále de la construction 
precedente est un peu indéterminée et elle dépend essentiel-
lement de la formě de la figuře fondamentale, Pour cette rai-
son nous préféreons. dans des consldérations suivantes, une 
déscription análytique de la construction indiquée. 

La sous-variété W de í/1 étant choiaie ďua* má-m p 
niere bien déterminée, nous pouvons supposer, sans restreind-
re la généralité, qu'il soit possible de choisir le repere 
mobile attaché a W V de telle maniěre que la sous-variété m 
1íf est donnée par les équations 

(5) o> m¥l * 0 ,..., C J P • 0 . 

Nous allons recherc^r l'influence des changements des para-
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metres secondaires aur les équations (5) de W • 
Le systěme (1) étant completement intégrable lea différen-

tielles extérieures des formes co (i n 1, •••$ <j) prennent 
la fořme 

(6) á O)1 - <f\ A Có* (i, j = 1, ..., q ) 
( d est le symbole pour la différentielle extérieure), ou Cf "i 
sont des formes de Pfaff convenables. On en obtient, en portant 
des relations (2) dans les premiěres p équations (6), les 
formules 

(7) a<y" - £**>*'+ tfAlč."*' - *£ A «*' 
( < £ , < £ s l , . « . , p ; / J s s p + l , . . . , q ) , 

ou l ' o n a posé 1^. - g> + tyTh^, • H en ré>* O t e , ď a p r e s 

l e s formules bien connues 

d<*>*=» d ^ í ď ) - c f i u ^ í d ) , -£M<3*» L o c ( ( f ) ^'(^j 

et en vertu de CO^icT) =* 0 , les équations suivantes 

(8) cícú^idL) =* r t c D c u ^ d ) . 

Supposons que les formes secondaires i?1* (oO soient liné-

airement indépendantes. Cela étant, le systéme des équations 

(5) est invariante, si les variations des formes CJ "^ , • •• 

..., O p peuvent etre exprimées comme des combinaisons line-

aires des memes formes, c'est-a-dire si 1#^ (oO * 0 ( 0* « 

* lf ...,m; t * m + l , • « . , ? ) . Les formes secondaires 

en qaestion, en nombre de m* » m (p - m) , jouent le role des 

formes % , ..•, %m dont nous avons parlé auparavant» 

Considérons maintenant un systéme %f de sous-variétés 
4 

m9 •.•, W_ dont les dimensions satisfont a la relati 
>̂ 

m l * ••• * % - P • Supposons qu'il soit possible de choisir 

a la 
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le repere mobile R attaché a la varieté V L de maniere 



que les sous-variétés particulieres W , ..., í^m 

sont exprimées par les équations différentielles suivantes 

2 ^ m 2 : fi/» 0, ..., a> mi*0, a> *i+ V 1 = 0, ... 

..., co D = 0 

*W V <yl.O »V»1 Vl»0. 

En appllquant la considération precedente a chaque des sous-

variétés du systéme if on obtient un systéme de M = m£ + 

• . .• • m* formes secondaires indépendantes. Si l'on annule 

toutes les formes en question, les objets déterminées par le 

voisinage différentiel du premiér ordre de toutes les sous-

variétés du systéme devient fixés en position. I.'ensemble des 

formes secondaires ayant la propriété precedente s'appelle 

systéme caractéristioue de tf et le repere mobile R qui 

s'obtient en faisant toutes les autres formes secondaires soit 

nulles soit des combinaisons linéaires de formes du systéme 

caractéristique s'appelle repere semicanonique de la varieté 

!A*p par rapport au systéme de sous-variétés íf • 

La construction du repere semicanonique de la varieté 1/* 

se réalise par la méthode du prolongement successif du systéme 

d'équations différentielles (2). On obtient ainsi les équa -

tions de la formě 
(9) ď&fi « ty (B^) %* , 

les B A étant des coefficients de cá*0 qui se produisent au 
coura du prolongement mentionné. En construisant le repere se-
micanonique il faut séparer des relations (9) des combinaisons 
qii ne dépendent pas essentiellement des formes e° du 
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systéme caraetéristique, cela veut dirě l es combinaisons qui 
ont la formě 

CIO) ďgx (B^ ) * Tr (Bp ) %*' • f r / /(B^ ) %*"', 

les e'^ étant des formes qui n'appartient pas au systéme 
caraetéristique. En partant de ces formes on peut réaliser 
les choix partieuliera du rep£re attaché á la varieté 1T 

jusqu au moment ou toutefi les formes secondaires e^ sont 

ou nulles ou des combinaisons linéaires de formes du systéme 

caraetéristique. Dana ce cas, on peut ajouter les parametres 

secondaires, en nombre de M , au nombre des fonctions incon-

nues dont dépend la varieté V švec le systéme de sous-

variétés if et considérer toutes les formes du systéme ca­

raetéristique comme nulles. Les relations (2),(3) prennent en-

suite la formě 
(11) CÚ* m L * Cú* (OC* 1, ..., p ; <H * p • 

• 1, ..., N ) 
et elles forment., avec les conditions ďintégrabilité corres-
pondantes, le systéme d'équations différentlelles qui déflnle 
la varieté 1/V en commun avec le systéme de sous-variétés 

if • Nous appellerons le systéme en question systéme fondá­
me ntal d^éQuations différentielles de la varieté V rsp-
portée au systéme if . Le degré de généralité de la solution 
du systéme fondamental est plus grand de M fonctions arbi-
traires de p argumente que le degré de généralité de la va­
rieté V p . 

Les coefficients L des équations (11) sont des inva— 
riants du repere semicanonique, ainsi que des invarianta du 
gyateme }/ de sous-variétés de la varieté V • Chaque 
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relation entre les invariant* L * peut etre régardée eomme 
"line déscription naturelle" ďune classe de aystemes if • II 
se pose la question ďexaminer 1'existence et le degré de géné-
ralite" de certaines classes spéciales de systemes if et de 
construire les re pereš semicanoniques correspondants. En out-
rey quelques classes spéciales de systemes tř n'existent 
que sur les variétés i/" spéciales de sortě qu'il est pos-
sible ů% caractériser quelques classes particulieres de vari­
étés V . 

Noua dirlgerons notre attention SUP deux types importanta 
du systéme í/ sur la varieté %T • 

Soit m^ » ... » m * 1 et alors JÍ * p . Dans le cas 
considéré le systéme if se compose de p soua-variétés in-
dépendantes de dimension 1 • Farce qu'un systéme de p - 1 
équations de Pfaff linéairement indépendantes en différentiel-
les de p variables est nécessairement completement intégrab-
le, il s'agit donc de la construction ďun repere semicanoni-
que de la varieté V rapportée a p systemes indépendanta 
A p - 1 papámetrea de sous-variétés a une dimension de figu-
T%m fondamentales. 

Soit a^ * m , B^ * p - m et alors Z m 2 . Le cas en 
question est une génépalisatlon immédiate de la construction 
décrite par R.N* Sčerbakov [6], qui étudia une seule souš-va­
rieté Vf^ plongée dans une varieté V donnée. II est 
poesible, en partant du volainage de premiér ordre de la soua-
varlété Wm , ďattacher une partie convenable du repere R* 
a la varieté Wm en annullant certaines forměs secondaires 
en nombre de m(p - m) • La construction du repere eemicanoni-
que de la varieté 1/L par rapport a la sous-varifté Vť 
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se réalise de cette maniere que les formea aecondairea men-
tionnées restent tout a fait indéterminées tandis que toutea 
lea autrea formea aecondaires s*annullent identiquement au 
coura du prolongement successif du systéme initial de la formě 
(2). Cela exige, naturellement, ďattacher la seconde partie 
du repere mobile considéré a une souš-varieté 'WL.m conve-
nable qui n'est paa choisie ďune maniere quelconque mai8| au 
contraire, qui e8t "conjuguée" avec la aou8-variété W*m , Le 
systéme if formé de deux aous-variétéa Wm , ^p-a e* 
considéré par R.N. Ščerbakov par voie indirecte eat donc spe­
ciál - "conjuguée", tandia que la méthode que noue a?on8 expo-
sée dans les considérations précédentea permet ďétudier un 
tel systéme dans le ca8 tout a fait général. D#ailleurs, la 
construction du repere semicanonique ďune surface par rapport 
a un ré8eau général dans un espace projectif a trois dimensi-
ons, qui fait 1'objet de l'étude dan8 la seconde partie de 
cet article, est réalisée de telle maniere que le repere géné­
ral en queation passe, dan8 le cas speciál ďun réseau conju-
gué, dans le repere considéré par H.N. Sčerbakov dans son Mé-
moire [5j# 

2. Repere semicanonique ďune surface par rapport a un ré-
seau de courbes (par J. Kolář) 

Dans ca qui suit, nous nous proposons ďeffectua* des cal-
cula concrets daná un des cas les plus simples* Plus précise-
ment, nous allon8 conatruire, dans un espace projectif P^ a 
trois dimensions, le repere semicanonique ďune surface 1/1 
par rapport a un réseau général ď de courbea. La figuře 
fondamentale est; donc formée par un 8eul 8oua-espace liné-
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aira da diaanaion 0 et il s'agit du caa ou. a * 3 f p * 2 t 
JL » Z » a 1

s * m ř * l * 
Conaidérona, daná 3r'eapaca P3 an quaation, un repera mo-

bila B formé da pointa AQ f Ax, Ag , kj linéairamant in-
dépandanta at auppoaona qua laa coordonnéaa homogenea da caa 
pointa aoiant normaliaéaa da talia facon qua [A^^AgA^] » 1- • 
On a alora laa équationa 

(1) ák± * <v{*3 (i, j » 0,1,2,3) 
dont laa coafficianta aatlafont aux équationa da atructure 

(2) ±cú{* aifAcol, (i,J,k » 0,1,2,3) 
at a la condition aulvanta 

(3) c y ® ^ c y J ^ < y | + a > | » o . 
Attachona a chaqua point P (u , u ) da la aurřaca 2/^ 

les reperea R tála qua la point AQ ea confond avac la 
point P • Laa reperea an question dépandant da daux para­
metre a principaux u , u at da 12 parametřes aacondairaa 

1 12 % 
* , ..., * • Au coura de la conatruction du repara cano-

niqua da la aurface toua laa parametres secondairae deviant 
daa fonctiona des pářemetřea principaux. En conatruiaant la 
repere semicanonique da la aurface par rapport au réaaau da 
courbes noua procédona par la méthode axpliquéa daná laa 
eonaidérationa precedentea. 

La point A0 étant f ixe , laa foraea <yj , a> * , cj ^ 
a'annullent an vartu da du » du * 0 • II an réaulta qua 
lea formaa an quaation na dépandant qua des différantiellea 
daa parametrea principaux at qu'ellea apparaisaeht ainai 
comma formea principalea da la aurface. In ehoialaaant laa 
pointa A^y Ag daná la pian tangent da la surface au point 
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(4) a>l = o 
1 1 2. 2 

et l e s formes pr inc ipa les .co a o 0 $ o * Cú 0 sont 

l inéairement indépendantes. 

Cela é tant , appliquons l e s équations de structure a l a 

formule ( 4 ) . On en obt ient e n s u i t e , en vertu de lemme de Car-

tan, l e s relat ions 

(5) o > | = a O J 1 + b CŮ2 , ( y ^ » b ó ; 1 ^ 04> . 

En répetant l e procédé précédant nous obtenons l e s équations 
da * a<<^£ + o>\ - Z <ú\) - Z h to\ * e cJ 1 • f a > 2 , 

(6) db + b(o>£ + O Í | - cy1 - o * | ) - acu1 - c O J | * fa*1 • 
2 

dc • c(a>£ • o ^ - 2 < L > | ) - 2 b < u | =* g a j 1 • h aj2
f 

qui donnent, en désignant par ď l e symbole de d i f f é r e n t i a -
1 2 

tion obtenue en laissant u , u fixes, les formules suivan- . 
tes 

<Ta • a(e£ • «j - 2 ej> - 2 b e| • 0 
(7) ďb + b(e£ + e| - e\ - e|) - a e| - c e| • 0 

ďc + c(e£ • e^ - 2 ep - 2 b e| » 0 . 

Le voisinage différentiel du premiér ordre d 'une courbe 

sur la surface détermine une droite située dans le pian tan­

gent de la surface, a savoir sa tangente, Nous dirons que la 

repere R est attaché au réaeau tf situé sur la surface si, 

dans une position quelconque du point AQ sur la surface, les 

aretes [4QA^]9 Í&QA^J du repere R se confondent avec les 

tangentes correspondantes des courbes formant le réseau cf 

en question. Or, on a 
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et 11 en découle que les forměa. e^, e^ forment le systéme ca-
ractéristique da fornéa aecondalrea* En annullant les forměs 
mentionnées on attache le repere R a un réaeau concret. Au 
contraire, au coura de la conatruction du repere semicanonique 
de la aurface par rapport a un ré8eau tf arbitraire le8 for-
mes e?, ei doivent rester tout a fait indéterminées. 

En multipliant le8 équation8 (6) aucceasivement par -c, 
2 b , - a et en faiaant la somme des équations ainsi obtenuea 
on a 

(8) díb2 - ac) • 2(b2 - ac) ( CÚ °Q «• o j - o \ - co |)» 
* 1 F a)1 • 2 G cóZ , 

oa 
(9) 2 F * 2 b f - a g - c e f 2 G » 2 b g - a h - c f . 

II en résulte que 
ď(b2 - ac) • 2(b2 - ac) (e^ * e^ - t \ - e | ) * O 
2 

et on a b - ae 4* O pour de8 pointa non-paraboliques de sor­

ta que| en noua bornant. aux pointa en question, on peut poeer 

(10) b2 - ac * 1 . 
Nous avons ensuite, ďaprěss (8) et (10), 

(11) 6j£ • oi3 - a>]; - CJ\ » F oi1 • 6<u2 

et en prolongeant l^équation precedente nous obtenona les rela-

tions 

dF • F(<u£ - 0>|) - 0G>f • %o>\ - Z mco\ - 2 bo>| * 

* 2 H co1 • 2 Kctf 2 

X • Ql&Z - a>í) - F<ui + 2o>£ - 2 b e y í - 2 e < y 5 » 

* 2 K fc*1 • 2 hcjz 

ta a alora 
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<TF • P(e^ - e{) - G ef • 2 e£ - 2 a e^ - 2 b e| » O 

<f G • G(e°, - e|) - P e| • 2 e£ - 2 b e^ - 2 c e^ » O 

et on en voit qu'il est possible de poser 

(13) P * 0 , G » 0 • 

En vertu de (13) l e s équations (3) e t (11) donnent 

(14) °>l+ &1* 0 f <u\+ a ) | » 0 , 

et l e s formules (12) prennent l a formě suivante 

Cd J - a O * - b W 2
3 « HO)1 • KOJ2 

(15) 

co ° - b<y^ - c OJ ? » KCJ 1 • L c j 2 . 

Le prolongement u l t é r i e u r fourni t l e s r e l a t i o n s 

dH • 2 H(C0® - d> \) - 2 K OJ 2 • 2 a d j ^ - e c y ^ - f o 2 -

» H c u 1 + N O) 2 

dK • 2 K<y° - E0>| - L « 2 • 2 ^ 3 - ^ ^ 3 - 8 ^ 3 * ff*'1 • *0Z 

áL • 2 L(o>° - c u | ) - 2 Kcy| * 2 CO3 - go)^ - hfi>2 * Pctf1 • 

• Q6)2 . 

I I en résu l tent l e s formules 

< ř H * 2 H(e° - e\) - 2 K ef • 2 a e^ - e e^ - f e 2 * 0 

(/'K + 2 K e0, - H e | - L ef • 2 b e ° - f e^ - g e 2 * 0 

cTL + 2 L(e° - e|) - 2 K e| • 2 c e° - g e^ - h e| » 0 
qui permettent, en excluant les surfaces réglées, de poser 

(17) H » 0 , K * 0 , L » 0 . 
Cela é tant , l e s équations (15) e t (16 ) ont , en vertu de 

Í17) , l a formě suivante 

(18) a>J» &&1 • b co I 
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e t 

a> | » bcOj • c<^3 

2 ao>° - e&3 - f d > | * M^ 1 • Xú>2 

(19) 2 b c y | - f&j - g<^2 * No) 1 • Po)2 

2 c o ^ - g<y^ - ha>2 * Po*1 • Qo)2 • 

Les particularisations précédentes entralnent que les for­
mes secondaire8 uniques qui restent encore non-nulles sont 
ej a - e? , ei a - e| t e| , e^ • En changeant les paramět-
res secondaires qui restent a notre disposition les aretes 
[A^A-] , tkjl^j et le sommet A-* du repěre sont fixes en po-
8ition# Nous déduirons leurs signification géométrique en com-
parant le repěre considéré avec le repěre canonique de la sur­
face. Pour cela, nous pouvons annuler les formes secondaires en 
posant, ďaprěs (7) et (20), a = 0 , c » 0 , e a - 2 , b =* 
* - 2 . Un calcul facile montre que le repěre ainsi obtenu se 
confond avec le repěre canonique de la surface [5]. Or, on sait 
que [A^^J et C^AgJ sont les directrices de Wilczynski et 
A^ le point ďintersection de la premiěre directrice avec la 
quadrique de Lie. Mais, les objets en question ne se changent 
pas au cours de la particularisation auxiliaire et les considé-
rations précédentes donnent alors leurs signification géométri­
que. 

Pour faire suitě a nos recherches précédentes nous allons 
normáliser les coordonnées du point AQ de la meme manlěre 
que dans le cas du repere eaaoniquě. Pour cela, nous déduirons 
tout ďabord les variations des fonctions e, f, gf h et nous 
obtiendrons, en vertu de (6), les relations 
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(20) 

ďe + e(e° - 3 e\) - 3 f ef 

ďt + f(e° - ei) - e eJ - 2 g e? = 0 

</g * g(e° • e\) - 2 f e| - h ef * 0 

ďh + h(e£ + 3 e{) - 3 g e| » 0 . 

En posant 

(21) V * e2h2 - 3 f*q2 M e q3 + 4 A - 6 e f g h 

on obtient, ďapres (20), ďv + 4 ej V = O . Les surfaces 
reglées étant exclues on a V =# O eť on peut normaliser le 
point A et meme le point A~ de maniere que V s 16 ce 
qui donne ensuite e° - O . Remarouoris que cette normalisation 
ne diffěre pas de la normalisation employée a la construction 
du repěre canonique de la surface. 

En vertu de la particularisation precedente les formes 
? 1 1 2 secondaires e|, et9 e£ =* - e| restent libres et elles dé-

terminent la position des pointa A,, A^, A, • A~ sur la 

droite [A,A 2] fixe. Le repere construit est un repere semi-

canonique de la surface par rapport a une trois-eouche des 

courbes. Une telle trois-couche de courbes aur la surface é-

tant donnée nous pouvons, a l'aide des parametres secondaires 

réstants, fixer les points A^f A2, A^ * A^ sur les tangentes 

des courbes contenues dans les couches particuliěres. En propo-
sant d'examiner une trois-couche arbitraire sur la surface, on 
peut considérer les parametres secondaires en question comme 
fonctions arbitrairement choisie . Cela étant, les formes se­
condaires résiduelles s'annullent, toutes les formes du repe­
re sont formes principafes et toua les coefficients sont des 
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invarianta de la troia-fcouche de courbe8 aur la aurface. 
En conaidérant la conatruction du repěre canonique du ré­

aeau if aur la aurface il noua faut choÍ8ir encore le para­
metre 8econdaire qui correspond a la formě eJ • Pour ce but 
noua allona procéder par la vole géometrique. 

Lea courbea aaymptotiquea aur la aurface 8ati8font a. l'é-
quation différentielle 

(22) [ A^-jA^of AQ3 * a í o 1 ) 2 • 2 b cúX Cú2 • C(CJ2)2 » C 
tandia que le réaeau tf e8t donné par l'équation o o a 

= 0 . Considérona le réaeau de courbea qui aépare harmoniqut-
ment le réaeau if et le réaeau asymptotique et qui est dé-
terminé par 1'équation 

(23) 

a o > 1 * b o > 2 b c y 1 ^ c c u 2 | 

O2 O ) 1 

» a to) 1 ) 2 - ticj2)2 » 0* 

Suppo8ant en outre qu'aueune dea deux couches du réaeau %f 
ne aoit pas engendrée par les courbes aaymptotiquea de sortě 
que a 4= 0 , c #* 0 . II eat aisé de voir que l*on peut choiair 
l e point A- • Â  8ur la tangente ďune couche du réaeau en 
question et que le choix considéré peut etre réallaé en posant 

(24) c * e a f £ « - l 

auivant que le réaeau (23) est réel ou imaginaire. 

On a enauite, en verstu de (7) et (14) e j » i & (g e i -

- ej) et i l s ne reatent que deux formes aecondaire8 libřea 
2 1 LD 

#1 » eí * U n r^*eau * étant choisi aur la aurface en quee-
tlon on peut annuler ces deux formes en choisissant les pointa 
*1* *2 sur lea ^an€entea dea courbea du réaeau & . Si l'on 
annulle les formes e|f e^ ďune maniěre tout a fait arbit- x 

raire, on obtient le repere aemicanonlque de la aurface par 
- 198 -



rapport a un réseau if queleonque. Les équations différenti-
elles correspondantes sont 

^ o * Q o ko + ^ Al + ^ 2 *2 

ák1 - (QCÚ^ + b<U2) AQ • CJ\ Ax • 0 ) | Ag • 

+ ( a o 1 * b O ) 2 ) Á j 

(25) 

• (bO)1 • e acu2} kj 

^ 3 * ^ 3 Ao + *>3 A l * *>3 A2 ~ ^ o A3 
ou, ďapres (10) et (24) y 

(26) b2 * Ea 2 * 1 . 
Pour abréger, nous omettons les condltlons d'intégrabili-

té des équations (25)• 
Pour b • O , c'est-a-dire dans le cas speciál ďun réseau 

conjugué le řepěre (25) se confond avec le repere C considéré 
par R.N. Sčerbakov [5j# 

Touš les coefficients des équations (25) sont des invarianta 
du réseau de courbes sur la surface. Nous donnerons leurs signi-
fication géométrique dans les cas les plus slmples et nous pose-
rons pour cela ca| « aj[ o*1 + b^ o>2 • 

Les coefficients a, b liéespar laxvlation precedente (26), 
déterminent l*équation (22) et ils correspondent donc au rap­
port anharmonique des tangentes du réseau ^ et des tangentes 
asymptotique8. 

La signification géométrique des coefficients a£f bí , 

*2 t fc^ est la sulvaňte: Le pian tangent au point 
- 199 -



bf AQ - A^ , resp, a| AQ - A£ de la surface réglée , qui est 

engendrée par les tangentes [ A ^ ] , resp. [A^A^] le long ď u -
1 2 

ne des courbes de la couche eo m 0 t resp* co a 0 , jtesse 
par la premiére directrice de Wilczynski. Le point (b a^ -
- a b|) AQ • a A^ , resp. (S b b| - a «§) AQ • a A2 est le 
second foyer de la congruence [AQA,], resp. [A A^] . 

1 2 
Les coefficients a*, b- ont la signification géométrique 

1 2 
suivante: Le pian tangent au point a^ AQ - A^ , resp. b^ AQ -
- A~ de la surface réglée engendrée par la premiére directri­
ce de Wilczynksi le long ďune de courbes de la couche co * 
* O, resp. co * 0 passe par la droite [A0A£] , resp. 

[Vil * 
L'étude plus d é t a i l l é e du réseau de courbes sur l a sur ­

f a c e , fondée sur l a méthode conaidérée dans ce t r a v a i l , f a i t 

l e contenu de l ' a r t i c l e [ ? ] • 
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