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Соттеп^а-Ыопез МаЪЬета-Ысае Шз^егз-На-Ьха СагоНпае 

4 , 1 (1963) 

К ПРОБЛЕМЕ СХОДИМОСТИ МЕТОДА РЕДУКЦИИ ДЛЯ .БЕСКОНЕЧНЫХ 

СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Ю.И. ГРИБАНОВ, Казань 

Наряду с бесконечной системой линейных уравнений 

(1) Х - А Х + Н ; ^ « 1 4 ^ ^ + ^ (т.* 4,1,...) 

рассмотрим усеченную систему уравнений 

Гđc~ - & 

Пусть система уравнений ( 2 ) при любом достаточно боль-

шом тъ ммеет единственное решение 

л > » С*., > * х ;•**; *4* » и* и>"9 ' • Если тогда 

-Йт^ з с * ** эс и X в {№<*} является решением систе-

мы ( 1 ) , т о говорят, что система уравнений (1 ) разрешима 

методом редукции* 

И з в е с т н о (см*, напр*, [ 1 ] , стр* 3 8 ) , что любая вполне 

регулярная система уравнений имеет единственное ограничен­

но® решение при любом ограниченном векторе Н и что это 

ограниченное решение может бнть найдено методом редукции. 

Этот р е з у л ь т а т можно сформулировать также следующим обрааом: 

если матричный оператор А непрерывно отображает простран­

ство ОД ограниченных последовательностей в себя к 

II А И < ^ , то система уравнений ( 1 ) однозначно разреши­

ма в п р о с т р а н с т в е яг* и ее единственное принадлежащее про­

с т р а н с т в у т решение может быть найдено методом редукции* 
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Естественно возникает вопрос: будет ли метод редукции давать 

последовательность векторов Х^ ' > сходящихся к решению А 

:'• вполне регулярной системы уравнений по норме пространства 

<т, ? На примере простейсей системы уравнений 

- V - * <тш 4Лг~ > 

легко заметить, что в общем случав такая сходимость не имеет 

места* 

В настоящей работе устанавливаются необходимые и доста­

точные условия, при которых метод редукции для системы урав­

нений (1) с ( А II < Л , рассматриваемой в произволь­

ном координатном пространстве [ 2 ] , сходится к решению систе­

мы по норме пространства. 

Через {, мы обозначаем в дальнейшем произвольное коор­

динатное пространство» Пространство т. , пространства Ф» 

Рисса 1»^ (р * Л) пространства последовательностей Орлича 

[3] является координатными пространствами» Через [&1 мы 

обозначаем, как обычно, замыкание в метрике пространства I 

множества всех векторов с конечным числом отличных от нуля 

координат» Для того чтобы вектор X из Л принадлежал [1^ , 

необходимо и достаточно, чтобы 

Мтъ 11^X11 .ш Мть II (о,..., о г * ^ « , % м % , * " ) * т О * 

Если матричный оператор А непрерывно отображает Л в се­

бя и корма ПАИ < Л , то система уравнений (1) однознач­

но разрешима в пространстве Л • Так как в пространстве Я 

норма матричного оператора А ^ , соответствующего систе­

ме уравнений ( 2 ) , II А.*, II -* ПАИ , то при ЛАЙ <Л 

система уравнений (2) однозначно разрешима при любом Н е Л • 

Имеет место следующая общая 

Теорема 1» Пусть IIАII < 4 . Тогда для того чтобы 
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метод редукции определял последовательность векторов Х ^ , 

сходящихся по норме координатного пространства * к един­

ственному решению X & € системы уравнений (1), необхо­

димо и достаточно, чтобы АЦ] аЦ1 ж Н й СП * Име­

ет место, оценка 

13.) ИХ-Х»И ^ ^ | А 1 -

Необходимость* Последовательность векторов IX*} с Г-!]* 

Поэтому последовательность Х^ может сходиться по норме 

пространства I к решению X системы уравнений (1) лишь 

в том случае, когда X € СИ + Но ие Х~ АХ+ Н сле­

дует, что ХбГ-23 тогда и только тогда, когда 

А{1] с Ш- и Н с Ш . 

Достаточность» Коли А{1] с С-О и НеСИ , то 

также и X е И1 * Но тогда из оценки (3) следует, что 

Х^-^Х по норме пространства Л • Таким образом, дока­

зательство достаточности уеловий теоремы сводится к устано­

влению оценки (3) . 

При т «.г 1% 

x ~ x « 2 " a (x ^x ) + Z <t , * k 

Следовательно, при любом векторе У^^у*,} 

что можно записать в следующей форме: 

(Р^(Х~Х«),У)~(Р„АР„(Х~Х~),У)+(РъАЯ^У1* 

Здесь ^ У - У - Я ^ У . 

Но иа предыдущего равенства вытекает, что 

. » Р „ , ( Х - Х , Л * 1А»-11Р„а-Х % ) ' »*«А1-1^ 'Х1 • 

Так как по предположению ПАН. < 4 % то 
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P O < - X J . U
 I I A I M I R - X " 

1 - П А И 

Следовательно, « С У П 

и х - х ^ я й сх-х^л + и!^хII ^ ^ Л А Н » 
что и завершает доказательство теоремы. 

Оценка (3) неэффективна. В [4] при более жестких усло­

виях (дополнительное требование <*>-непрерывности системы 

уравнений (1) (указаны различные достаточно эффективные о-

ценки» 

Отметим некоторые частные случаи теореша 1. 

Теорема 2. Пусть (1) является вполне регулярной систе-

мой уравнений: Ыл^ .5. 1 ^ ^ 1 < Л # Тогда для того 

чтобы метод редукции сходился по норме пространства т, к 

^решению X е тгъ системы уравнений, необходимо и достаточ­

но, чтобы А { ч п } с С 0 и И в Са 

Здесь Св обозначает пространство сходящихся к нулю 

последовательностей, св «• Ста] . 

Матричный оператор А отображает пространство Лл в 
1а->г * 

себя тогда и только тогда, когда ас - /ъШъ -2--- 1а, I < оо • 

При этом ПАП « оС . Так как ^^л1
 ш 1л , т о из теоремы 1 

вытекает 

Теорема 3% Если оС < Л , то система уравнений (1) 

однозначно разрешима в пространстве <СЛ и метод редукции 

сходится по норме пространства Хл к решению X е Хл 

системы уравнений (1) . 

Аналогичный результат имеет место и для бесконечных 

ситем линейных уравнений в пространствах X (р > Л ) . 
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