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Commentationes .Mathématicae Universitatis .Carolinae
3, 2 (1962) '
ELEMENTAREIGENSCHAFTEN DER WELTLINIEN UND GLEICHFURMIG BE -
SCHLEUNIGTE BEWEGUNG IN DER MINKOWSKISCHEN MECHANIK
FrentiZek NOZIZKA, Prsha

1. Einige Eigenschaften der Weltlinien _

In gegebenen Lorentzschen Raum-Zeitsystem (x,y,x,t)
sei die Bewegung eines Massenmpunktes von Ruhmasse @« durch
die Gleichungen ‘

(1,1) x=x(t), y=y(t), x=z(t), te (- ,°)
beschrieben. Dabei wird vorausgesetzt: _ B

(a) die Funktionen X (%), 4(t), £(t) sind reelle Funktionen
des reellen Parameters T ("Zeit"), welche im Interval
(~o0, 0 ) stetige Ableitungen wenigstens vom Range funf be-
sitzen;

(b) fir Jedes t € (- co, o°) ist
T dgV dz )
IVl = V("“j:) ‘*‘(jt)z"'(d :) <C (C... Lichtgeschwindigkeit)

Die skalere Funktion
t 2
(1,2) T= ’t(t)af V1- %‘" dt
[e]

wird als "Eigenzeit" des betreffenden Massenpunktéa M  be-
zeichnet. Im Bezug auf die Voraussetzung (b) existi:rt zu
der Funktion T(t) inverse Funktion t= (T)(d.h. uan
kamn die Gleichung (1,2) ekvivalent in der Torm ¢ =# (77)
schreiben). Fihren wir in die Gleiéhungen (1,1) den Parame-
ter T ein, dann entspricht der Bewegungskurve (1,1 in
dem Minkowskischen (linearen) vierdimensionalen Raum ML
die Weltlinie mit der Beschreibung
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(1,3) X =X(T), Y=Y (T),2=2(T), t =t (T),
wo X,M,%,% die Koordinaten der Punkte in 4 sind.

Im Sinne der in der Tensorrechnung iblichen Symbolik

fuhren wir die Bezeichnung
x'=x, x*a=y,x’=2, x'=t

ein., Im genzen Texte dieser Arbeit laufen die griechischen
Indizes die Menge 1,2,3,4, die lateinischen Indizes die Men-
ge 1,2,3 durch. Das Symbol X% bedeutet dann dié Koordina-
ten des Punktes x € ML, Y* die Koordinaten des Punk-
tes 4 € #l u.s.w. Vektor- und Tensorgrdssen werden wir
direkt durch ihre Komponemten ausdriicken, d.h. wir werden
sagen "der Vektor v“ " ansteatt "der Vektor mit den Kompo=-
nenten v* * oder "der Tensor 9«3 " anstatt "der Tensor
mit den Koordinasten 9«4 ™. Dabeil werden wir immer die in
der Tensorrechnung ubliche Einsteinsche Summation (Einstein-
sche Konvention) benitzen.

Die indefinite Metrik des Reumes #/Z ist vollkommen
durch den Tensor ¢« 3 beschrieben, wo
(1,4) 94922935 =1) 9us = =¢*, Gup=0 fiir x + B ist.

In den Punkten der Weltlinie (1,3), derer Beschreibungw.
man nun kirzer auf die Form
(1,5} x*a x*(T) |
bringen kanm, gpelten dann - unter oben angegebenen Voraus-—

setzungen (aj, (b) - die folgenden Gleichungen:

d .d.=~_P_-d-

ity @t o

d P . _g_-ac
(1,6) ity “anrt t @t



d_ ;x_ 8 ;> R ;=
it ¥ T T wck ace 5 7
‘ . &
_gL__ 1;“' = — _R_- i ;
dT wce 3
v . &
die Grossen % (¢ =1,2,3,4) sind Vektoren entlang der

gegebenen Weltlinie (1,5), welche ortogonal und normiert im
Sinne der Minkowskischei: Metrik sind, d.h.

o 2 .d.-/l’ s K B ] 4
gt t'==C, 9«8t § "9esY [ =Gun? § =

(1,7
Tk o f8 v
Gsl L =0 plir s+ 6 (2,6 =1,2,3,4)
' o«
’ . K
Dabei ist 11,“= j; und der Vektor ¢ hat die
d®x* .
Richtung des Vektors wm -7z~ » deh. des Vektors der

Minkowskischen Kraft. Die Grossen P, G, R , de in den
Gleichunger (1,6) auftreten, sind nichtnegative Skalare in
Punkten der Weltlinie (1,5}, die invariant gegeniiber den
samtlichen Lorentztransformationen sind. Diese Skalare wer=-
den in denselben Masseinheite; wie die Kraft ausgedrﬁckt
und es gilt fur sie: |

P= (9,5 T2 L)k

(1,8)a . ;(1'0 kl vxlf 2 xg_ ).(, K"' 2 x1 )23 x‘f ?-
a's(a,c 5&1 5{15&" + il -x-3 Rll + x" i3 x’v -
Pi A ed ey wed 003 we k cord . B ek
X X X X X X X X X
: Ak '
o RPT ;
1,80y (X XX fir P+ 0, Q=0 zir P=0,
-t X X X,
X' XK



(1,8), oy 2R R
< oo U R o o
R=(Z= Pe KT rarQ+0, R=0¢ir Q=0
vsss d 2000 400 E YL
X XX X

( &% ... Signum der Determinante rechts,

& e 2 <
P s wes.we)

Die Gleichungen (1,6), die man als "Frenetsche Formeln®
der Weltlinie in dem Minkowskischen Raum'ensehen kann, wur-
den in einer friheren Arbeit des Verfassers abgeleitet l).
In dieser fruheren Arbeit wurden amch die folgenden Resulta=
te bewiesen: )

I) wenn P =0 entleng der gegebenen Weltlinie ist, demn e-
xistiert ein derartiges Inertialsystem, in welchem der
Massenpunkt im Zustand der Ruhe ist.

_ II) Wenn (=0 entleng der gegebenen Weltlinie und P nicht
i@entisch gleich Null ist, dann existiert ein derartiges
Inertialsystem, in dem sich der MaesenpunktA geradlinig a-
ber nicht gleichformig bewegt.

"III) Wenn R=0 entlang der gegebenen Weltlinie und ( nicht
id:ntisch gleich Null ist, dann existiert ein derartiges
Inertialsystem, in welchem sich der Massenpunkt in einer
ebenen - von einer gerade verschiedenen - Kurve bewegt.

Unser erstes Ziel in dieser vorliegenden Arbeit ist der

Bewels einiger charakteristischen Eigenschaften der Weltlinie,

—— ot e e e o e e e I ot 2

l)leSe “rbeit ist bisher im Druck. Sie wird em Ende des
1232 in der Tschechoslowakischen mathematischen Zeitschrift
(Czr choslovak Mathemstical Journel) veroffentlicht, Auszug
nus dieser Arbeit im Sonderdruck der Zeitschwift fur enge-
wendte Mathematik und Mechanik, Band 41 Sonderheft=-GAM. =Ta-
gung Warzburg 1961. -6 = ;



die in erster Reihe als Folge des oben angegebenen Postulats
(b) sind. Zu diesem Zwecke fihrem wir folgende Mengen ein
(vei fest gewdhltem Punkte § € AT ):

Ke=Elxe; 9oy (x*-§“) (x®-§%)=0]

ese Isotropischer

Doppelkegel mit der Mitte in § .

K;t'- Elx e ; 9us (x*- §")(X’3-§/’) >0] ... Aussenraum

des Doppelkegels K;’ .
K;M*. Elx € 7; gua(x“~§“)(x"-£%) < 0]

oo Innenraum
(1,9) . des Doppelkegels Kf .
+ 4 4

Kf =E[x €K§ ; x'2 § ] ees Positiver i-

sotropischer Kegel im Punkte f .

ess Negativer i-

'Kg =E[x e Kg; x's §"]
sotropischer Kegel im Punkte § .
ot

mt I
+K§ =F_[xeK£ ; x> ]

‘ese Innenraum

des Kegels +K§ .

K™= E[x ng't; x'< é"J

«se Innenraum

des Kegels “Kg .
Hilfssatz 1. Sei f ein beliebiger Punkt der Weltlinie

(1,5). Dann gilt fur jeden Punkt X dieser Weltlinie,

x#gzxeK;"t

Beweis: Es seien ‘5‘ ’ "5' die Werte des Parameters T ,

die den Punkten § y X der gegebenen Weltlinie entspre-

chen (in angegebener Anmordnungl). Unserer Bezeichnung mach

sind also x* ("E') die Koordinaten von g , X% (T)
- ? -



die Kcordinaten von X . Bilden wir nun den Ausdruck
. s .

(1,100 A= Qup (X*(T)-x=(T)N (x*(T)-x’(T)).
Kehren "rir zu dem urspringlichen Parameter ¥ zuruck, dann
l&sst sich, laut (1,1), (1,4), der Ausdruck A aus (1,10)
folgendermassen umschreiben:

. . k k 2 2
(1,10 A =gy (x4 ()= x* (B (x“ (€)= x" (EN-e* (£ -2)* ,

10 cfk . das bekannte Kroneckersche Delta ist,

t

f= t ('E'), ‘E- t (T) in Sinne der ein-eindeutigen Zuordnung

(1,?). 7Aus dem Postulat (b) fir die Kurve (1,1) folgt:

t
(1,22) "/ dx’ dxk tlf_ Wit -tl<elt -t .
aL/ e IE ¢ ::Tg,p e

Von dem geometrischen Stendpunkt aus ist die Geltung der Un-

gleichung .

. . 1 < % 2

1120, (6 (©)- XN G- s | [ |Jon §5 45 dt]
t

Aus (l,lz)a’b folgt unmittelbor:
& (x @)-xF (£)) (x* (£ )-x*(EN<ct - 1)*.
Daraus und aus (1,10), (1,11) ergibt sich
| gu s (XF(T) = X (TN (X" (T)-x*(TN< 0.
Im Sinne der in (1,9) angefiihrten Symbolik bedeutet diese
Ungleichung, dass der Punkt X mit den Koordinaten x"(’f’)
der Menge .Kémt angehort.

Bemericung 1. Die peometrische Bedeutung des Hilfssotzes 1 ist
klar. Die Weltlinie ljegt im Innen jedes isotropischen Doppel-
kegels, dessen Mitte der Weltlinie angehort (wenn wir zu die=-
sem Inmfnteil den Gipfel des Doppelkegels beirechnen).
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Hilfssatz 2. Seien § 3 g zwel verschiedene Punkte der Welt-
1

2
lini-e (1,5). Dann gilt:

+ + - - _

K N K = ¢ ? K{ N K{ = p .

§ £

1 2 1 2

Beweis: Denken wir uns die gegebene Weltlinie mittels der ur-

sprunglichen Gleichungen (1,1) beschrieben. Es seien 1t', }'

die Werte des Parameters t , die (in angefuhrter Anordnung)
den Punkten E ’ g entsprechen., Aus der Voreussetzung

1 2
f + é geht hervor, dass f + 1—‘ ist. Setzen wir vor-
1 2

aus,dass 1‘ > '1t ist. Wenn wir anderseits sus der Beschreibung
(1,5) der gegebenen Weltlinie sudgehen und wenn wir mit

£ xm, = x" D)

die Koordinaten der Punkte § , §
1

1 2
b o4,
bezeichnen, dann folgt aus unserer Voraussetzung, daas{ >§ ist.
imt 2
K, .
1

Dem Hilfssatze I narh gilt gleichzeitigzg e :

2
Es ist also

(1,13)  9en (g‘—g")({"-g"k 0, §'> £ .

2 2 1

Aus der Definition der. Meng-e K;‘t in (1,9) folgt, asss

der Gipfel~ g des Kegels +K§ dem Innenresum des Kegels
1 2
- s imt
+K§ angehdrt, d.h. § 6+Ki -
1 2 1

-

Sei nun X mit den Koordinaten X* ein beliebiger

Punkt des Kegels "'Kf , X =+ g . Denn ist
2
-~ - -4 4
(1,14) g4 (X*- g“)(x"-g‘h o, x> ¢ .
2 2 2

Wir definieren weiter die Zahl W folgendermassen:
4 4 -4 “

1,15), A(f-§1+X -§'=0,
: 1

2 =9 -



doho p— ) 4
P —
(1,15), A =- ———-—g——gq - <0

2 1 )
(1sut (1,13), (1, 14) )e Aus (1 14), (1 15)a erg:lb‘l':‘ sich demn
0sd [4 (f § )+ (R~ - “1 M(g g )+ (x"-£7)] =

= 9ualA(E5-§ )+ (X7-¢ “] [A(f _{”)+(;;-“_f4)1=

< o Xy - s
“Hgun € V(1§92 A gen G- TR0 ¢
2 1 2 4 1
Daraus folgt N ) L 5 s
QA g s (R*= §NE"-£7) 3N 9 (F7- 71 (F7- § )
’ E 2 1 2 1 -

Leut (1,13), (1,14) ist die rechte Seite dieser Ungleichung
positiv und demzufolge gilt (mit Hinsicht suf (l,ls)b)

(1,16) 95 (X“— g‘)(g”-g”n 0 .
a 1

Es ist nun

gd,s(x—g"')(x { ?)= Qual(X —f )+(§ {)J
JRP-£5-(6"- ”)]~ Qun (X7 —g “)(z" - g ) +

+29M(sz‘—§“)(§”- £°)+ 9 (g“-g“")(g -
2 2 1 2 1 :

worasus - mit Hilfe von (1,13), (1,14) und (1,16) - folgt,dass

(1,17) Bus (i"g‘)(iﬂ' fa) <0
H A
ist, d.h. X € Ké"t .
Da auch % > f ) (was sus (1,14), (1,13) sichtbar ist,
folgt aus (1 17) unmittelber, dass X € ¥ K ¢ ist. Je-

1

der Punkt des Kegels Kg gehort also in den Innenrsum des
I8

Kegels +Kf . Dies bedeutet, dess die Mengen +K§ ; +K€
14

1

= 10 =



keinen gemeinsamen Punkt haben, d.h. *K; n *K; - g
. 1 2
Die Behauptung “K¢ N ~Kg = wird Ehnlich bewiesen.
4 2 :

Hilfssstz 3. Zu jedem Punkt X € 21 existiert hochstens
ein Punkt g der Weltlinie (1,5) derart, dass X € * Kf

ist. Beweis ist klar. Waren g , § zwei verschiedene Punkte
1
der Weltlinie (1,5) mit der EigenschartXe *Kg¢ , Xe *Kf ’

- +
denn ware Xe* Kg N Kg im Widerspruch mit der Be-
1 2

hauptung des Hilfssatzes 2 .

Bemerkung 2. Hilfssatz 3 gilt selbstverstandlich, wenn man
das Symbol +K§ in -Kg umwechselt.

Satz 1. Es seien (1,1) die Bewegungsgleichungen eines Massen-
punktes im gegebenen Lorentzschen Resum=-Zeitsystem (x, y,x,'t)-
Seien weiter (1,5) die Gleichungen der entsprechenden Weltli-

nie. Wir setzen voraus die Existenz einer Zahl }’/ >0 nit der

Eigenschaft:

(1,19) tvi ’\/d;} %—’é‘ ;le% SV <C  fir jedes t & (-o0, o°)-

Zu Jjedem Punkt )“( € M1 existiert demn gerade ein Punkt g

. s

der Weltlinie (1,5), fir welchen %{ € -Kf und gerade ein
1

Punkt f dieser Weltlinie, fiir welchen X e *Kf ist.
2 2

Beweis: Unterscheiden wir zwei Moglichkeiten:
a) Der Punkt { gehort zu de? Weltlinie (1,5). Der Kegel

*K, enthdlt denn den Punkt X (er 1st der Gipfel des Ke-
5

gelag). Kein anderer Punkt der Weltlinie besitzt diese Eigen-
sche;ft, wie es sofort aus dem Hilfssatze 3 hervorgeht.



b} Der Punkt )o( gehort nicht zu der Weltlinie (1,5). Be -

o< A
zeichnen wir )‘( die Koordinaten des Punktes X, X ,

die Koordinaten des lsufenden Punktes X € /7L . Auf Grund

der Beschreibung (1,5) der Weltlinie definieren wir die

Funktion ,
(1,20) Y (T)=Gup (x‘(’t')—z(‘) (x*(T)- %(4) .
Dann gilt:s
Beheuptung 1. Es gibt Werte des Parameters T der Weltlinie
(1,5}, £ir welche die Funktion Y (T) aus (1,20) positiv
ist.

Um dies zu beweisen, betrachten wir die Hyperebene mit

der Beschreibung x’ = )’( ‘ in #71 (aie offensichtliich

durch den Punkt %( durchgeht). Diese Hyperebene schneidet
die Weltlinie (1,5) in bestimmtem Punkte X mit den Koordi-

& 4 4
naten >°< dureh, wobei X = )o( . Dann ist aber

P &« Y Ay _ i_ < k k -
gus (5= XAV (=47 = 4 OF- 4 (7= 47

< ¢ k k
R AT SIC L SR

da der Punkt X mit keinem Punkt der Weltlinie (1,5) zu-
semmenfallt (leut Voraussetsung). Fiir den Wert T des Pe-
remsters, der dem Punkie ;‘(A' entspricht (d.h. ).c‘- x* (’E‘)
1st slso Yy ( T positiv.

Behsuptung 2. Unter der Voraussetzung (1,19) gibt es Werte
des Paresmeters T der 'altlix;:le (1,5), fur welche die Funk-
tion Y (T) eus (1,20) negativ ist.

Den Beweis dieser Behauptung fihren wir folgendermassen

- 12 =



durch: Es sei X der Punkt mit den Koordinaten )‘<"= xX=( ’E’)
der Weltlinie (1,5), fir welchen

&% ok o« - R += 4
(1,21) P (T)= Oy (x*(T)- X")(x* (T)=XT)>0, X X'

dessen Existenz durch Behauptung 1 gesichert ist. Betrgchten
wir nun den Kegel *@x in 770 mit der Beschreibung
L]

"Q,.‘--E(xeM); 9y (x‘—g‘)(x"-)f“)-'(\'/ ' (x¥-x")?=0,x"2 ",
Als Innenraum des Kegels *0.,0( definieren wir die Menge
(1,220 E(x €703 oy (<™= (x*-x ) = (V) (x*-x")2< 0, x* > %)
wir betr:chten weiter die Hyperebene

(1,20 R =E (x e ; x*=k, k>x*),

wo Kk eine bisher unbestimmte Konstante ist. Fihren wir
noch die Mengen

A wnt
(1,24) §.-.+K,::‘* AR, $=*A% NR,
ein, dann ist offenaichtli.ch Y
S=E(x € WL A, (xi=-XH(xk-X)- e k-X")<0),
S=Elx edl; d (xi- x(xk=x)= (V) (k-x")* < 0).

Die Menge § stellt den Innenraum einer dreidimensionsl er
Kugel mit dem Mittelpunkt in )‘( und vom Halbmesser

‘PzVClk"él'l , die Menge § stellt denn den Innen-

)
rsum einer dreidimensionaler Kugel mit dem Mittelpunkt in

X und vom Halbmesser f-\’/lki—)él'l
2

°

dar. Beide
diese Kugeln liegen in der Hyperebene Rk sus (1,23). Aus
(1,19), (1,23) folgt

. . Lty
(1,25) fsC(k—)'(),f-Y(k ’)‘c)

- 13 -



Bezeichnen wir noch d,,- die Entfernung der Mittelpunkte der .

Kugeln $, $ in der Hyperebene (1,23), d.h.
dyy = Yob (X = x*)(X5=x4)

Wir wihlen nun die Zshl k 8o gross, demit d, <P - £
1
ware. Es genugt dazu die Wehl

(1,26) c-Y

wie es sich sus (1,25) ergibt. Dann asber enthalt der Innen=
raum der Kugel § (vom Halbmesser P ) den Innenresum der
1 )
Kugel S (vom Halbmesser £ ), doh. © C $ . Dareus
1 3 1 ]
und aus (1,25) folgt dann
+

(1,27) § c Kyo‘ .

Aus der Vorasussetzung des Satzes 1 (Formel (1,19)) folgt
eber (was in &hnlicher Weise wie die Behauptung des Hilfssat-

zes 1 bewiesen werden kann), desss alle Punkte X der betrach-

teten Weltlinie, fiir welche X' > >‘<l’ ist, der Menge

4 A ml -
Qx aus (1,22) anhoren, Die Hyperebene Rk eus
A .

(1,23), wo k die Eigenschaft (1,26) besitzt, schneidet die
betrachtete Weltlinie in einem einzigen Punkte f mit den
Foondinaten £ dureh, wobel f"a K 4st. Da

- int .
fevl, §eR, 1st, 1etaueh§e*a‘,§'tana,S-

‘ X :
Darsus und aus (1,27) folgt denn, dass § C "'K‘;"t ist.
Aus der Definiticn *K:'t in (1,9) folgt dann, dess

o
- <

1,28) gus §-X")(g°-X"1< 0, §'= k> X



ist, Es sei T derjenige Wert des Parameters T der Welt-
linie (1,5), fiir welchen g‘- X“ (T)  ist, Aus (1,28),

(1,20) folgt dann Y (T)<0 ., Hiemit ist die Behauptung
2 bewleasen. « ‘ ‘ .

Nun st 'achch idicht den Beweis der Behsauptung des Sat-
zes 1 vollzuenden, Die Funktion ¥ (T) aums (1,20) ist
eine stetige Funktion von T in Punkten der Weltlinie (1,5),
die - der Behauptung 1 und 2 nach = mindestens in einem Punkt
der Weltlinie einen positiven und mindestens in einem Punkt
der Weltlinie einen negativen Wert annifit. Darsus folgt die
Existenz wenigstens eines Punktes § (der Weltlinie (1,5),

der einem bestimmten Wert T~ des Pareameters T entspricht),
fir dessen Koordinaten § “= x*=(T*) gilt

(1,29) p (T*)= 9“,,_@*-;5“)(5‘- X' =0.
Dabed ist ’:L" <T* <7 s wo T, T  die betreffenden

Parsmeterwerte esus dem Beweis der Behauptungen 1 und 2 sind.
Aus dieser Ungleichung folgt aber (in Folge der Monotonie der

Funktion t (7T) ), dass

ET)<SEL(THICE(T)
ist, d.h. °

4 4 4
X < <
ist. ’ f §

Ee ist also QOeut (1,29) und der vorigen Ungleichung)
* < n Ay _ 4 .

Gep (- XUE*-X") =0, §*> x

Dies bedeutet aber, dess zugleich
§ € TRy &> X e K¢
“ .0 o .
ist, was man aus (1,9) einsieht. Setzen wir noch §=§ )
]
dann haben wir die Existenz des Punktes ? der Weltlinie
1



(1,5) mit der Eigenschaft X € 'K; bewiesen. Die eindeuti-
1

ge Existenz folgt denn unmittelbar eus dem Hilfssatze 3 und

der Bemerkung 2 . In ahnlicher Weise wird die eindeutige E-

xistenz des Punktes f der Weltlinie mit der Eigenschaft
2

Xe *Ki Uberprift.

Bemerkung 3. Fur die Punkte f ’ g aus dem Satze 1, deren

1 2

eindeutige Existenz oben bewiesen wurde, sind die Implikatio-

nen

ge"Kx =>%(€6K§ s

- -+~ .
§e K§<—>).(e KE :

2
‘gultig. Darsus folgt, dass der Doppelkegel Kx die Weltli-
o

nie (1,5) entweder gerade in zwei (verschiedenen) Punkten o-
der in einem einzigen Punkt vschneidet. Der zweite Fall kommt
gerade dann in Frage, wenn )o( der Weltlinie engehort.
Weiter gilt offensichtlich

46*.!(5 n-Kg .

Satz 2. Sei L die aus (1,5), fir welche ein Punkt /l( € M
mit der Eigenschaft existiert 2

1,30 LA*Ke =@ (La~Kg=f).

Dann gilt:

(1’31)1‘ sufr Ivi=c¢,
xel

2)

Die Existenz solcher Weltlinien werden wir spater an ei-
nem einfachen Beispiel zeigen. -

-16 = -



a3, Lec M-~ ("K""” u*K, )
(Lcm (-Ks* Vi S

Beweis: Wenn ein Punkt X € 771 mit der Eigenschaft (1,30)
[4

existiert, dsmn - der Behauptung des Satzes 1 nach - existiert
keine Zahl V(0<y<e) mit der Eigenschaft (1,19).

Darsus folgt unmittelbar (1,31)1. Der Behauptung 1 aus dem Be=-
weise des Satzes 1 nach, éilt fur den Punkt )oc der betrach-

- 4
teten Weltlinie, fur welchen %c" = %( g ist,

un (Xx*=X*)(x" - X")> 0,

d.h. X € K:"t . Wenn es wenigstens einen Punkt f der
o .

Weltlinie L gabe, fir den

gelten mochte, dann misste auch ein Punkt f der Weltlinie
mit der Eigenschaft

9u (fa._ ’5‘) (gﬂ_.%(ﬁ)=0" ?/,)?‘v > §‘/ ,

existieren., Dies folgt aus der Stetigkeit der Funktion ¥ (7)
aus (1,20). Dann ware aber ? el A*Kx und dies steht
[ ]

im widerspruch zu (1,30). Darsus folgt, dass fir jeden Punkt
X. der Weltlinie, fir den x2 X* gilt, die Ungleich-

ung L & A A )
gup (x“=XT)(x"=X") > 0
erfillt ists Dies bedeutet aber, dass slle Punkte X der

Weltlinie L , fir welche Xx*2 )o( ¢ ist, in der Menge

wl o+
_ m-c* K:,‘- v K,:) liegen. Der Bewals der Behauptung
-17 -



des Satzes fiir den Fell L N ~K, = @ wird in hnli-
o

cher ‘eise durchgefuhrt.

Bemerkung 4. Aus dem Satze 2 folgt unmittelbar: Es sei
L eine Weltlinie mit der Beschreibung (1,5), fir welche ein
Punkt /S‘e 7l mit der Eigenschaft LN K,: = ¢

existiert. Dann gilt:
Ivi=e, LcK

o

ot
X

xel ¢
Wir werden nun ein einfaches Beispiel solcher Weltlinie

vorfithren.

Beispiel: Im gegebenen Inertialsystem betrachten wir die Kur-
ve mit der Beachreib
exi=VartcTEE, a+ 0, te (=0, o)
1,2, wy=x'=0,
x = x>=0.

Dann ist

dx” _
(1,32)b 4t Vat+cit?

und

1t
(1,32)0 lVlz\/E;T;"F <c¢ far te ("x7°o).

“ir konnen elso die gegebene Kurve als Bewegungskurve eines
Massenpunktes ansehen. Unserer Kurve entspricht in 771 aie
Weltlinie
L3 KVETEET, Rbe X7 0, Xt te G0y,
Es sei X Punkt aus 777 ‘mit den Koordinsten 4(“ =0 fir
K =1,2,3,4. °. ‘
; -18 -



Dann gilt
9 (xF-X) (x”- a(")=9,m Xx*x%=a?>0

\
i

fir jeden Punkt der Weltlinie (1,33). Sie liegt also in der
Menge K:‘t , d.h. im Aussenrasum des isotropischen Doppel=-
[J

kegeia im Punkte (0,0,0,0)- (Abb,1), Dem Satze 1 und der Bemer-
kung 3 nach ist dann
Au.fb Ivi=¢ .

Dies folgt auch offensichtlich sus (1,32) o) Wonach

M,‘VI Lem IV‘:C
tyre0 t>-o0

ist. Die Kurve (1,33) liegt in der Ebene x', € ; sie stellt

N 2
offensichtlich denjenigen Teil der Hyperbel (x')*- c*t*=a
dar, wo x? >0 ist. (Abb.1). hus (1,2), (1,3), folgt nun

|/ dT _ lal
T = / 4"V’1dtja,:'ztz ’ Jt-ﬁﬁ?

und weiter
A dx?_dx' At _ et |t dx?_ ~dx
A iz b T Sl el Tr -

Aus (1, 34) bekommen wir
_d*x? _e* 2. olt
dt s d’rz at Ve Te ’

_ds_»t, = dix* _ 0,

(x.

1 d T2
“-e = G- O

d ;4. drt _ ctit]
f’i’ vt 24T a*
Darsus und der Formel (1,8), nach erhalten wir weiter

- 19 =,



< 2,3 4 [
P e gun T B2 -t @ecrtcen (f57)

wo P derjenige Skalar aus den Frenetschen Formeln (1,6)
und @ die Ruhmasse des bewegten Massenpunktes bedeutet.

In unserem Falle ist also

2
ac
(1,34) P= OP—‘ fal

konstant. Mit Hilfe der Formel (1,34) konnen wir die Glei-
chungen der Kurve (1, 32) auf die Form ‘

X = 41+ 2= ’y= 'x=0; te (-o0,00)

0

cw"c‘ ?

- c
bringen. Fiir gentigend kleine ¢ (It/< ‘é:',—‘) erhalten
I

wir in erster Aproximation

d.h.

o

p
Fihren wir noch die Bezeichnung X = m';c ' 9= ¢

°
ein, dann haben wir die klassische Formel
X=X +4qt*
fur die gleichfdrmig beschleunigte Bewegung (mit der An -
fangsgeschwindigkeit gleich Null) 3’
Unser Beispiel ist in gewissem Sinne von dem physika-

lischen Standpunkt asus interessant. Denken wir uns einen

3)
Sieh z.B. A.I.Zukov:Vvedenie v teoriju otnositelnosti, Gos.
Izdav.fys.-mat.literatury, Moskva 1961, Seite 91-92,
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Beobachter A im Ursprung des gegebenen Inertislsystems, des~

sen Weltlinie im zugehdorigen Minkowskischen Raum 227 durch

die Gleichungen .
x'z2x2=2x%=0, x"=1t, te (-0, o)

beschrieben ist. Das von dem Beobachter A& in der Zeit

‘5: € (-00, 0) ausgesandte Signal erreicht den Massenpunkt

(dessen Bewegungskurve in (1,32)a beschrieben ist) und des

vom Massenpunkt abgeprallte Signal kehrt zu dem Beobachter A
in einer gewlssen Zeit I € (0, o) zurick. Ein jedes

Signel aber, welches in einer Zeit { € < 0, c0> von

dem Beobachter A ausgesandt wurde, erreicht uberhaupt nicht
den Massenpunkt (der sich
entleng der Kurve (1,32)

bewegt). In diesem Falle
ist es elso bei der Radio-
lokation zwecklos die Sig-
nele im Zeitinterval

< 0, @) vom Beobachter

+ A suszusenden, Die Sig-

nale, die im Zeitinterval

(—c0,0) susgesendt
Abb,1 wurden, "betssten" voll-
steandig die Bewegungskurve des Massenpunktes. Viel schlimmer
ware daran ein Beobachter, der sich mit dem Massenpunkte mit-
bewégen sollte, Ein von diesem Beobaghter in beliebigem Zeit-
punkt susgesandtes Signel kehrt nie - als vom Beobachter A v
abgepralltes Signal = zu ihm zuraek (Abb.l).
Den eben betrae‘hteten_Spezialfallv (1,32) o 36T Weltlinie

-2] =



werden wir tiefer in dem nachsten Kapitel untersuchen.

2. Gleichformig beschleunigte Bewegung in der Minkows=
kigschen Mechenik

Definition 1. Es sei durch (1,1) die Bewegungskurve eines
Massenpunktes im gegebenen Inertialsystem beschrieben, deren
entsprechende Weltlinie im Minkowskischen Rsum #C in (1,3)
angegeben ist., Es gelte

(2,1) P=P=kmst 0, =R=10,
in jedem Punkte der Weltlinie (1,3), wo P, (J, R die Ske-

lergrossen sue der Frenetschen Formeln (1,6) sind. Dann se-
gen wir, ﬁaas sich der betrachtete Massenpunkt gleichformig
beschleunigt bewegt (im Bezug zum Lichtstrahl).

Bemerkung 1. Der Begriff der eben eingefihrten besch~-
leunigten Bewegung ist offensichtlich invariant in Bezug
suf die Gruppe der Lorentztransformationen. Dies folgt aus
der Inverisnz der Skalare P, &, R . Es ist also durch
die Bedingungen (2,1) eine gewisse Klasse der Weltlinien
cherakterisiert. In den nachsten Ueberlegungen wollen wir
eine geometrische Charakteristik dieser Klasse von Weltli-
nien dargeben, die in jedem Lorentzschen System gultig
wird., Zu di¥sem Zwecke fuhren wir einige metrische Begriffe
im Minkowskischen Reum ein, |

Definition 2. Sei g e N ein festgewshlter Punkt,
a >0 eins feste Zehl, Die Menge

(2,2) Hg (@)=Ex € M5 Ges (£ (x*- %)~ a? = 0)

pennen wir eine | -Hyperflache in 27 .
Bemerkung 2. Der Begriff der | =Hyperflache ist in-
variant gegeniber s&mtlichen Lorentztransformationen in 7 .

-20 -



Dies folgt daraus, dass diese Eigenschaft das Skalarprodukt
o« ot B3 I 2N ‘

G (XT-£T)(x"-£7) besitzt.
Satz 3. Die geodatischen Linien 4) der K -Hyperflache

(2,2) sind Weltlinien mit der Eigenschaft (2,1).

Beweis: 'Der koveriante Vektor mit den Komponenten

(2,3 Tom & gen x*- §7)
ist der Tangentialvektor der Mannigfaltigkeit (2,2) in jedem
ihrer Punkte; er ist normiert im Sinne der Minkowskischen Me-
trik, d.h. es gilt fur ihn
T, T =1, v

wo 9"3 der zu dem Tensor 9., kontragrediente Ten-
sor ist, d.h. 9-")" Qs = d,;“' .

Der Vektor
(2,4) N“= 9°T, =L x
der offena:lchtlicﬁ die Bedingung < a8

9un N"N" =1

erfullt, ist sogensnnter Normal-Einheitsvektor der Hyperfla-
che (2,2) im Sinne der Minkowskischen Metrik. Von jedem Vek-
tor v“ (vom Nullvektor verschieden), der im Punkgte der

betrachteten Hyperflache definiert ist und der in diesem Pun~-
kte die Gleichung

o < ~
(2,4) v“T, =0

erfullt, segen wir, dess er in der betrachteten Hyperflache
liegt. Der Vektor »** mit der Eigenschaft (2,4)* und

4)
d.h. im Sinne der Minkowskischen Metrik,
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der Vektor N eus (2,4) simd ortogonal im Sinne der Minkow-
skischen Metrik, d.h.
Gun VEN® = 0.
Dies folgt unmittelbar sus (2,4), (2,5).
Die Mannigfaltigkeit (2,2) lasst sich auch durch die
Gleichungen ' .
x'= a sinn'es 9t cosh g* + £
x1= QM?]‘M?’IGOO’L‘)?’-F;‘ ?
3
x}=a s wshn’ £,
perametrisch beschreiben, wenn wir noch den Definitionsbe -
reich 9'e<-M, > , N2 €<0, 27>, 7' e (-0, 02)

der Parameter 7]', 7", 773 angeben, Bezeichnen wir weiter

< 9 x* o .
(2’6) BQ :W‘(¢—4,2,3,4’ a= 4,2,3)]
denn wird der erste mtr;ache Tensor (im Sinne der Minkow-
skischen Metrik) der betrachteten Hyperflache (2,5) folgen-

dermessen definiert
A «®
2,7 Gat = Bo 9us

und die Berechnung seiner Komponenten ausf2,5), (2,6), (2,7)
fuhrt zum Resultat:

A 2 2 A 2 . 2 1 2 3

9" @mhﬂgfgzzaaM”M&q ;

1]

(2,8)
- 2
Qg = @,

A A ) - - ﬂ
9ik = i = 0 tir 14+ k (i,k=12,3)-
Der Tensor mit den Xomponenten
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o &

hoo =820, T, (=5

ist sogenannter zweiter metrischer Tensor der Hyperflache

(2,2). Es ist offensichtlich

(2,99 b,y = BZ B Y, ‘(a,sx .

a

Aus (2,3) folgt aber:
4
9/, 1:,’ E‘gaﬁ *
Daraus und sus (2,9), £2,7) folgt denn unmittelbar, dess in

Punkten der Hyperflache (2,2) die Gleichungen

A

erfillt sind. ,
Wenn wir noch mit den Symbolen 5)

e {S% )=+ <4 (3, dus +3 ot ~ P4 Gut)

die Koeficienten der indugzierten Konnexion déer in dem Minkow-
skischen Raum 27 eingebetteten Mannigfaltigkeit (2,2) be-
geichnen, denn gilt (@hnlich wie in den Biemsnnschen Raumen)

die bekannte Gauséche Formel
. oK [ - <
(2,02 9 B =B {8}~ A o N

Es sei nun durch die Gleichungen (1,3) einé Weltlinie in
777 beschrieben, die in der Mennigfaltigkeit (2,2) liegt.

S)An‘a(- . A
9 ist zu dem Tensor 9.«  kontragredient, d.h.
9“‘ g o J, ¢ . Dieser- Tensor ist im Bereich

)‘S) € (-fr,ﬂ'); fe< 0,2m), n’ € (-%0,20) gingeutig definiert.
ie Schwierigkeiten, die in den;jenigen Punkten der Hyperfla-
che (2,5), won'= oder #*= ~J vorkommen mochten, wer-

den leicht duréh einfache Paremetertransformation beseitigt.
- 25 =



Dann gilt in jedem Punkte dieser Weltlinie die Gleichung
Qe (XE(T)=£¥V (x* (1)~ ") = a®.

In jedem festen Punkt dieser Weltlinie gilt demn
[ - d x" - « ra
(2,13) 1 (T) = Tt - Ba. o

w 1% (a=1,2,3) die Koefficienten der zugehdri-

1
gen Lineer-Kombination sind, die einen kontravarianten Vektor
der betrachteten Hyperflache (2,2) im betrachteten Punkt dar-
stellen. Auf Grund der Formel (2,12) folgt dann aus (2,13)

d d? x* < ca ca 24 pql
a0 FritegEi s Bt thet N

Diese Reletion ist sus der Riemannschen Differentislgeometrie
wohl bekannt. Dabei bedeutet Vt' das Symbol der absoluten

Ableitung in Bezug auf die Konnexion (2,11), d.h.
vit= it {8}t

Aus (2,10), (2,13), (2,7}, (1,7) folgt nun

(2,15), Gus LT 1%=—c = (B B} 9us)i® %=, 4% 4% =

ca B
=ah, "L
d.h.

(2,15), h,, i°it= - L -

@ PR 1 a
Laut der ersten Relation in (1,6) ist
P ;=

s L
2,15, ZT ¢ “w t :

d
Aus (2,15)y o, (2,4) und (2,14) folgt:
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P4 . @* % g%y
(2,16) '-(;"—'1;_ B ‘g az(x 3 )

Setzen wir nun vorsus, dass die betrachtete Weltlinie

(1,3) eine geodatische Linie (im Sinne der Minkowskischen Me-
trik) der Mennigfaltigkeit (2,2) sei. Dann gilt

%t =0

entlang dieser Weltlinie und die Gleichungen (2,16) reduzie-

ren sich auf die Form

._“}%_g-az _ag_:_ (X“('C’)‘f‘) .

Wenn wir diese Gleichungen nach 7T° differenzieren und wenn

wir die Frenetsche Formeln (1,6} benitzen, demn erhalten wir
4 dP .« P "‘4—-——0’ 2 Pl L g
"ﬁ"d’c’i (u((uc'-‘4 me )= ar s

d.h.
L% p* et 1. ___aP ;< = .
L itlgm-alitrac i =0

) - ) Y. .
In Bezug auf uie Unabhangigkeit der Vektoren g ) t’: ‘, 1;“'

folgt aus diesen Gleichungen
dP _ o p-<tcl 0, 8=0.
dT ’ a

Laut (1,8) ist such R=0  wenn Q=0 1ist. Wenn die
betrachtete Weltlinie eine geodstische Linie der Hyperflache

G)Die geoditieche Linie ist allgemein durch die Gleichungen
% {%a @ (T)4* definiert (@(T)...Skalar). Da
§‘,, i® i""-—'f ist, ergibt sich darsus, dass
éab {:‘Qv‘r i‘b %’bt. In Jlnserem Falle ist also
0=9¢¢,i4 % P9 M) Gae L¥i%= -t (T,

d°h'q(‘t')= 0.
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(2,2) ist, dann gilt also P= konet >0, =R =0  in al-

-len ihren Punkten. Demit ist sber unser Satz 3 bewiesen.
Satz 4. Es sei durch die Gleichungen (1,3) eine Weltli-

nie in 71 beschrieben, die die Eigenschaft (2,1) sus der

Definition 1 besitzt. Denm existiert in 47 eine H ~Hyper~

flache mit den Eigenschaften:

a) sie enthialt die betrachtete Weltlinie;

b) die betrachtete Weltlinie ist eine geodatische Weltlinie

dieser Hyperflache (im Sinne der Einbettung im Minkowskischen

Raum). #

A

N

Beweis: Es seien «, 7 zwel festgewzhlte Zshlen (reellel.
Definieren wir - fur jeden Wert 7T des Parameters der Welt-
linie (1,3) - die Funktionen

e? z;.ac(,t,),‘,ug‘('t’)f”’é‘(t),

o) § =

wo X2, {72, {7 0T, L) den Simn aus (1,3)

und (1,7) hsben. Mit Hilfe der Frenetschen Formeln (1,6) und
in Bezug auf die Voraussetzung (2,1} erhalten wir eus (2,17):

“©.., [} Qe =<, R
ﬁ—i—,""’-‘;‘ ,a}.’c (tuc‘ tmecs )+“(‘¢ac 1 "'m—cﬁ )
s R - %= 0,

d.he f‘ sind Koordinaten eines festen Punktes in 77 .

Aus (2,17) folgt - in Bezug auf die Relationen (1,7) -

(2,18), Gun {x"(z')-f‘) (x*? (’t‘)-f"): &Pfg_"+ wivruyr> 0.

Darsus folgt, dass jede Hyperflache mit der Beschreibung

A_gay_ e
(2,18), Qup (X"~ § “)(xP-§ )=-——P—;—-+u +v?
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wo U, v beliebige Zshlen sind und

2
™~ C . ok . o .ot
(2,19) g“'a x5 - PeT) i TIrU v

( ’}' ist ein beliebiger Wert des Parasmeters T sus dem De-

finitionsbereich des Parameters der Weltlinie (1,3)) die be-
trachtete Weltlinie enthalt.
Fur die Hyperflache (2,18)b konnen wr uns die peramet—

rische Beschreibung (2,5) denken, wo {‘ den Sinn sus
(2,19) haben und

Ad? e 2 2
(2,20} Q = pr tuU tV

ist.

Bei Beibehaltung der im Beweis des Satzes 3 eingefthrten Sym=
bolik gilt demm (2,16) fur die betrachtete Weltlinie, d.h. es
gelten die Gleichungen

P y."- oC ‘a 2 ‘2_ o
(2,21} ’(_(2_.15. "Ba- %t "'{T(X g ),

«®
wo £ in (2,17) und @ 1n (2,20) definiert ist.
Fiir dle Wahl « =0, =0  erhalten wir aus (2,18),

die H -Hyperflache

(2,22),  Guo (K% %) (x"- §4)= 25"
wo - laut (2,17) =

(2,22), §"= x* () —_-"—‘—‘,5‘-’: {5 ()

welche eben die betrachtete ileltlinie enthalt. Da P  posi-
tiv ist, erhalten wir weiter aus (2,20) bei der Wahl
-29 =



Darsus und sus (’.2,22)b ergibt sich dann

2 . P .
C ok <y .
e AR

Unter Benutzung dieser Relstion reduzieren sich die Gleichun~

gen (2,21) euf die Form

B v i“=0.

(-% T

pe B, (a =1,2,3) uenbhingige Vektoren sind, folgt dareus
o« @
%4 =0, )

d.h. die betrachtete Weltlinie ist eine geodatische Linie (im
Sinne der Minkowskischen Metrik) der H -Hyperflache (2,22) .

Demit ist die Behauptung des Satzes 4 bewiesen,

Bemerkung 3. Die Satze 3 und 4 geben die Antwort suf des
in der Bemerkung 1 (Kep.2) gelegte Problem. Das Resultat, wel-
ches in diesen Sitzen suftritt, lasst sich kurz folgendermassen
zusemmenfassen: Die Weltlinie (1,3) ist eine Weltlinie mit der
Eigenschaft (2,1) gerade denn, wenn sie eine geodatische Linie
einer | -Hyperflache ist (d.h. geodatisch im Sinne der in
der' M -Hyperfléche induzierten Minkowskischen Metrik), Da=
durch ist die Klasse aller Weltlinien mit der Eigenschaft
(2,1}, d.h. die Klasse saller Weltlinien, die der gleichformig
beschleunigten Bewegung entsprechen, geometrisch charakteri-
siert.

Am Ende des Kapitels 1 wurde ein spezielles Beispiel ei-
ner gleichformig beschleunigten Bewegung angegeben. Aus der
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Definition 1 und der Behauptung II, Seite 6  , sieht man
ein, dess man zu jeder - (in einem bestimmten Inertialsystem)
- gleichformig beschleunigten Bewegung ein geeignetes Iner- .
tialsystem aufstellen kenn, in welchem diese Bewegung durch
die Gleichungen (1,32')a beschrieben ist.
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