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-A REMARK ON LINEA R OPERÁTORS LEAVIN G A  CONE 

INVARIANT I N A  BANACH SPACE 

Iv o MAREK,  Prah a 

I n [l j  theorem s ar e give n abou t  th e existenc e o f  ei -

genvalue s an d eigenvector s o f  compac t  linea r  operator s 

reproducin g a  con e i n a  Banac h space .  I n thi s remarl c we 

wil l  cal l  t o attentio n a  clas s o f  no n compac t  operator s 

fo r  whic h som e o f  th e mentione d theorem s ar e als o eorreet * 

Let  X  b e reá l  Banac h space ,  X '  th e adjoin t  spa -

ce o f  linea r  form s an d .  X *  »  (X - > X  )  th e spac e o f 

linea r  continuou s transformation s o f  spac e X  int o it -

šelf .  Th e spac e X  wil l  b e th e comple x extensio n o f 

spac e X  ,  i.e .  th e spac e o f  pair s  t~ (x.*4)~ X +  -i f 

X? 
wit h th e nor m define d a s 

l%\h  =  ^ c c / v  l !x  cfti fr -4~ <ú Myrh  r °' / i y  •  

3 exten d th e linea r  operáto r  T € X 1
 ;  f  ro m X  t o X 

by th e prescription : 

\%  ~  í x  4­ i  114  x  € X  y  e 
•  ů  •  * 

The  symbol &  ( T )  means  the  spectrum  of  the  operátor 
, T  extended  to  X  and  the  symbol  p (T)  the  r eso l­
vent  set  of  t h is  operátor. 

Let  X  be  a  cone  in  space  X  .  The  operátor 
(  6  X1  i s  cal led  X  ­pos i t i ve  i f  T­7Í  c  ,/{ .  ,  i . e. 

for  .x SJÍ  a lso  Tx  =  ^ e X  .  The  cone JG  i s 
cal led  "volume  type"  i f  i t  has  i n t e r i or  po in ts.  The  ope­
rá tor  7  e  X i  i s  cal led  st rongly  X  ­pos i t i ve,  i f  for 
every  vector  X z '%,  X + (T  a  nátural fi » -jv(x)  e x i s t s, 
such  that  T ' X  l i es  in  the  i n t e r i or  of  the  cone "jC . 

With  the  help  of  the  coně  JC  the  space  X  can 
be  p a r t i a l ly  ordered.  We  define 
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^  K X < = > «ý -  X  £  V>L t  X , 

wher e *n£ % ±a th e interio r  o f  th e con e JČ . 
A con e \K i s  calle d "productive "  i f  fo r  ever y vec -

t 0 r  X  €  X  a  sequenc e { x _ ]  , X ^  e  X  a n d a  nume -
rica l  sequenc e fc. Vv{  exis t  suc h tha t  x  «  &* v c ^  v  . 
Furthe r  we assum e tha t  3 C i s a  productiv e cone . 

I f  ,  i s  a  con e i *  ' < we defin e th e adjoin t  con e 
•A,  C  A  so ,  tha t  x *  e  J C i f  X 1 €  X '  a i  d  i f 

fo r  X  eX we háv e x l ('x) > O .  Th e for m V e X * 
i s calle d strongl y positive ,  i f  fo r  x  e  X ,  X  4 -  0 
we háv e X '  (x. ) >  Q.  >  . 

The definition s give n abov e háv e bee n adopte d fro m 
M -

I f  T  <5 Xň t  then  the  number  R _­  ­Wt­  1A.I   i q 

cal led  the  spec t ral  rádius  of  the  operátor T  .  i t  i s 
well  known  [4]  that  R~ * íim„   t ^ T  Í |  . 

The  point X  e  o  CT)  i s  cal led  a  Predholm  point 
of  the  spectrum  of  the  operátor  T  i f  i t  has  following 
p roper t i es:  ' 

(a)  Point  A  i s  an  iso la ted  point  of  the  spectrum ú(T). 
(b)  The  set Wt (X)  of  vectors  X  6 X  for  which  a  na­
t u r al  * ,  such  that  ř T ­ A l ) 1 *   *  <r  e x i s t s,  fornis 
a  f i n i t e  dimensional  l i n e a l. 
CO  The  space X  i s  a  d i rect  sum K= MU)  <Ł)  ft  (X) , 
where  ?t  ( ^  i s  invar iant  wi th. respect  to  T  and  the 
operátor  (T­A ,  1 )  has  a  continuous  inverse  operátor 
> iii«q.. trn V«*» ^ 

rT.­xi>n­  Rn  on  ata .̂ 
(d)  The  equation  ( T ­ X D x ­  ^  has  a  so lu t ion  in  X  i f 
and  only  i f  x ' ( ^ ) ~  0  holds  for  every  funct ional 
X* €  X '  such  that  x 1  f T x )  = A x ' ( x )  foř  a ll  x e X . 

Operátor  T  €  X­,  i s  cal led  Nicolski  operátor  i f  i t 
can  be  expressed  i n  the  form 

T * C +• D, 
­ 1 1 «­



;  ;  :A 

wher e D ^ X ^ j  C  i s a  compac t  operáto r  an d tn e ineqia -

•  O 
i s  valid . 

L e m m a L3J. Let T be a Nicolski operátor. I f 
X € CT  (T) aid U l > Rp , then X i s o Fredholm 
point of tne spectrum of the operátor  ~J". 

P  r o o f . Let R. ( * - T ) « ttl-AT'1 be the r e-
solvent of the operátor A e A% . For .X €  0  (T) KU>R 
TO háve c lea r ly the equ a l i ty & 

R D.,T)  ­  Rřx ,  D H  R a ? T)C  R (A,D) 

It̂ can^b e see n fro m thi s expressio n tha t  th e resolven t 

K<X? 1 )  fo r  IX I  >  R ^  i s  a  produc t  o f  bounde d lin e a r 

operáto r  R  {.>.., .  D )  an d o f  th e resolven t  o f  th e compac t 

operáto r  C R ( 1 , T ! ) )  .  Th e assertio n o f  th e lemm a 

follow s fro m th e propertie s o f  th e resolven t  o f  a  compac t 

operátor . 

T h  e  o  r  e  m 1 .  Le t  operáto r  T  b e a  X  -posi -
tiv e Nicolsk i  operátor .  A  positiv e eigenv 0lu e ^  ,  fo r 
vhic h 

í - I ^  <** 7 x e (r (r) 
• : / 

1 l i es i n the spectrum of operátor T . To t h is e i-
genvalue c©rresponds at l east one eigenvector x €  % 
l i X j i * '1 °f the opera tx rT: T ^ = ^ 0 X 0 ° a n d' 
at l east one eigenfunct ional * ' ' € .'/£' || x ' j | ^  /f 
of the adjoint operátor 7" ; T '* , ' = ^ 0  x]°. 

- T h e o r e m 2. Assumptions: 
1. tft -pos i t i ve operátor T can be exj >e expres sed in the 

I - C -H D , 

where D e X 1 and C + 0  ±a compact operátor (  Q 
denote zero-operá tor ). 

<Ł•• ihere ex i s ts such a naturel number f% and vector 
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% >u € Jí that 
}| u. IL. - A, d* lr4 llx + u L - '1 

and such a pos i t ive constant C that 

where V e > R 
iX V C IX- , 

D * 
Assertion :  A  positive ? eigenvalu e  fu, 0  exist s i n th e 

spectru m o f  operáto r   T   an d th e ineqaalitie s 

hold , 
Thus th e operáto r   T   i s   "J C ­positiv e Nicolsk i   ope ­

ráto r  s o tha t  th e assertion s o f  theoře m 1  ar e valid . 
T h  e  o  r  e  m  3 .  Assumptions : 

1. %  i s  a  volum e typ e cone . 
2. .   T   i s a  strongl y  X   ­positiv e Nicolsk i  operátor . 

(a )  Operáto r   T   ha s on e an d onl y on e eigenvecto r   x 0 

i n %  an d fo r  thi s  eigenvecto r  we háv e 

The  adjoin t   operáto r   ~T '   ha s on e an d onl y on e ei ­
genfunctiona l   X 0'   i n  ' C  ai d thi s wil l  b e a  strongl y 
positiv e functional :   T *  x  '  ­­ ť  fU,a X*  ,  lix'ILi ­  *\, 
X (x  )  >   0   .fo r   x  €   7C ;  ̂ < 4 *  0* . 
(c )  Th e eigenvalu e  ^u ^   correspondin g t o th e eigenvec ­
tor s  X ^  o  X 0  i s  a  positiv e simpl e dominan t  eigenva ­
lu e o f  th e operator s  T ,   T  '   : 

r% > ! >, I, A e o (T) . 
Theorem s 1 ­ 3  ca n b e prove d  analogieall y a s th e 

correspondin g theorem s fo r  compac t   operator s i n fl j  ,  siří ­
ce th e assertion s o f  thes e theorem s follo w fro m th e pro ­
pertie s o f  point s o f  th e spectru m o f  th e operáto r  Y 
lying .  outsid e th e circl e  I  &  I  4   R K  *  Thes e pro ­
perties ,  accordin g t o th e lemma ,  ar e th e sam é fo r  compac t 
operator s an d fo r  Nicolsk i  operators , 

The assuuiptio n (X ) i n theorem s 1  an d 3  canno t  b e 
omittec u Thi s oa n b e demonstrate d o n th e followin g 
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example* 
Let X - C ({• Ojl}') be a space of continuous functions 

on < 0, 'J. > with the usual norm HxIL *  Mfl *  |*ft>l,X£X . 
Let *K c C (< 0/}) be a cone of nonnegative' funct ions 
i n C i, < 0? 1 > ) # I t i s known that !K is a volume type 
cone [2J• Further l et C - t (s 71 ) be continuous on 
CO/O X <C\ 1> > ^ 

Cx - y •' y ($}* f* CCs,t)xa)cii:..; 
lCz,t)> 0 ior ° ? ,t 6 < 0 , 1> v 0 * I , T s C + - D -

Evidently we have \ ~ "^p " £• ,-{)• I f such a funct ion 
x € 3C X f i ) i 0 existed that 

/ ° C U,t)x0(i)cLi -h><0 fe) = 4 , * 0 (&>, 
then the operator w would have an eigenvalue and we 
know that this, i s not so* 

Using theorems 1 - 3 i t i s easy to prove the f o l l o -
wing theorems about the dependence .of eigenvalues cf Ni~ , 
col ski operators on a parameter,. 

Let (j = < /^ , fln > be an in te rval of real num-
bersa The operator- funct ion H T * T ( / 3 ^ (for short 
j ust "operator") i s cal led continuous i n the point 
fl9 £ G" i f for every £ > 0 a r$ > Q e x i s t s, such 
that for 1 fl ~ flc I < <f we have 

IITOS)- TC/UH^ < e. 
I f T"«r 1 (fc>) i s continuous i n every point /3 £ ^ we 
say that i t i s continuous with respect to fl i n (r , 

T h e o r em 4.. Assumptions: 
1. For every /I € & Is-T(&) * CO?)) + b (fi) a Nicolski 
operator. 
2. The operator T •= T(/-» ) is continuous with respect to 
/ I i n fr 

3 . The va lue fZ4,0 ~ [^(fiO, \(U<>\  > ^rsCfi ) i s ^ e i Se n~ 
value of mu l t i p l i c i t y '>-\, of the operator T (ft0) . 

Assert ion: For every £. > 0 there ex is ts a (7 > 0 
soach thai^.f i ft -ftc I< <f~ then ft r^u £ ^ ) values 
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r̂ ­M  (&),"'• >  (U+  (ÍS)  e x i s t,  whieh  are  e igenva lues  of  t he 

m u l t i p l i c i t es  « 1̂  (ň>).}  .­.  ?  ^  (&}   of  the  operátor 

T"  ((S  )  3i d  we  háve 
A' 

C  o  r  o  1  a  r  y  .  I f   fu­o  (  ,/Jo ")  i s  a  s imple  e igen­

value  of  t he  operá tor  T ( / 3 0 )  then  under  the  cond i t i ons 

of  the ořem  4  the  e igenva lue  (Uc  ­  ^a0  ((l)  i s  o  con­

t inuous  f unc t i on  of  the  v a r i a b le  / S e C r.  ! 

R  e  m  a  r  k.  According  to  the  theořem  3  a  s imple  po­
s i t i v e  e igenva lue  (Uc  cor respcnds  to  a  o t rong ly 
%  ­ p o s i t i ve  N ico l ski  ope rá tor  T  .  Thus  i f  the  operá tor 
T  (/$)  i s  s t r o n g ly  %  ­ p o s i t i ve  for  every  fl  e  & 

aad  eont inuous  with  r e s p e ct  t o  /o  i n  S~  then 

fiJUó^(U^(^')  i s  a  p o s i t i ve  continvjous  f unc t i on  i n  &  ­
We  s h a ll  show  t h at  under  c e r t a in  assumptions  (U,0 

i s  als©  a  pure ly  monotonous  functiorji. 
.  T h e o r e m  5.  Assumptions: 

1.  ~K,  i s  a  volume  type  cone. 
2.  For  every  vec tor  \X  V h  C  we  háve 

írá  )) X +  1X li  >  H  "U  ÍJX  •  

3.  T(fh)  X  €i V  a  s t rong ly  3Ł  ­ p o s i t i ve  N ico l ski  operá tor 

f o r  every  /3>  6  Cr • 

4 .  The  o p e r a t o r ­ f u n c t i o n  T ­ ­ T C / S )  i s  eontinuous 

wi th  r e s p e c t  t o  /o  i n  u" . 
5 .  For  t he  s p e c t r a l  r a d i i  ^ n ( A )  mú  ^ T ( / Š )  W° 
háve  .  •  .,  _ 

TY/3) ~ DW) . 
wi th  R  independent  on  /(? • 
6.  For  eve ry  vec to r  X  r  V  <­r  and  f o r  / 3 ' < / S '  we  háve 

wher e t*. ,  (£' ,  /$"' )  >  0 -
As se r  t  ion :  Th e inequalit y 

^ ,  (/h')><u0(A"h  /J'</3 " 
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holds for the dominant eigenvalues ̂
0
t ó ' )

;
^

f
/ / 3 " ) of 

the operators T(/S')- T(7$"). 

The given theorems 1 - 5 are applied in [3}  and /j5j 

to prove the existence of so called critical parametera 

of certain systems in which certain ty.oes of nuclear re-

actions také pláce. These popers wilM be published in 

"Aplikace matematiky". 
1 
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