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" Commentationes Mathematicase Universitatis Carolinae
1, 2 /1960/

1IE CAICUL TENSORIEL GENSRALISE
Alois SVEC, Praha

1. Tout d ‘abord, je vais expliquer ce que j entends par

varists  An . (02ngn; (<y) , cette variété

étant la généralisatlon de la variété a’ N deg sousespa-
cos Af" d‘un espace affin An. 3 ' ‘

Soit donné un domaine ﬂ ) —dlmensiozmel / des
parametres, & chague point (f) (§ 1 3 ) je fais
correspondre un espace affin . ( ) et c‘lans celui-ci un

sous-espase AT‘ (§> Soient maintenant ( § ) ( 1 )

daux points duv domaine ﬂ s alors a chaque arec
gui les joint il correspond une affinité entre lee espaces

A (‘2) et A (1§() o D'une fagon analybique, je

peux procéder comme soit : Je choisis dans ehaque‘ espace

An (§) un repdre {M, iy ) de sorte
que {M| Ji - da§6) solt le repgre d’ A (€
ensuite sogent données les fonctiona

o TETEE) TAATA). »x/_'

Sy e domd e sooon serdme e
RSO, ST Y $- 0,

éerivcﬂs le sys*t;eme d‘équations dlffémnmellea

oA, e 0)4E

x/ Tei o(/‘;(y’, 1 - AB,C,.. e v
a,l.fr‘.c = /) WP M‘N’ }’) = fu-”,,fn
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pour le point N=N(t) et les vecteurs Jd - 90( ()

174 o - 2 ~ 2
d espace Am( f) -~ Congidérons la solution du systeme précé-
dent déterminéde par les conditions initiales {N(Df)i 3 (°t),

e 9/» lof)} = {Mj f],”__., Ijmj(’g) - L'affinité /A&t :
Am (g('t))"-7 Am ("ﬁ) donnée par Ab’} M( § ("c)) -
= Ni) g /AXT L(fm) = )d (%) cet 1%affinité

nentionnde dans la défin:ition géométrique, A&P étant

sssocide a la partie Yo (42t =v) de y- .
J‘appelle : Am (‘f) espace local, qu centre ( lo=

~al ), IM 3 50 repdre local, 1 ensemble des fonc-

tions g (%) . re (§) cbjet de la connexion,

Dens chaque espSce loral A,r,(f(f)) - $(1) étant 1a

courbe (2) = soit choisi un espace 31(1‘) - La variété

des sous—espaces 31[{) L Af‘t ,8‘1_“) (of al f A{)

de 1 espace 'A,,, (05) cst appellée développement des
espaces :B"L“) { donnés le long de Y ) dans A,,,(of) o

Je dois vooou@re lz guestion fondamentale © Soit donnée
g x " _—
une variété Apm et soient

@y 7=t on MPE-TOGY) d [AG]#0,

i

5)  M-mre I L-oXUe (0)-0)

les transformations des parametres et des Pepér'es locaux, de

quelle maniere se trensforme 1 'objet de la connexion %

A 1°’aide des équations (3) et des équations analogues pour

les repéres et les paramétres nouvesux on trouve facilement
! /

X « B aa ~a « a!
(6) rarﬂr':@\;( @/3’ Aa’ rﬂ/} "@ﬁ'ga'oa,

x) Je daéfimis: 9 =79/0§"
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(8) o“: 6“;, '—‘%3/ d‘o on a

]
€ & 5 o« & g
64 Da@g' ) da @ﬂ’ :—6}&, 6{'()an ‘

/3!

]
H
rbaévo\ ﬂ—é\f

2. Les équations (6), (7) étant compliquées, on peut
penser qu il n’est pas possible de définir les objets qui
solent généralisstions des tenseurs de torsion et de
courbure connus en cas d espace A::m 3 connexion
affine, maig ce n’est pas vrai. Considérons les ensembles
de fonctions

o « fpoa L o« a ,—X _
(9 4S8 =Yy~ e Tap 1 5 R ™ daTeap Nraipr Te3s
2 2 -5 S\ & So( /Rd
J appelle le systeme des fonctions al ou al 3

resp. obJjet de torsion ou tenseur de courbure resp.
On trouve ( par un calcul direct que les expressions (9)

gse transforment selon

' / « ' s A% al RA
(IO) 'S:lelza': A:lAélsaz{-QAG“ 6A' Aal A‘ a@/‘;’

o ! a ¢
i1y Rugp =604 Ay g Rags -

o
Si Rp,@/b =0 ( pour tous a,é&, x, /5 }, alors
les équations dJ = %, 4§ I sont compléte=
ment intégrables, Si :B/s =8 ;e =0 , @lors les
équations

12y AM=T2A5YS, Ay = AT,

r
sont c@mplétement intégrables et la variété A{o,n«
considérée est de fait une variété d° oo® d ‘espaces Af,
plongés dans un espace affine A, o

3, De ce qui precéde on voit qu ‘il est naturel d’intro-
drire 13 définition suivante : L‘ensemble des fonctions
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Aqehp g “1 @ ptq wrvr
,- o 1 ( en nombre )1 A
/31 --o/fvx ; X7 ... Ly

s “appelle (ﬂ/%,u/f) ~tenseur si les transformations
(4) + (5) nous donnent

/

' P d ‘ ’
g ey Wgee Uy 6&‘1 A By 3,
(13) ' /311 _,./gzil l.::“‘ ,6j == | Cé?... 5VGL/L 6/ 1,.‘- 5‘:/1%
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Il 4
) A 441 Aaw Aﬁ:' &V C“g dr/ (L4 oo a’&b
a. ‘e Q,, &;... ﬂ— ) /51 /S%l ,6; ’K‘U’
A
On voit de (11) que Raﬁ«/j, est un (/1 § 0/2)- tenseuro
J “écris toud simplément ~tenseur asu lieu de
(13, ; 0/0) -tenseur, le (110)  -tenseur ou
{0 1 ) ~tenseur resp. s appelle vecteur contravariant
ou covariant resp. Il est facile de généraliser 1 algebre

tensorielle connueau cas des (f"/i 7 Abﬁ/") - ténseurs,

La dérivation covariante d‘un <~tenseur peut etre
définie par les formules ’

(14) VT£1 62, 9 chl . : r T -1‘" K Lp o 0‘;:

= Z f_ "’ |
| : ‘ ‘ a’/‘; ~483w4 42,;
Y£“TZ1AO;IP dtant  un )L. : (71/2 i 0”) -tenseur.
4, Supposons une variété . Af:,, douée & un

{ 0’2) -tenseur gcﬁ 4] symétrique défini positif,.

Alors chaque espace local peut etre considéré comme une espace
euclidien, le produit scalaire de deux vecteurs jﬂ A ]QL,
9= v étant aéfini par (J, J') Bas 408,

Je diral que la variété Aﬁ”n est & c%mexi,on .
euclidienne (et p'1la désigneral Par .E_m_n ) sl

—_— = oW -—i ¥ N L= .

113 V»Socc 9 3¢8¢/5 7 [aa §)a 0.

»

o .
Pour une E_ - on peut démontrer

rn
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5. Enfin, je vais montrer que ls théorie précedente est
Wk généralisation véritable de la théorie bien conmue des
as aces & conmeion affinc. Soit donmée une varidté _[2/,’,
(8 m dimeisiens ; des peramétres, 3 chaque point (§)efl),

soit egsocié un espace cero-affin A, (§) ( au
ceh Lre M= MI(5) ) contensnt un repére local
{M. 1,0, 3,3 choisi d ‘une maniére ¢ con-

que. Soit (2) un arc paramétrisé 4° Jlm , alors j appeite
le vecteur

ol §%
(17) J= = Y

. \ . A e (t) _
Soll verlgal tomeent su point f = f s le vecteuy
{(17) é&%ant situé dons Am(?“)) o Faiseons fa oo voie

to@t suiveete @ Chague trengfor@etion o porantres (o, doit
produire une transformation des roie =& Lovaux

«f g )
(18) Jc( = A, J,, ceex dodire e A:' J, .
AloePrs on &
o
d $ o =
$=S0 %= Ay k=5 % 7,

de sorte que la notien de veeteur tsngent est géoméiri ju.

1l
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Considérons un espace 50,,, = Ao, e et ‘uipwng les
suppogitions suivantes

AO} chaque transfovmsi sn (4 ) dos o aSues induit 1s
transTiruation (5) des repéres locaue ol 1°0R a

) A c(’ o(’ o Y —
3193 = =
(319} R =0, 6, =44, o i=-A_,

. f g v o .
B°) sost ¢ la conter Yyr' pode 40 13 courbe ¥

(21 ¢ anid 5 < A (°%) }, siere ies weetosrg ton-
gents e nourees ¢ &ty Csitudn wuus A, (°F) )

coincidont.

o b1 » . . B \ R i e ’
Parce que le vooteur tengsol @ 1o courbde Y ou J“

A

df

oan ' ra 4 A - o
I‘tﬁoba eSt 3 —-rﬂ 7'&— J“ ou J—-S‘ﬂ
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resp., la supposition B?) est équivalente 3 la relationm
o o
(20) Fa=3‘ﬂ.

Alors on a de (6)

' ] w
(21) rﬂ'(’:A:Ag'Aj’rd+A“F)'A‘/

'y Ry “ 78 '

. o X
1°équation usuelle. L‘équation (7) nous donme 4 = Sﬁ '
le tenseur Riup est 1e tenseur de courbure bien
conmy et 1 ‘ob jet \) :1 se réduit au %enseur de torsion

o «
Se = 2Ty

Pour les détails veir mon travail " L applicetion des
veriétés & connexion & certsins problémes de la géométrie
diffrérentieIle " qui psraltra dans Czech.Math,Journsl
1960 ( vols 4 ) ou 1961 ( vol. 1 ).
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