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Commentatione s Mathematica e Universitati s Carolina e 

1,  2  (  196 0 ) 

PROJEKTIVE DEFORMATION DER SEGRESCHEN W-KONGRUENZEN 

Vladimí r  HORáK,  Brn o 

Diese r  Artike l  enthSl t  ein e Zusammenfassun g de r  Artikel n 

£4 ]  unďÍ5 1 de s Autora * 

Co Segr e ha t  i n de r  Arbei t  [7 ]  durc h di e syntheťisch e 

Metod ě bewiesen ,  das s jed e W-Kongruen z (  de r  dreidimensional -

en Raumen )  mi t  geradlienige n FokalflSche n (  wi r  werde n die -

se W-Kongruenze n al a Segresch e W-Kongruenze n benenne n -  di e 

fleknodale n W-Kongruenzen__sin d ausgeschlosse n )  i n Kleinsche n 

ftínfdimensionale m Raume f j  ein e gewiss e Tors e bestimmt .  Dle -

se Tors e bekommen wi r  folgendenmasse n :  di e asymptotisch e Trans -

formation ,  welch e durc h di e Segresch e W-Kongruen z zwische n de n 

FokalflSche n realisier t  wird ,  bestimm t  au f  diese n FokalflSche n 

eindeuti g Paar e einande r  entsprechende r  Erzeugende n ;  di e Ver -

bindungslinie n de r  Kleinsche n Bilde r  (  K-Bilde r  )  diese r  Erzeu ­

gende n sin d dan n di e Erzeugende n de r  erwShnte n Torse, , 

Jede Segresch e W-Kongruen z is t  i n ein e Schieh t  (  ei n einpa -

rametrlgé s Syste m )  vo n Regelschare n zerlegbar ,  Di e komplemen -

tare n Regelschare n bilde n wiede r  ein e Segresch e W-Kongruen z -

di e sogenannt e assoziiert e W-Kongruenz • 

Wenn di e FokalflMche n eine r  Segresche n W-Kongruen z eine m 

lineare n Komplex ,  bzw. ,  eine r  lineare n Kongruen z angehSren ,  s o 

gehSr t  di e assoziiert e W-Kongruen z demselbe n Komplex ,  bzw .  der» > 

selbe n Kongruen z an ,  W-Kongruenzen ,  welch e keine m lineare n Kom­

ple x angehSren ,  benenne n wi r  al s allgemein e Segresch e W-Kongru ­

enzen * 

I m Folgende n werde n wi r  6  Type n vo n Segresche n W-Kongruen ­

zen unterscheide n : 

Typ I c Allgemein e Segresch e W-Kongruenz ,  dere n assoziiert e 

W-Kongruen z auc h ein e allgemein e Kongruen z ist . 

Typ II 0 W-Kongruenz ,  di e eine m nich t  ausgeartete n lineare n Kom­

ple x angehort ,  dere n assoziierte.W-Kongruen z ein e allge. -



meíne W~Kongruen z ist „ 

Typ  I I I ,  W^Kongruenz „  die  einem  ausgearteten  l inearen  Komplex 
ang«h8rt  ­  d ie  aasoziiert©  KongnuglB  i st  eine  allgemeine 
VMCongruenz* 

Typ  IV•  Allgemeine  W~Kongruenz,  dereň  asfc<frzii«pte:  Kongruenz 
einem  nicht  ausg«?arte?t«ři  l inearen  Komplex.  angehSrt, 

Typ  V»  Allgemeine  W»Kongruertz?  deren  assoz i ie r te  Kongruettz 
einem  ausgeiarteten  Komplex  angeshort* 

Typ  VI*   Allgemeine  W«Kongru#n2t  déren  assezi ieir te  Kongrimnz 
in.  eine  l inea r̂   (  nieht  parabolis;ehe  ­  )  Kongruenz  auiar te t* 

Betraehtet  man  die  Segreschen  W^ongjfuéňzé*  ala  Paare­  zwsřier 
a®sozÍierten  i^Kongruenzem,  bestimmett  die  Kongrtrenzen  der  Typen 
I I  vmů  IV  #  bzw*  I I I  unffi  V ein  Paar  a#soŁii«rten  W«Kongru«»zenř 
d'as  dies®lb«  Eiragensehaft  besi tz t* 

Ber  IMCongrueitzen  ďer  Typen  1)  I ,  2)  IV ,  3)  VI ,  4)  V  ent~ 
spr ieht  in  Rsume  %  eine  Torse,  die  Tsngentenflache  einer 
Raumkurv«  i s t ,  deren  Ein&®tttcngSŁFa«oi  der  Rauffi  i )  7^  ,  2 ), 
e­in  Ĥ  $  3)  etn  %  (  %  und  \  i st  kein  Tangential» 
rwcmi. der  Kleinschen  Hyperquadrik  r  ­  K ­QmMrik  )  4)  ein 
Tangent i tUvmm  %  ěEer  K ­­Quadrik  f  ř  i s t .  Der  W­Kongrti­
enz  ďes  Types  I I ,  bžw*  I I I  entaspricht  in  %  ein  K«gel9 

doprat  Seheltol  kote  K  • ttififct  (  d®  i®  ein  Puiskt  der 
K  ­QusdTik  } ,  bzw*  ein  K  ­Punkt  i s t . 

Von  der  Torse,  die  eine  W­Kongruenz  in  %  ďarmtellty  b@­
kommen  wir  die  Torse,  welche  der  aás&$iierteb  VMCongrtteiaz  earfc* 
spr ieht  m i t te ls  Po la r i t št  i n  Bezng  auf  die  K  "Quadrlk  r  + 

In  der  Arbeit  [4j  ďes  Autor®  Kggftien:  a l le  Typen  áfer  Torsen 
untersucht»  Beschrinken  wir  tma  je tzt  nur  auf  den  Typ  I , 

Es  sei  x0 x  ~  «t (*4  xv 4  xt x4­ 4  *3 * t J  = 0  ,3j_e: 

Gleiehtmg  der  pos i t iv  or ient ier ten  K ­Quadrik  ( r + J  j, 
ein  bel iebiger  ari thmetischer  Punkt  *  é  1^  í^^^°) 
Łst  pos i t iv  (  negativ  )  bézuglleh  f~+  ,  wenh  H.H  • ? O 

íy.y <o). . . 
Es  sei  in  projekt!van  Raume  r̂ ­  ein  Bogen  der  geometrie 

schea  Kur««  C ^ J x í * )}   gegehen,  Ům* fceinen: Unter­
raum  des  %  zxm  Einbettungsraum..b®sitzt„   Wir  setzen;  voraus 



dass i n jede m Punkt e X 6 C  ť   eindeuti g ­linear e Schmiegrauoi e  \\ 

existiere n  í 4* ~ 4,%,$,*{  ,  beríihr t  gerad e in ­   t~te r  Ordrmn g } 9 

di e keiri e Tangentialraum e de r   K  ^Quadri k sind o Pe r  di e arith* ' 

metisch e Kurv ě Xi^Xift) (i*4—iG;   X.X^Ł^,^^­ízlŁ^í  ̂ ^ň  4 

der  wachsend e Paramet r   * t   bestimm t  de n positive n Durchlaufsin n ) 

gil t   t I n jede m Punk t  X   diese r  Kurv ě existier t  ei n Schmiegaech ­

sec k mi t  de n Ecke n  *W  *N  3 / V  N  W  *R T ,  de r  gleichzeiti g 

ei n polare s Sechsec k de r   f̂ ~Quadri k   f~  ist Q Di e Ecke n 
4NI

(LN(
3N(  ^/V/W ,  6N  sin d arithmetiaeh e Punkte ,  weleb e bi a 

auf  Vorzeiche n  1j Ł  řt *  4, Z,  * **   i^j  durc h di e Relatione n 

ijy  ^hí  z; Ł*  (l­%  z:  j)  bestimm t  sin d  (  *  N   »  TTJ X   , 

* M  / T 4 *   e  ̂ s § e ^ e n  di ' e P^enetsche n Formel u 

ist o Di e Funktione n N i  > u  un d di e Vorzeiche n E4  (j**^)   %>• * *  1   6 , 

gerad e d̂ e i  vo n diese n Vorzeiche n sin d positi v   )  bilde n  ein  voil ­

standige s Syste m de r  Differentialinvariante e de r  orientierte n 

Kurv ě  X ^  =  X^fu)   "  .   bezuglie h de r  Grupp e de r  Transformatíorie n ' 

des R.aume s  P ^   9 welch e de r  Grupp e de r  unimodulare n Ko l  1 1 nese ­

t i  one n de s Raumes  ( 3  isomorp h ís t  C  di e vorliegende n 

Invariante n werde n wi r   f x  Învariante n nenne n ) c Diese r  o  ­

rientierte n Kurv ě entsprich t  i m Raume  r$  ein e Segresch e 

W­Kongruen z (  de s Typ e s  I  ) f  di e al s orientiert e Sehich t  de r 

Regelschare n bi s au f  onimodular e projektiv e Transformatione n 

bestimm t  ist o 

Die "  Ruckkehrkante  C  de r  Torse f  welch e di e assoziier ^ 

t e W­Kongruen z darstellt ^  beschreib t  de r  Punk t   N  9 

desse n Paramete r   AV ~   durc h di e Differentialgleiehun g 
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dtt̂ fx̂ ft/d t  bestimm t  is t  |  e s gelte n di e Relatione n -

wobei  £" •   xmů |Q J •  f\-Invariante n -de r  durc h de n 

Punkt  ť Af|u# )  betch^iebene a ^nrv e sin d . 

Ganz .analog a ̂Ergebniss e gelte n fil r  -  di e .W-Kongruenze n 

der  Type n .11. ,  IV. f .VI. ,  d a dieselbe n ..durc h Torsen ,  di e i n 

keine m Tangen t  i a  Iraum e .der .   J\ -Quadri k liegen- ,  ode r  durc h 

Kegeln-.dere n Scheite l  .nich t  au í  de r  py^Quadri k liege n dar -

gestell t  sind *  Be i  de n Type n II I  un d V  mus s man be i  der . 

Untersuchung-teilweis e anders -  verfahren ? d a di e entsprechen -

de Torse-zJ3 # de s Type s II I  i n eine m Tangentialraum e de r 

K -Quadri k liegt 0 

Erwahne n wi r  noch- f  das s di e K  -Invariante n de r  Torse , 

di e ein e rv-Kongruen z darstellt ,  de n  l\ -Invariante n de r 

Torse ,  di e di e Dualisatio n derselbe n -Kongruen z darstellt , 

gleic h sind „ 
: • : : • 

Weiter e Untersuchunge n kntipfe n a n di e Theori e der.Segre * 

sche n W-Kongruenze n ¥o n J o Klapk a a n (  vgl 0  [6J K  Bleš e 

Theori e is t  ein e Verallgemeinerun g de r  Theori e de r  Rege l  -

flSche n vo n E *  Čec h o 

Das Syste m de r  Differentialgleichunge n 

(2) z = Ry +  ($­&­­ků:)z+díE, 



fCK^r U siná Funlrtioiaen von v* / 
"bestinaat i& R swei Paare der leitlnarven ssweier He^elfla-
cli.en, die to&alflaohen einer W-Koagraeias aindi die Striehe be~ 
deuten Ableitungen nach den Parameter V 9 der di© Relationen 

erf í i l l t . Die Kongruenastrahlen sind Verbiadungsgeraden der 

l i r werden nurdas Hauptergebnis fii r die W-Kongruenaen des 
Eypea 1 farmulieren und da wieder nur unter der Voraassetzung, 
dass der Parameter ;tr so gewaalt i s t, dass ( S ^ P R-
*  £ ( í2, ?. '"í J " ^ / 5 / S*1*  / s.g.normaler Parameter / •  

Bie^ dnro& das System / 2/ toestimate W-Kongruóas wird im 
Bauae % duxoK ei*»'lm, deren K - Invar ianto dle 
fermeln 

K I = I T I Í ^ Í S Í ,K»aZJ5| i K^ÍÍHSi ' 
A/ 

£f» -1to, Íx-1fej,ž3-'-O, €+-&*, í9* ^Syn,H£«-coisjn H 

tjestismsn, dargestel l t. K^ sind lonkt&onen des Parameters 
t" "t der die Bifferentialgleichtáig 

/v at "2151 
erffillt *  Die forzeiehen CL̂ Tř". £ nad die faaktfconea 

K 
P ft R 

+o ala Fonktioaen des normál en Parame-
t e r#s iad převeleti'*© Bifíer©n1íia3LinTariaziten der Hntersttshten 
W-Kongruena* 

Bevor wír die iroáekfciw Befamatioa der Segresehea f~Kfcn~ 
graenzea mtersnohen werden* fCQarea wir folgende Orieatieraag 
derselben ein * Es sei far die W*-Kongraea2# die duroh daé gy-
stem / a/ mit dleiehongen der vorsteaender Reifee naciit de*  Paalcfc 
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A1 ( Al ) der erste ( zweite ) Brennpunkt f der die erste 

{ 2.weite ) Brennfläche beschreibt ; die Kurven und (ij ) 

( (*) und IT) } seien die ersten ( zweiten ) Leitkurven 

der Brennfläohen'o Der wachsende Parameter /tr bestimme den 

positiven Durchlaufsinn der Schicht der Regelscharen® Ändert 

man die Orientierung, so ändert sich auch in (2) die Reihen-

folge der Gleichungenc Die durch das System (2) bestimmte 

W-Kongruenz bê z eichen wir L o 

Das System der Differentialgleichungen„ welches wir von 

(2) durch die Transformation 

bekommen* bestimme eine andere orientierte 1-Kongruenz * 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass L. 

und durch irgendeine abwickelbare Transformation inein-

ander tr&sformiert werden können? wollen wir nicht jetzt formu-

lier« o Erwähnen wir nur $ dass nur abwickelbare Transformati-

onen T % I <—> II ̂ ^ II, VI VI, I * 

I ^ IIIf II III existiereno Durch eine passende Wahl 

tfer Leitkurven der Fokalflächen, kann man erreichen, dass die 

Transformation T die Gleichungen 

(7) tf-^ , t « ^ , /ir- V 

besitzt | dann, ist ' P- f ¿2 * 'ß f fl = 'ft u n d d i e 

Funktionen und Vorzeichen ^ 9
 4cu , ^, 'S 

sind beliebigeo ( Ändert man die Orientierung einer von den 

Kongruenzen L und *L 9 so ändern sich such die Relati-

onen 4? , q - � * n - "-R )c 

Jede-abwickelbare franeformation T ist eine projektive 

Deformation der -ersteig Ordnung® Zu jeder W~Kpngruenz L fieo 

Typ es lf bzw., IIr bzw* III existi eren drei Klassen von Kongru-

enzen* weiche mir L abwickelbar Transformiert werden könnenÄ 

und zwar * eine Klasse der Kongruenzen des Types I, welche von 

awei Funktionen einer Veränderlichen abhängt, eine Klasse der 

Kongruenzen des Types II and eine weitere Klasse der Kongru-

enzen des Types III - jede von den zwei letzten Klassen häriRt 
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von e iner Funktión e iner Verfinderlichen 9be Zu jeder Kongruenx 
des Types IV,?M#.f V I e x i s t i e rt e ine Klasse abwickelbar t r a n s-
formier ten Kongruenzen L derse lben Types J d iese Klasse 
i st von 2 Funktionen e iner Veraanderl ichen abhángig* 

Die abwickelbaren Transformationen I <• > I I I , I I <—~r> I I I 
konnen keine pro jek t ive De forma t i onen ( 2 eOrdnung ) seíno 

I s t L des Types I f bzw0 I I , so e x i s t i e rt gerade eine 

Kongruenz L des Types I I und eine K lasse9 die von e iner 
Funktión e iner Verfinderlichen abhfingt, der Kongruenzen des 
Types I | fur welehe die abwickelbare Transformation eine 
p ro jek t i ve Deformation ( 2*  Ordnung ) i s t*  Sind L und L 
beide des Types I I f so i st | eine p ro jek t i ve Transforma « 
tiOne ( Vgl . [2] , [3]  f Se 290 - 291 )e 

Zu e iner Kongruenz L d^s Types I I I ( bzw0 IV , V, VI ) 
e x i s t i e rt e ine Klasse von Kongruenzen desselben Types, fOr 
welehe, d ie abwickelbare Transformation e ine p ro jek t i ve 
Deformatiea i st ; d iese Klasse i st von e iner Funktión e iner 
Verfinderlichen abhfingigo 

I s t (7) e ine pro jek t i ve Deformation zweier Kongruenzen L 
und L des Types I , so g i l t 

o) T - V , £ = \ , Ucl- l td, H- "H, K-"K 
und di e zugehorig e Schmiegkollineatio n is t  durc h Relatione n 

(9) Hy « ^ « Hí ~ť> 2, Hjmq"  ýi  Hz ~ <"  * i 
ausgedruckt ,  wobe i  <^  »  AgrvCk, . cA.) ist .  Di e Transformatio n 

(7 )  is t  ein e ProjektivitSt ,  wen n di e Relatio n (8 )  un d noc h 

5 a S  gil t  o 

Ánalog e Ergebniss e gelte n fu r  di e andere n Type n de r  Kon -

gruenzen .  Da di e Schmiegkollineatio n nich t  vo n de n Parameter n 

i f  un d l± abh§ngt ,  s o is t  di e Transformatio n (7 )  ein e 

projektiv e Deformatio n ISng s alle r  Kongruenzenstrahle n de r 

Regelsehare n V =  V = konst .  gleichzeitig « 

Di e Dualisatio n (  al s abwickelbar e Transformatio n 5  eine r 

beliebige n W-Kongruenze n is t  ein e pojektiv e Deformation ,  weleh e 

fu r  Kongruenze n de r  Type n I I  un d II I  i n ein e Pr o jekt i  vita *  t 

ausartet . 
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Es  werden  we i ter  Punkt  und  Ebenen­Deformatíonen  der  Segre=» 
scheit  W­Kongruenzen  nntersucht  0 

Ber  zweí te  Te il  der  Abhandlung [5)  kníipft  an  dle  Abhandlung 
[4\  des  Autora­  ario 

Beschranken  wi r  oris  j e t zt  mír  auf  dle'  W­Kongruenzen  des 
Types  I o  Die  abwickelbare  Tran&formation  (7)  der  Kongruenzen 

L  und 4L  be&tiramt  zwiachen.  den  Punkten  der  Ríickkehr­
kaňte  der  entsprechenďen  Torsen  in %  e ine  Korrespondenz, 
d ie  durch  d íe  D i f fe ren t ia lg le ichung Kz M  = ^Kz ck4t 

bestimmt  í s tc  Die  Relat ionen 

(10)  K, \ K3 . Kh = "Kz : %  i  %  9  f,  a  i  X­  f<­3,*,*0O 

bzw0 

(11)  K4;KX: *V% r  %<'X :  ' V % /  ř * ' ± ^   f«­'/*,'• • • /O 

dríicken  die  notwendigen  und  hinreichemden  Bedingungen  dafGr 
aus „  dsss.  L  und 4L  durch  eine  abwickelbare  Transforma­
t i on  f  bzwo  p ro jek t i ve  Deformation  t rans fo rmie rt  werden  konnen* 

Sínd  L • und  i  (  Kongruenzen  desselben  Types  )  ín  ab~ 
wickelbarer  Transformat ion,  so  g í l t  :  die  notwendige  und  hím­
reíchende  Bedingung  dafí ir,  dass  auch  i h re  assoz í í e r t en  Kon­
gruenzen  abwickelbar  t r ans fo rm ie rt  werden  kSnnen,  i s t ,  ďass 

L  und 4L  p ro jek t iv  fiquivalent  s ind0 

l a t  T  eine  pro jekt  lve  Deformation  e iner  W­Kongruenzen 
L  atrf  i h re  assoz f i e r te  W«Kongruenzf  so  mus­s  L  des 

Types  I  ae i n,  ond  fíi r  d íe K  ­ Inva r ian ten  der  Torsef  díe  L 
i n fs  ď a r s t e i es  g i l t 

(12) K^K3f K^4, f , « - f ^  (< = 4,lr.:,6) 

wobei  d ie  Korrespondenz  T*   d íe  D i f fe ren t ia lg le ichung oíi  = 
•s CUL  bestiramto  Die  Klasse  der  vorl iegenden  W^Kongruenzeň­

.hfihgt  v on  2  Funktíonen  e iner  Ver&nderlichen  ond  v m  einem 
Vorzeichen  ab,  und  die  p ro jek t í ve  Deformation  a r t et  in  e ine 
Projekt  i v i t  fit   aus;.  d íese  Klasse.  f a l l t  a lso  mit  der  Klass©  der 

W­Kongruenzenr  d ie  JQ  Klapka  bestimmt  ha tf  zusammen 
(  vglo  Ł6]  )0 
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Ander e Ergebniss e de r  Abhandlun g [5 ]  wolle n wi r  nich t  an ­

fuhreíi e 

ťfbe r  ein e interessant e Verallgemeinerun g de r  Darstellun g de r 

allgemeine n VIMCongruenze n i m \  wír d ďe r  Auto r  ďa s nach ­

ste n Mal  informieren *   / 

L i t e r a t ur  s 
[ l ]  E0  Čech  s  Transformations  dévelopables  des  eongřuence® 

des  d r o i t es  (  Čeehosl„matožurnál,  Bd0  6  (81)  1956,  S„   260­
­286  )0 

[2j  E0  Čech  :  Deformation  p ro jec t i ve  des  congruenc*©  t  {   Če­
chosl*mát„žurnál,  Bd„   6  (81 ),  Se  401­414  )0 

[3j  E„   Čech i  Compléments  au  mémoire  :  Defoť%fft  ion  p ro jec t l ve 
des  congruěnces:  W (  Čechosl«.mat.žurnál,  Bde  9  (84)  1959, 
S0  289­296  )0 

[4]  V0  Horák 1  Theorie  der  Torsen  des  Kleinschen  funfdimen­
si ona len  Raumes  und  i h re  Apl ikat ion  auf  d ie  Segreschen 
IMCongruenzera  des;  dreidi iaensionalen  pro jek t iven  Raumes 
(  Čechosl„mátoŽurnál,  T„   9  (84)  1959, Sa  590­628  ) , 

[5]  V0  Horák 1 P ro jek t i ve  Deformation  d«r  Segreschen  W­Kon­
gruenzen  und  i h re  Abbildung  in. Kleiifs:ehen  fí3nfdimensiona­
len  Raum  (  I st  noch  n icht  erschienen  )„ 

Ł6j  Jo  Klapka %  0  W~kongruencích  s  fokalními  plochami  přím­
kovými o  (  Publ0  de  l a  facc  des  Sc&  de  1 'un i ve rs i ta  Masarjk, 
Brno  1926,  No  69  )•  

[7]  Co  Segre  :  Le  congruenze  r e t t i l i n ee  W aderen ti  a  due  super­* 
f i c i e  r i ga teo  (  Accado  Reále  de l le  s c0  di  Tor ino,  42  (  1906« 
­1907  ) ,  So  539­550  ) c 
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