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1, 2 ( 1960 )

PROJEKTIVE DEFORMATION DER SEGRESCHEN W-KONGRUENZEN
Vladimir HORAK, Brno

Dieser Artikel enthdlt eine Zusammenfassung der Artikeln
[4] und«[S] des Autors.

C. Segre hat in der Arbeit [7] durch die synthetische
Metode bewiesen, dass jede W-Kongruenz ( der dreidimensional-
en Raumen ) mit geradlienigen Fokalfliéchen ( wir werden die-
se W-Kongruenzen als Segresche W-Kongruenzen benennen - die
fleknodalen W-Kongruenzen sind susgeschlossen ) in Kleinschen
finfdimensionalem Raume f; eine gewisse Torse bestimmt. Die-
se Torse bekommen wir folgendenmassen : die asymptotische Trans=-
formation, welche durch die Segresche W-Kongruenz zwischen den
Fokalfl#chen realisiert wird, bestimmt auf diesen Fokalfléchen
eindeutig Paare einander entsprechender Erzeugenden ; die Ver-
bindungslinien der Kleinschen Bilder ( K-Bilder ) dieser Erzeu~
genden sind dann die Erzeugenden der erwéhnten Torse. ‘

Jede Segresche W-Kongruenz ist in eipe Schicht ( ein einpa-
1rametrigeé System ) von Regelscharen zerlegbar. Die komplemen-
taren Regelscharen bilden wieder eine Segresche W-Kongruenz =
die sogenannte'assoziierte W-Kongruenz.

Wenn die Fokslfl#chen einer Segreschen W-Kongruenz einem
linesren Komplex, bzw. einer linearen Kongruenz angehdren, so
gehdrt die assoziierte W-Kongruenz demselben Komplex, bzw. der-
selben Kongruenz an. W-Kongruenzen, welche keinem linearen Kom-
plex angeh®ren, benennen wir als allgemeine Segresche W-Kongru-
enzen,

Im Folgenden werden wir 6 Typen von Segreschen W-Kongruen-
zen unterscheiden : .

Typ I. Allgemeine Segresche W-Kongruenz, deren assoziierte
W-Kongruenz auch eine allgemeine Kongruenz ist.

Typ II. W-Kongruenz, die einem nictt ausgearteten linearen Kom-
plex angehdrt, deren assoziierte W-Kongruenz eine allge = )



meine W-Kengruenz ist.

Typ III. W-Kongruenz, die einem susgearteten linearen Kemplex
angehdrt - die sssoziierte Kongrusiz ist eine allgemeine
W-Kongruenz. |

Typ IV, Allgemeine W-Kongruenz, deren assoziierte Kongruenz
einem nicht ausgesrteten linearen Kemplex angehdrt,

Typ V. Allgemeine W-Kongruenz, deren assoziierte Kongruenz
einem susgesrteten Kemplex angehdrt,

Typ VI. Allgemeine W-Kongruenz, deren aasaziieﬂe Kongrwenz
in eine lineare ( nicht parabolische - ) Kongruenz augartet.

Betrachtet man die Segreschen W=Kongruengem als Paare zweier
agsoziierten W-Kongruenzen, bestimmen die Kongruenzen der Typen
II wnd IV, bzw, III umd V ein Paar assoziierten W-Kongruetizen,
das dieselbe Eimgenschaft besitzt.

Der W-Kongruemzen der Typen 1) I, 2) IV, 3) VI, 4) V ent=
spricht in Raume 7'?5 eine Torse, die Tangentenfléche einer
Reunkurve ist, deren Einbettungsrewm der Reum 1) 7. , 2),
ein P, 3)ein T, ( ?, und P, ist kein Tangential-
raum der KIeinschen Hyperquadrik /- K =Quadrik ) 4) ein
Tengentialreum 7, der K =Quadrik [ , ist. Der W-Kongru-
enz des Types II, bzw. IIT entspricht in 75 ein Kegel,
dessem Scheitel kein K =Punkt ( d. i, ein Punmkt der

K =Quadrik ), bzw., ein K -Punkt ist.
Von der Torse, die eine W-Kongruenz in 75  darstellt, be-

kommen wir die Torse, welche der assoziierten W-Kongruenz emte
spricht mittels Polaritit in Bezug auf die K -Quadrik I .

In der Arbeit [4] des Autors wewden alle Typen der Torsen
untersucht. Beschrénken wir une jetzt nur suf den Typ I.

Es sei Kox = LK X4 X ket X X ) =0 die
Gleichung der positiv orientierten K -Quadrik (7 7)
ein beliebiger srithimetischer Punkt wme Py (4.4 +0)
ist positiv ( negatlv ) bezliglich [* , wenn 4y >0

(4.4 <0).
Es sei in pre jektivem Raume P; ein Bogen der geometri-

schen Kurve C={xt)} gegeben, der keinen Unter=-
raum des P;  zum Einbettungsraum besitzt. Wir setzen voraus
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dass in jedem Punkte x€ C eindeutig lineare Schmiegriume B
existieren (4=4,2,3,4 , berthrt gerade in. €-ter Ordnung ,
die keine Tangentialr&ume der K =Quadrik s:md Fw dle arith=
metische Kurve x--x-(t) {1'-4--- b; x.x=€ dx =t 'E =1 .
1% Fhech9y A 413:{(1'%‘ ;u ‘9
der wachsende Parametr t bestimmt den positiven Dumhlaufsﬁwu )
gilt : In jedem Punkt x dieser Eur've existiert ein Schmiegsech-
6
seck mit den Ecken "N z[\} 3N N 5N N— der gleichzeitig
ein polares Sechseck der K»Quadmk r ist. Die Ecken

"N; QN'?N, "N, SN GN sind arithmetische Punkte, welcke bis

auf Vorzeicren (4, 12, ...,5) durch die Relationen
) 4 /' =

iN.IN= ¢ (81'. ) bestimmt sind ( N=mx ,
zN T .;Lx . Es gelten die Frenetschen Formeln

2t d.'N__. TZN ﬁlfwx '218277;4/\/ + £, K13N}
W, 48 ess'TK’N +f’lT.,K *N,
4N ~ge5, T KN +suK‘N AW e e KN+, KN,

_1N=, ~s,‘£s£’n’K 5N
vover K, = I N g K3 [ G- 4234 Ko- 1)

ist. Die Funktionen Ki >0 und die Vorzeichen &5 (j=4, 2,...,6
gerade drei von diesen Vorzeichen sind positiv ) bilden ein voll
sténdiges System der Differentialinvariasnten der orientiert-u

Kurve Xj;=X{ (‘t) . beziiglich der Gruppe der Transformaticne
des Raumes PS' , welche der Gruppe der unimodularen Kollines-
tionen des Raumes E:; isomorph ist ( die vorliegenden
Invarianten werden wir cInvariant_g_n nennen ). Dieser o -

rientierten Kurve entspricht im Raume P5- eine Segresche
W-Kongruenz ( des Types I ), die als orientierte Schicht der
Regelscharen bis auf unimodulare projektive Transformationen
bestimmt ist.

Die Riickkehrksnte € der Torse, welche die assoziier-
te W-Kongruenz darstellt, beschreibt der Punkt °N ; <
dessen Parameter A ~ durch die Differentialgleichung '



du,aKn,«(‘l:)dt bestimmt ist § es gelten die Relationen

€i = &-i. . Kj=Kej: Ky :
wobei Eg und K; K -Inverienten der dufch den
Punkt GN(u,) beschriebenen Kurve sind.

Ganz analoge .Ergebnisse gelten fir die W-Kongruenzen
_der Typen II, IV, VI, da dieselben durch Torsen, die in
keinem Tangentialraume der K -Quadrik liegen., oder durch
Kegeln.deren Scheitel nicht auf der K..-Quadr-ik liegen dar-
gestellt sind. Bei den Typen III und V muss man bei der.
Untersuchung teilweise anders. verfahren, da die entsprechen-
de Torse.z.B, des Types III in einem Tangentislraume der
K =Quadrik liegt,

Erwghnen wir noch., dass die K -Invarianten der Torse,
die eine WeKongruenz darstellt, den K -Invarianten der
Torse, die die Dualisation derselben w-aKongruenz darstellt,
gleich sind.

Neitere Untersuchungen knlipfen an die Theorie der Segre-
schen W-Kongruenzen von J. Klapka an ( vgl. [6] ). Diese
Theorie ist eine Verallgemeinerung der Theorie der Regel =
flschen von E. Cect.

Das System der Differentialgleichungen
y=@+S-1 %)y ~ Pe <7,
(2) Z .= +(S G ‘3:""‘)2+ocz,
y = —(Q+5+'1'*)_+P'+1Ta&y,

= —Ry*(a"b“z ;c")z-l-’lTo&z,




(1T211 P&.RSx+0 . sind Punktionen von v /
“bestimmt in P .zwei Paare der Leitkurven zweier Regelfli-

chen, die Foka.lflachen einer W-—Kongrnens sindy die Striche be-

deuten Ableitungm nech den Parameter v~ , der die Relationen

o (y,z yi2') (727 E)=w (e 4)

erfillt. Die Kongrgez;zstrahler} sind Verbindungsgeraden der |
me A1=t1'yttzz‘ ' ) Az‘—"t, 49-*1.1_5
Wir werden nurdas Hauptergebnis fiir die W-Kongruenzen des
Types I formulieren und da wieder nur unter der Vorausaetsung,
dass der Parameter V-  so gewihlt ist, dass (,( P R =
- =$ (¢* = /ﬂ und /3/ gilt / s.ge.normaler Parameter /.

Die, durch das System /2/ bestimmte W-Kongrueng wird im
~ Raume P du'rch eine Torse, deren K-Inva.rianten dlie
E’ormeln

' - yTW lKl
- 2115‘" ,KL:I%-I' .Kf 2151 Kcr HHST
/4/
£q-To, E/ o, &,= Q é =W, £, CJSgnH &'~'"c~.)859nH

bestmem, ﬁargestelrt. KL' sind B'unktionen des Parameters
y der die Differentielgleichm:g

L de o 4.
AL dE T 2SI

, er:ﬁillt. Die Vorzeichen »,TH &  und die Punktienen
H-Q*P'R+0 «*0 y = Ofl
| P. G R K
K P S -0  als Punktiomen des normalen Parape-
Paifa pro tive Differentialinverianten dor wibersushten
?*Kongmem,

Bevor wir die m*ojek:kiva Deformation der &msﬁh&n 'ﬁ-xen-,
gruenzen untersuchen wez-den. fihren wir folgende Qrien'tiérung
derselben ein 3 Es sei flir die W-Kongruenz, die durch das’ 8y-
stem /2/ mit Gleichungen der vorsiehender Reihe nach, dex Punkt
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A, (A,) der erste ( zweite ) Brennpunkt, der die erste
{ zweite ) Brennfl#che beschreibt j die Kurvem (4) und (3)
( (3) und (¥) ) seien die ersten ( zweiten ) Leitkurven
der Brennfléchen, Der wa-chsende Parsmeter 4  bestimme deh
positiven Durchlaufsinn der Schitht der Regelscharen. Andert
msin 3¥e Orieptierung, so dndert sich auch in (2) die Reihen-
fuolge der Gle'chungen. Die durch das System (2) bestimmte
W-Xongruenz bezeichen wir L

Das System der Differentialgleichungen, welches wir wvon
{2) durch die Transformation

{(6) ‘3:1;513'1?101?'3'“/’”_'{;,@ i, @

“
40 ac) 4, 4 o~ 1] (73]
g ’f”a,"R,S, L, N, D S

4 o 4
y P

T Sl e o i . A . il 1
vekommen , bestimine: eine aadere orientierte V-Xongruenz ALl

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen daflr, dass [
and L durch irgendeine shbwickelbare Transformation 4inein=
ander trasformiert werden kdnnen, wollen wir richt jetzt formu-
lieren, Zrwihnen wir nur, dass nur abwickslbare Transformati-
1o o LTI O B R s T o o o ORI 6 iE- AR e e oo - 6
I <« III, II <> III existieren. Durch eine passende Wahl
der Leitkurven der Fokalfl&chen kann man erreichen, dass die
Transformation T die Gleichungen

(7) f4:(tj,, ‘t,_:'t\l,/l)'="/v~
besitzt j denn ist P="P . Q="®  R="R yna aie
Funktionen und Vorzeichen %, @, '7,"w 6 « "=, §,6 S

sind beliebige. ( Andert man die Orientierung einer von den
Kongruenzen | und ‘L , so #ndern sich such die Relati-
onen P=1P -, QR=‘@ . , R="R I A

Jede -abwicke! vare Pransformation T ist zine projektive
Deform=ton der erste%§0rdnungn Zu Jeder W--osngruenz L des
Types I, bzw., II, bzgw. III existizren drei Xl:ssen von Korngru-
anzen, welche mir L abwickelbar Transforricrt werden kburon,
and zwsrT - eine XKlasse der Jongruchzen des Tvpes 1, welche von
zwel Funktionen eincr Vorinderlichen sthingt, cinc Klssse der
Kongruenzen des Tvpes 11 und eine weitere Klassse der Zongru-
enzen des Tvpes [Ill1 — Jede ven den zwei letzten Klassen héngt.
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von einer Funktién einer Verdsinderlichen ab. Zu Jjeder Kongruenz
des Types IV,PBQWY’VI existiert eine Klasse sbwickelbar trans-
formierten Kongruenzen 1. derselben Types ; diese Klasse
ist von 2 Funktionen einer Veréanderlichen abhéngig.

Die abwickelbaren Transformationen I <> III, II<~—> III
kénnen keine pro jektive Deformationen ( 2.0rdnung ) sein.

Ist L des Types I, bzw., II, so existiert gerade eine
Kongruenz I des Types II und eine Klasse, die von einer
Funktion einer Ver#&nderlichen abh&ngt, der Kongruenzen des
Types I, fiir welche die abwickelbare Transformation eine
projektive Deformation ( 2, Ordnung ) ist. Sind L wa L
beide des Types II, so ist T eine projektive Transforma -
tion. ( vel. [2] , [3] , s.29%0 - 291).

Zu einer Kongrunnz L des Types III ( bzw, IV, V, VI )
existiert eine Klasse von Kongruenzen desselben Types, fir
welche, die abwickelbare Transformation eine projektive
Deformatica ist § diese Klasse ist von einer Funktion einer
Ver#nderlichen abhéngig. '

Ist (7) eine projektive Deformation zweier Kongruenzen L
4L_ des Types I, so gilt

@ T="r,¢e="e, =%, H="H, K="K

und die zugehérige Schmiegkollineation ist durch Relationen

(9) Hy Qg Hz-gz,H '11"' Hz== =4 4“

2
susgedriickt, wobei @ = Agn(d, ok) 1s‘t.. Die Transformation
(7) ist eine Projektivitét, wenn die Relation (8) und noch

§ =15 giit.

Analoge Ergebnisse gelten fiir die anderen Typen der Kon-
gruenzen. Da die Schmiegkollineation nicht von den Parametern

t, und tﬁ abh#ngt, so ist die Transformation (7) eine
projektive Deformation l&ngs aller Kongruenzenstrahlen der

Regelscharen v =T = konst. gleichzeitig.

[

Die Dualisation ( als abwickelbare Transformation ) einer
beliebigen W-Kongruenzen ist eine pojektive Deformation, welche
fiir Kongruenzen der Typen II und III in eine Pro jektivitét
ausartet.
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Es werden weiter Punkt und Ebenen=Deformationen der Segre-
schen W=Kongruenzen untersucht,

Der zweite Teil der Abhandlung [5] kniipft an die Abhandlung
[4] des Autors en.

Beschrénken wir uns Jjetzt nur suf die W-Kongruenzen des
Types I, Die abwickelbare Transformation (7) der Kongruenzen

L und ) bestimmt zwischen den Punkten der Riickkehr-
kante der entsprechenden Torsen in i; eine Korrespondenz,
die durch die Differentialgleichung K, old = 1K, o
bestimmt ist, Die Relationen

(IO) KL! K&" K(, = 4K,_.' 4K5: 4K(' p T o=+ 15 (4':'3,(,'\1—,‘)

1t 14

bzwe
(11) K, K, Kyt Ky = Ky K K 'Ky, &=, (d=42,...,6)

dricken die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir
sus, deass L und "L durch eine abwickelbare Transforma-
tion, bzw, projektive Deformation transformiert werden kdnnen.

Sind L wnd ‘L ( Kongruenzen desselben Types ) in ab=-
wickelbarer Transformation, so gilt : die notwendige und hin=-
reichende Bedingung dafiir, dass auch ihre assoziierten Kon-
gruenzen ébwickelbar transformiert werden kénnen, ist, dass

L wund ‘L projektiv &quivalent sind,

Ist T eine projektive Deformation einer W-Kongruenzemn
L. auf ihre assoziierte W-Kongruenz, so muss L des
Types I sein, und fiir die K =Invarianten der Torse, die [
in 32 dersteles gilt

(12) K=K, Ke=A, =5, (i=42,.,6)

wobei die Korrespondenz | die Differentialgleichung olt =
= du bestimmt., Die Klasse der vorliegenden W-Kongruenzen
hangt von 2 Funktionen einer Ver#inderlichen und von einem
Vorzeichen ab, und die pro jektive Deformation artet in eine
Projektivit&t ausj diese Klasse f&llt also mit der Klasse der
W-Kongruenzen, die J. Klapka bestimmt hat, zusammen
( val. [6] ),
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Andere Ergebnisse der Abhandlung [5] wollen wir nicht an-
fihren,

Ober eine interecssante Verallgemeinerung der Darstellung dey
allgemeinen W-Kongruenzen im 7.  wird der Autor das nlch-
sten Mal informieren.

[1}

2]
[3]

4]
[5]
[6]

il

s
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Co Segre : Le congrusnze retiilinee W sderenti a due super=
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