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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 

1, 1 ( 1960 ) 

PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DU CONTACT III 

Eduard CECH, Praha 

Le problème de 1'élévation de Tordre de contact -

de deux courbes Q ^ C ^ par moyen de projection des 

courbes faite d'un centre commun Ç appartient à la pha-

se la plus ancienne de géométrie projective différentielle, 

car déjà en Halhpen ( Sur_ invari_ants_dj.ffêlentiels 

des çpin-bes^gauches, Journal de l'Ecole Polytechnique t. 27 ) 

a montré que si deux courbes Q f i C ^ de l'espace ordinaire 

ASJ se touchent au point commun de A > alors les points Û* 

qui, en tant que centres de projection, élèvent l'ordre du 

contact remplissent un plan tangent commun de &
 e n 

que Halphen appela plan tangent principal. En 1897 Berzolari 

( Sugli_invarj.aiitj. differenziali projet"y.vi delle_curve ¿i_un 

iperspazio, Annali di Matematica t. 26 (2) ) a montré que le 

résultat de Halphen subsiste dans les hyperspaces. 

C'était en 1925 que Bompiani [Sul_contatto di due _çurve 

sghembe, Memorie dell'Accademia delle Scienze di Bologna 

t. 3 ( 8 )] a montré que l'ordre de contact ¿A — 7 ( 

de deux courbes C ^ de l'espace ordinaire J^peut 

être élevé par projection en général de trois unités au plus ; 

si C é 9 i C j ^ sont situées sur une surface donnée i(/et que 

le centre de projection ù appartienne au plan tangent à W 

au point de contact /( de C ^ , C j Tordre de contact 

des projections est général , s'éleve à 4* * 

pour 0 situé sur la tangente de W conjuguée a la tangente 

commune de C ^ en et, si T o n a 4 * il 

s'élève en général à A ï Jt si 0 est l'image du plan 

osculateur commun de G ^ / ¿ 4 en A dans la correspondance 

bien connue de C. Serge relative à la surface et au point 

A. 

Au Mémoire Propri^été^projectives, du contact I ( Publications 

de la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk, année 1928, 



n°  9 1  )  j  *a i  considér é l e ca s généra l  d e deu x courbe ©  &A  f  &z 
sítuée s dan s l^espc e projecti f   $x  a   JL  dimension s e: t  ayan t 
en u n poin t  commun  A   u n contac t  d/ordr e précisémen t   ^4 4 

í^árZ^ )   e t  j  *a i  prouv é u n théorem e simpl e e t  intuiti f  qui , 
en supposan t   qu e 1  o n a 

(i )   ®ÚA$  ;   v . 

donn e l a conditio n nécessair e e t  suffisant e pou r  qu e l e sous ^ 
espac e llnéair e  0  d e  4   pri s comme centr e d e projectio n 
élev e 1  'ordr e d e contac t  d e  tť  unité s a u moin s  *  1  Inégallt é 
(1 )  es t  ďailleur s indispensabl e pou r  l a validit ě d e mou théore 
me d e 192 8 qui .  eontien t  celu i  d e Bompian i   (  énonc é plu s faaut ) 
comme conséquenc e immédiate *  I I  es t  ínutil e d e répéte r  ic i 
1 énonc é d e mon théorem e d e 192 8 ca r  c'es t  l e ca s particulie r 

pru =*  A  d u théorem e plu s généra l  qu i  ser a énonc é e t  prouv é 
plu s loin » Maí s í l  convien t  d e précise r  d  'abor d quelque s défi 
nitions .  Le s point s d e 1'espac e projecti f   Sx  son t  détermíné s 
par  leur s coordonnée s homogene®;autremen t  di t  l e poin t   SL  d e 

Sx,  es t  détermin é analytiquemen t  pa r  u n vecteu r   X + 0  a 
ji   + A  coordonnée s (  nombre s réel s  ) f ce vecteu r   *   pouvan t 

encor e Utř e multipli é pa r  u n scalair e  \jrů  arbitraire *  Pou r 
I s validit é d e notr e théorlm e d e 192 8 i l  es t  essentie l  d e rempla 
eer  l a notip n vagu e d e courb e pa r  cell e d  *un e courb e réaaliere * 
Uhe courb e régulier e  C   d e  S  ̂ es t  donné e e n expriman t  le s 
coordonnée s homogené s d u poin t  mobil e  x   d e  6   e n fonction s 
de elass e différentiell e  infini e  (  manifestement $  cett e hypothe.s e 
peut  etr e affaibli e  )  d  u n parametr e  u  régulie r  c e qu i  veu t  dir e 
que pou r  chaqu e valeu r  d e  M»  le s deu x veeteur s 

I £} i i 

son t  linéairemen t  indépendant s   \  l a droit e qu i  join t  le s deu x 
point s (2 )  es t  l a tangent e a  l a courb e  C  a u poin t  qu i 
correspon d a  l a valeu r  envisagé e  M  d u parametre *  Dan s notr e 
cas d e deu x courbe s   C4  ,   <* ,   e n contac t  i l  suffi t  qu e l a 
conditio n d e régularit é  (  indépendanc e linéair e d e  (2 )  )  soi t   * 
rempli e  (  pou r  l a courb e  C4  e t  pou r  l a courb e  C ^   )  pou r 

 2 



l a valeu r  MJ  d u parametr e Ms  qu i  correspon d  a u poin t  d e 

contac t  parc e qu'i l  es t  manifest e qu'ell e  ea t  alor s rempli e 

auss i  pou r   toute s le s vrileur s d e  /U ,   .  suřřisaminen t  voisine s 

a  A   o  Le s deu x  courbe s  C4  ,   Č&  on t  alor s  í  s i   4  2  &   ) 

au poin t   A   l a mera e tangent e  ^   o  O ř  outr e  l a régularit é de s 

deu x courbe s donnée s  C4  ,   C A  i l  es t  essentie l   d e suppose r 

ausrs i  cell e de s courbe s projetée s  \  o n vol t   sán a pein e qu e 

cec i  es t  exprim é pa r  l a eonditio n qu e  l e centr e d e projectio n 

0  n e contienn e auou a point_d e I d  tangent e  ť  Ł   »  Cel a 

exig e qu e l a dimens i  o n d e 0  soi t   ž   ^   X \  pou r 

>t  =  3   es t  u n point ,  pou r   /f c   4   i m poin t   o u un e 

droit e etc * 

La notio n cl e régularit é  s e trareport e aiaémen t  d u ca s d e 

courbe s a  celtx i  d e viriéte s d e dimensio n  supérieure *  Un e variet a 

régulier e V*  d e dimensio n /*/  d e l'espac e  projecti f  S/t/  es t 

donné e e n expriman t   le s coordonnée s homogene s d e so n poin t  mobil e 

X  e n fonction s  infinimen t  différentiablep ;  d/u n systém e d e 

pararnětre s régulier s  Ac4t MZ ,  ť ť  *  ̂ / ^   qu i  es t  u n systém e 

te l  qu e les .  veeteur s  (  o u point s d e  ^ t   ) 

O* QJL 
( 3 )   X *  QH4  '  *  '  O** , 

son t  liné í̂renien t   independent B pou r  chaqu e choi x  ^     ̂ f   /  . .  ť  ť   > 

A/ n r  >%,   5  l e: S point s  (3 )  déterminen t   alor s 1  'espac e tangen t 

(   a   /* v  dimension s  )  a  l a variet é réguliere .   /   a u poin t   qu i 

correspon d  au x valeur s choisie s  ÁL4 ,   1  A *   3e s parametres * 

Tout  comme pou r  /w-4  ,  1  'indépendanc e linéair e de s point s (3 5 

pou r  u n choi x particulie r  AJU4 ~ M,4  ,  ,  .  .  .  .  .  .  ,   x̂̂ ,  ť   ťo* , 

inipliqu e cell e relativ e a  tou t  choi x  te l  qu e le s  quantité s 

\ÁJU4   'ALA I   ,  ,  ,   )  ̂    ^   I   soien t  suffisammen t  petites * 

Rappelon s encor e l a notio n d e l/ordr e  d e contact *  O n di t  qu e 

deux varxété s réguliere s  V4 $ K  ů e  ( 3i m^nsion .  ?h>  d e 

l/espac e  5 ^   on t  u n contac t  d  # ordr e  4   —f   a u moin s  [A ^2) 

en u n point ,  commun ft  s i  pou r  u n choi x  convenabl e 

(4 )  ' •  X  í*41 -- 1 *>/*),  | K i  * i4*/**)  : 

de paramétrisation s  réguliere s e t  de s fscteur s scalaire s 

3    . .   , 



de coordonnée s homogene s o n ai t 

(5 ) 
J X 

n> u. 0MM ':"/ff Q W* 

(ii*0   ,,  i*  * °,  &+• *$<«  ***) 

pour  le s valeur s d e  A^i,  ^r*  qu i  eorresponden t  a u poin t 

de contae t   h  \ i l  e n résult e e n particulíe r  qu e 1'espac e 

tangen t  a  l {  e n $  y  es t  tangen t  auss i   a  \( , 

Supposon s qu e l e poin t  A  correspond e a   AL  ̂»"'•"• •  ^^  ̂*  ̂  

mai s a  par t  cel a parton s d e parametr!sation s  quelconque s 

X (̂4|. -  ,  A *  )  *   i  (*<   i~t -*•/», )  |  l a čouditio n 

pour  le  contaet;  d  ordre  A4  est  qu  11  existe  dea  fonctlons 

ínfiniment  différentiables  ,\  (̂   .  ;  l ^  de  M4  f    ,  ^/n 

te lí es  que 

A+0, 
'ÍM, 

TI : 

o u 
'V A ^ 

9tft 7 * 

' ' O*. '/; 

+  0 .  U =   LÍ0 

p o ur  M4  • •    y^/H  O 

• • •  AAm = 0  en  y  posant 

et  que  (5)  a it  l ieu  pour  /c4 

M [u<,...,  x^ )    A (*<,, > 0  ř ( M# i.,  Mu A 

/ , Le  biit  de  ee  Mémoire  est  de  eommencer  1  étůde  géneralisée 

• de  1  elévation  de  1  ordre  de  contaet  par  propéct Ion  en  conildé* 

rant  au  Hen  de  deux  courbea  C4  9  Cz  deux. variet es  régu

Iteres  fy  $  %  de  dimensi on  /h/  arbitra! re i  Comme pour  les 



courbes  nous  scmmes  intéresséa  au  eae  ou,  1  eráre  de  contact 
d'e.  V4  , V%  au  point  commun  /l  étant  préeisément  ,4  ^ 

(A^Z) f  1 'ordre  de  contact  des  projectiona  est  au  moíns 

^  4.  gr   4  on  le  norabre  ^  sat lsfait a  1 'inégalité 

(1)*  Remarquongr  tout  de  suitě  qu *i l  y  3 ume  dífférenee  essen
t ie l l e  entre  le  eae /tv = 4  de  ccurhes  et  les.  cas  sttpérieurs  s 
tandís  que  par  deux  courbes  regaiieres  011 peut  toujours  faire 
passer  urie  surfaee  réguliere  fí  la  plus  petite  dimension  /#*/  c! une 
varieté  réguliere  IV  c  Ŝ   contenant  k#  et Vt  peut 

avoir  une  valeur  quelconque  /w  Ł /ť  tel le  que />v + 4 &  /HC é JL/HJ% 

.  -* • 

>?, 

Cans c e Mémoir e  j e roe  ̂orn e a  '?cn îdére r   l e ea a /W, - /vu+4 
on 1  énonc é d r  résulta t  n e differ e gaer e d e raon  théorem e princi ^ 
pal  d e 192 8 traitan t   l e ca s /K - 4  d e deu x  courbes *  D u rest e 
l a démonstratlo n  qu i  ve s suiyre ,  spéeialisé e a u ea e /H/-4  , 
peutetr e  preférjbl ^  a  eell e clonné e e n 19ci 8 qu i  étai t  u n pe u arti 
řicielle , 

Voie i  1  énonc é préci s d u théorem e  qu e nou s voulon s prouver * 
Dane 1  "espae e projectl f  S  ̂ soi t   VC/* 1"" 6  un e variet é régu« » 
líer e  d e dimensio n flu + 4  contenan t  deu x variété s V4 V 

"ť   * '   " "   "   *   ť   "ť" "   """"" °   ""™*™™™*"*"" "   """"' "   »"ťť"ť "   1   « »  i .  n i   —ť..ť.ulili .   «   ,, ,   1   ,, ,  9  2 , 

de  dimensio n nv  gu l  on t  e n xm. poin t   eommun A  u n contac t 
d jprďr g précisémen t  A - A (A  ̂ 2 )  .  O n peu t  alor s 
suppose r  donhé e un e parametričt í  o n régulier e 

de  V v  tell e qu e M,4 »  ť  ť  *  =» ̂ ^ f    ̂   ~  #   a u 

poin t   / I   »  O n peu t  auss i  suppose r  qu^i l  exist e deux .  fonctíop s 

sealaireS ' 

infinimen t   différentiable s  e t  telle s qu e 

X W , i M M i ^ ) i ^(*<r ,**,%) 

soien t  de s paramétrísation s  réguliěre s d e Vt  j  Vz  e t  qu e 



lit*- d» 

(7) 
ÏL . êi «, ... 4 

Y ht à. 'M 

(¿5 0, .... foSO, fit-ifrZA-J) 

au point f\ � On peut encore supposer que» 6~ étant un 

entier positif satisfaisant a (X ). 

(8) i £ _ £ 

/W 

pour z^* - � * � -¿^ft - 0 d *ou il résulte en particulier que 

l'espace t
 c JL /w dimensions passant par les points 

(9) 
'/h 

soit l'espace tangent commun a K t K en A e Soit enfin 

Î) c ^ un espaee linéaire sans point commun à t de 

manière que les protections * , * V* du centre 0 soient 

des variétés: régulières: à /n? dimensions ayant un contact 

é ordre au moins A - 4 au point n C|U X ê vJ t la projecti©n 

du polrit A „ Ceci étant, condition nécessaire et suffisante 

pour que 1 "ordre de contact en h* de * , "V^ soit 

au moins A + Û ' - J est qu'il existe des fonctions 

f * / A») , fi i+1,-, 4Lm) 
infiniment différentiables telles qu'on ait 

d o ) l i L — V + y a ~ + — ) ** Q 

»6 



m  X^ X^,- ,*U, ̂ ) Cv. (6)] et  *l««,U»,#)wO 
veu t  díř e qu e l e vecteu r   Ž   (Of  ...f09  ú)  es t  sol i  ̂ér o 

sol t  i m vecteu r  répresentatl f  d #un poin t  situ é dan s l'espscf    0  9 

Remarque 1 # Comme dan s l e ca s particulie r   /H ~4  trait é e n 
192 8 % c ;@ qu i  es t  remarquabl e es t  que .  l e nombr e  A  n  entr e dari s 
les   condition s  (30 )  qu e moyennsn t  l/inégalit é  (1) *  Plu s préci 
sémerit |  l a variet é  W  étan t  donné e e t  l e centr e d e projectio n 

0  étan t  te l  qu e l e paasag e au x variété s projetée s élev e 
I  *ordr e d e contac t   A4  d e  V  ̂ §  Ven  ^   c3 e  ° ~  unltés *  a u 
m©íns^  alor s l e meme centr e d e projectio n  0  a  l a meme pro 
priét é s i  o n remplae e l e coupl e  k j   %  Vz  pa r  xm autr e coupl e 
*  Ví*  f  'V*  Byan t  contac t  ďordr e  V' /   e n  $   pourv u qu e 
/ 4 2   ď  *  4 # ^ ^   e t  qu e  V*  $  f\ť*  aien t  contac t  d  'ordr e 
G* ~ 4  a u nioin s e n  ft  « 

Remarque 2 *  I I  es t  éviden t  qu #on peu t  suppose r  qu e le s fonc 
t i  ©n a  i  f  Q%  qu i  apparaissen t  e n (10 )  son t  de e pelynomes . 

Dans e e qu i  suit ,  le .  symbol e  &y>(u)  (ý?  4,  2t3,...  J 
design e chaqti e fonctio n  H   sealair e o u veetoriell e  infínimea t 

tell e qu e l e de 

9»'" 
1*?

M1  i  •  

<ŮH  ^ 

l  AA/n, 

• 0 

1**0,... tfr,ZP,  0*j,*~*Í„*jo. 

pour   /ťt ,  ~  •  "  =  *%,  ~ O  d e s o r t e  Q ue» ďapre s  (7 )  e t  (B) , 

On peu t  pose r 

(11) </>,-% - Z ^ K , - , ^ + - 0 ^ W 

OU 

(12) Q K , . , ^ = Z. **   á  J/...J;*. 



dans  l a  sommotlon  9  ď r o i t e, 4J4  , ••  1 ^  parcourent  des 
e n t i e rs  non  néga t i fs  dont  l a  somme 

(13)  1^1 -  A+• •• + 4» 

a  l a  va leur  indiquée  ;  l es  coe f f i c í ^n ts  j ^  ^  dependeat 

symmétriquement  des  ind ices  i n f é r i e n r s* 

Si  A  ! V4  1  •• • 1 V/K  sont  des  fonc t íons  inf inirnent  d i f fé
r e n t i a b l es  de At4  #...  f  ^ ^  et  que 

<£- ^ K / - - r^J « fx (Ul-, V*), 

on voi t  san s  f >eín e qu e condltio n nécesaaír e e t  suffi&ant e pou r 

que 

es t  qu e 1  'o n ai t 

ce  qui  permet  de  poser 

(14 5  0* 

ou 

(15) 

li/-MÍ   V*/ » '  A f 

ií 
l es  c o e f f i c i e n ts fil... lA.  ,  **Ł,•• &&  dépendent 
syramétriques  des  i n d i c e s  i n f é r i e u r s .  Malntenant  on  dédu i t  sans 

d i f f i c u l t e ,  ayant  égard  a* 1 " i n éga l i t é  ( 1 ) ,  que 



6T-4 

où on a, l'es indices .¿, , parcourant ( indépen-

damment l'un de l'autre ) les valeurs / 2 ,>b 

4 1
 cf 

v3 

* ^ ^ + ' ' ' + f> ^ ^ -' � 

/-a y à * . £ J f 

�H»« ^ f � M A , . ^ , ° ¿ « ^ i J ' 

par 

(18) 

il faut entendre les valeurs de 

v E 1 J X . , X ? L 

. a . ^ . ' ̂  a*, K , >* 
I 

pour ^ ^ ... - - ~ 0. 

En particulier 

- 3 . x . Z * £ * a « - J Z ^ ' 



2x 2* 5x 
oř  le s point a  X  ~~Á— r t s\ i ~X *   son t  linéairernen t 

indépendant s e t  1  ordr e d e contac t  d e  r 4  f   r ^   e n  n   n  es t 
pas  2  ̂   ;  pa r  snít e 

(19 )   '   C+ 0 

(   c  'esta~dSr e l a form ě algébriqu e C0 n "es t  pa s identiquemen t 

°'ér o  ) # 

Oř  soi t  0 c S  ̂ u n  e spae e lineair e san s poin t  commun.  ave c 
1 "espae e ~t  tangen t  e n  A   a   k f   e t  a   ^   ;  nou s sommes: 
intéressé s e n 1  "ordr e d e contac t  a u poin t   /I *  de s projection s  fy 
et   *Vj .   d e  k í   e t   ^   d u centr e 0  f  4 *   étan t  l a projecLio n 
de h \ on sai t  qu e l a positio n d e 1  "espae e complémentair e O o  S^ 
dans leque l  o n projet é es t  irrélévante *  O n peu t  suppose r  qu e l e 
reper e d e coordonnée s dan s 1  "espae e  4 ,   soi t  chois i  d e manie r 

/»? 

a 

que, .  d  étan t  l a d  i  men s io n d e 0  ,  le s point s d e O  soien t 
eeux don t  le s  Jt - d  premiére s coordonnée s soien t  toute s égale s 
a  ^ero ,  tandi s qu e pou r  le s points   d e ~0  (  don t  l a dlmensio n 
est  Jb -~ d -4  )  c e son t  le s  JL + 4  derniere s coordonnées .  qu l 
son t   ,̂éro # S i  pou r  chaqu e vecteu r  M  a  X + 4  coordonnée s 
on design e pa r  |$ J  1  "ensembl e de s  X-d.  přemieres  d e ee s 
coordonniées ,  o n obtien t  u n reper e dan s 1  "espae e pr o jecti f  0  s 
si  u n poin t  d e  U   es t  représent é pa r  l e vecteu r  M  e n tan t  qu e 
poin t  d e Sz $ i l  es t  représent é dan s l e nouvea u reper e pa r  l e 
vecteu r  {y\  •  Pou r  u n poin t  quelconqu e d e St  représent é per 
l e vecteu r  H f o n a   A j  ^O  s i  l e poin t  appartien t  a  1  "espae e 

0  et f  dan s l e ca s ©ontraire ,  A J  design e l e poin t  projet é e n 
0"   ,  l e centr e d e projectio n étan t  0 9 Evidemnien t 

i*><fr*w+'~  i : ^hy+^Uii*"'-
Dans l a notatío n introduit e e n (18) ,  1'espae e  * •  tangen t  commua 
de Vf  e t   V̂" *  a u poin t   ^   es t  engendr é pa r  le s point s  linéair e 
ment   indépendant s  %  ,  | *   ( 4 é  ť  */> *  )   •  Pou r  qu e le s 

pr o jection s  V™ ,  V z  soien t  régulieVe s ,  o n doi t  choisi r  O 
de tell e manier e qu e 0  n e contienn e aucu n poin t  d e t  c e qu i 
signifi e évidemmen t  qu e le s point s 

í*j . /ft'J Í'****; (20) 

-10-



sont linéairement indépendants» 

De (16) on déduit par projection 

et de la définition de l'ordre du contact il s 'ensuit que, pour 

que 1 "ordre de contact en de * VA et ^J/^ soit au moins 

(T - 4 il faut et il suffit qu 'on puisse choisir les 

coefficients des formes algébriques (15) ( 0 ̂  k ^ 

de telle manière que ̂  identiquement en ^ < - , M/t / 

z. 1*0 / M = 0 f ce qui peut aussi s. écrire 

{ j = o pour 0 £ Î é 

puisque chaque M & est une combinaison linéaire de points 

fixes'. ( indépendants de ^ ¡ , ̂ -/n* ) ayant pour coefficients 

dtee formes algébriques en , M^ homogenes de degré 

A + ^ 

En particulier* pour que l'ordre de contaet en fi* des proje-

ctions * V™ % soit s A il faut et il suffit qu'on 

puisse choisir les formes, algébriques 3C et A* (4 ^ ̂  ̂  /H.J 

de telle manière qu'on ait identiquement en ^ f ... f ac^ f { = 

c 'est—à-dire 

(22) *.{*}* Z f i f à h 

eu bien qu 'on ait 

pwxp chaque choix d'indices ^ ,���/ tel que 2 O ( ... t 

1 ^ 2 0 » Ji4+-~+ 4 = . L'inégalité (19) 

«,11«, 



Z0 
permet  de couclure  qu*iX  e x í s te  des nombras  A  f  &  (4Á *>   *éí At) 

t e ls que 

de 1'indépendanc e linéair e de s point s  '{20) on dédui t  alor s qu e 

Pour   0A notr e théorem e es t  déj a déniontré *  Ban s l e 

eae généra l  remarquon s d  'abor d  que  $ e n conséqueaac e d e 1'indé -

penclanc e lineair e de s point a (20 )  o n a  l e lemm e »  Soí t 

«H*  z^i&l  + tztfiio 
(  identíquement  en  ÁL4 Ě*~.s  ^/M  )  ou 1 ' i nd i ce  i  pareourt 

un  ensemble  f i n i  et non v ide  quelconque,  6l)^px
  f  "Rd  sont 

des  formes  a lgéb r íques  en  Jt,, •   , M,m  et  ^  sont des 

po in ts  f i xes  dg  .  ^  j  a l o rs  l es formes  (3  et  T7*   sont 

d í v i s í b l es  par  Ł<,  •  So it  ^P  l e  p lus  grand  commun  d i v i s e ur 

des  formes  Q f T*,  C,o » 

tf r /CD, f*=H*3> f C0= E2>; 

on  a  (  identíquement  en  M>< i   i  ^V  ) 

On'  vo i t  sans  peíne  que $  si  l e  lemme  n * é t a it  pas v r a i f  on pour«» 
r a i t  t rouver  des va leu rs  numériques  de  Au4f.„.   { A m̂  pour 
l e s q u e l l es  on a u r a it  E~0  $san&  avo ir  KH^^^^H^^Of 

or  eeci  est imposs ib le9  vu 1 'indépenďance  l i n é a i re  des p o i n ta  (^0)* 

Ceci  é t a n t,  nous  a l l o ns  procéder  par indtrct ion*   Pour  une  č e r t a i ne 

va leur  de  L'  (/léi.<áo~~Z)  suppoaons  que nous  avona  dé.ja 
protrvé  (  ce qui est vra i  pour  L  •» A  )  que f  pour  qu#on a i t 
(  ident iquement  en.  M4 (  .••  ,  ^m  .) 

(23)  {"*}{n}=ln iJ=ol 

11 fau t  e t  í l  suffi t  qu*i l  exíst e de s nombre s 

(24) r ť. i*'4. 

•42 -



i Ú 
ÍA i. 1-4 

áépendant symmétriquenient des indices tnférleursM tels quón 

alt identíquement en /c4 ,... , ^ 

% 

(25) 

f . . . «. 

.1 

(26) 
« • « 

'  * ~ 7. 2 <£t . AI, ... A.. C 

et que les équations (23) sont alors équívalentes aux équations 
( auesi identiques ) en ju. t... f Mm 

« « « « •  

1-v* '. . 
• AIÁ- L-v. . r x ř+ Z a . . f 77 t 

*13



= 0 

Hmis  al lons  prouver  que ,  souš  de  t e l l es  eondi t ions,  pour  la 
va l id i tě  du  systéme  (23)  augmente  de  1  équation  (  e l le  aussi 
identiqtie  en  A4  ,,..  ,  **• />,  ) 

(28) {Wi]=0, 

i l  fau t  e t  i l  suffi t  que t  outr e le s nombre s (24) ,  i l  exist e 

encor e de s nombre s 

CL U95  i 

dépendan t  symmétriquemen t  de s indice s inférieur s e t  těl a qu e 

(   identiquemen t  e n  Mi,...  ,  M.  ̂ ) 

% - se. • Té: 4.  c . t í z  ^ . .< <. a 

?  .  ^V  /.  *«. ! .   ^ť ,  C 
(30)  V. 

h\ -á Ct*  J* * Ck  4 i j o^\ A M C 2/t 

•h  JÍ _  ==r   .  *' * 
í  2  . a.  .  /Í  . ... *  Ł  . 

 1 4



les équations (23) + U8) aont alors équivalentea au systéme 

qui s'obtient en ajoutant au systéme (27) l'équation ( aussi 

identique en M,4 t ... ( ALm ) 

(31) 

^ 7. ^ „ Š ^ r—^- 3" (J( v-^J^ . ^. i+ F v ^  fa*P\_p*J) 
u**± J < > - * - , £ < - * — ^ _ , - V { 

í0{%Í4
X..%i& ] * ?a % / c > v - ^ Í f 

/ " * 

Pour  vérifie r  ee t  énoncé ,  remarquon s d  abor d q u e n vert u 

de (25 )  e t  26 )  e t  d e l a défínitío n (17 )  d e A/ ^  1'équatio n 

(28 )  pren d l a form ě 

+ K  £& , 1 • tí> IJ*  i, c<-* 5 **< ̂  ̂ " 

4 X» 4 Z 

•2" .  * ť  ;••** •  [(t-<)(í/L  {gt }*7\ l . 

*15 « 

*  S-^- 3 It*^*^"*^, 



• i£krj> (í)«:;., fag^- /• z ^ . 

«r  <' f -ž * 1\ f OiX 

Q** V 

X (}.c. 
'.' 

De 1'équation (28) a insi transformée on peut", fa isant usage 
des équations (27) que nous savons e t re équivalentes a (23), 
él i iainer 

JQJLI j_2bL-. i j 2l*  i 
1 '« 4-t 

~16-> 



et remplacer (28) par 

©u 

4 A-/ 

í£ j\i ^~ ^ i • ÁL, ...ÁJL . C 

*)  • sont des po in ts f i xes de ^ et A • sont des fomies 
algébriquesr en Mň ,  , M  ̂ * Alors l e lemme donne que 

l es řormes Q , "f^ sont des mu l t l p les de č0 ou, ce qui 
est l a meme chose, q u ' il e x i s te des cons tan tes ,, i 

xí 
ČV . .. dépendant symmetriquement des i nd i ces i n f é r i e u rs 

et t e l í es qu'on a lt ( 30) \ en ée r i vant l a va leur e x p l i c i te de 

•§ f^fla  e t  e n  8 e  r appe lan t  1 ' i n é g a l i t é  (19)  on.  obt$ent 
(31)*  Enf in ,  i l  e s t  a i s é  de  vo i r  qu ' inversement  l e  systéme  (25)  + 
(26)  +  (2?)  +  (30)  +  (31)  implique (23) + (28)* 

Nous  avon.í*•• a í n s i  prouvé ,  pa r  i nduc t i on ,  que  pour  que  1 'o rd re 
de  con tae t  en A  des  v a r i é t é s  pro j e t é es *]/.  . *Vf  s o i t 

au  moíns A + 6~~4  i l o i é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t  qu  i l  e x i s t e 

des  nombres 4,°, &\ él.  •  l0'"'  $  aiú n£4 

'****  i. I " 1 ^i z% ..£ M t e ls qu'on a i t ( 2 7 ), ou maintenant 
« *• *< v tr-4 * 

-4 » 6~ „ Pour achever l a démon&ration du théoreme i l s u f f i t 

- 17* 



a (10) s i 

iO H 4 ÍL y 
4 , ; ( * i /  " • / * » , )  ~  ^  <"  ̂   «•  j 7  ft  •   •  + 

:. r- / 
(ér')!  a 

ou 

i 4  —i*   . .,  —,  I I 
Č.CL.  AI.  CL  ^  2.  a.,  %  M.  M

  2  a1' ^ < r - ' ^  í . e - w 

(32) 

de manierre que l es éqtiations {21) n __ ^^ peuvent s écrire. 

- 18 -



^r  í l  es t  ais é d e voi r  que ,  s i  £",, ,  ][ o indiqu e qu'o n doi t 

poser AJLI •*  • • • = ^ =*  0 on a pour +. • ~4,JLt.. . t &~-? 4 

Qx 

> Z M. T T - T T - + 7 1 <*> 
| \ * / * - * ? * , 'A 

4. Si 

• €1 2: M, . ... A. 
V"* i 

ee qui perinet de remplaeer l e systéme d 'équa t ions (32) par l e 
systéme 

^ ^ • • \ | t ^ r (̂  F*£*3rtf.J " 
(^ l í í fr--*J 

évidemmen t  équívalen t  a u systém e 

qui  n e differ e qu e formellemen t  d u systém e (10 ) 

-19 -
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