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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
IX:26—48 1973

VERALLGEMEINERUNG
DER GONIOMETRISCHEN FUNKTIONEN

RoBERT KARPE (BRNO)

(Eingegangen am 10. Mérz 1972)

In dieser Behandlung betrachten wir die goniometrischen Funktionen in engerem
Sinne des Wortes; d. h. wir behandeln nur die Funktionen cos ¢, sin f, weil die
iibrigen als die von jenen zusammegesetzten betrachtet werden kénnen.

Dieses Studium bietet unmittelbare Analogien der goniometrischen Funktionen
und zwar sowohl aus den analytischen als auch den metrischen Griinden.

Die ganze Behandlung besteht aus fiinf thematischen Absitzen, A bis E, deren
Inhalt immer im voraus angedeutet wird.

A. Analytische Analogien und deren Prinzipien.

1] Definition. f(t) sei eine Funktion im Argument ¢, mit unbeschréankter Anzahl
der Ableitungen im gewissen Intervall; n sei eine natiirl. Zahl.
Die Funktion mit der Ableitungsperiode n ist eine Funktion f(t), fiir die gilt:

(1) Dnf(t) = f(t), Dif(t) == f(2), k=12 ..., n—1

2] Vereinbarung. Die charakteristische Gleichung, die der dif. Gleichung (1)
entspricht, bezeichnen wir A? = 1. Die Wurzeln dieser Gleichung bezeichnen wir
Enk =8, k=0,1,...,n—1, wo (wie wohl bekannt ist) gilt:

2
(2) sk=cos2—k-—1—c~+i.sin;ﬁ1—=, k=0,1,...,n—1
n n
3] Definition. Eine Spezialbasis der partikuldaren Losungen der Gleichung (1),
die wir bezeichnen:
3) fn,i(t), t=0,1,...,n—1
besteht aus den Funktionen, die folgende Bedingungen erfiillen:

{ﬁdm=l; fag0) =0, j=12...,n—1

“ Dfn,s(t) = fa, 11(8), j=01,...,n—1.

-1
4] Vereinbarung. s, i sei die Bezeichnung fiir die Summe Z (&n,7)*,k=0,1,2,

also fiir die sogenannte k-te symmetrische Funktion, die den Wurzeln der Gleichung
A% = 1 entspricht.
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5] Lemma. Es gilt:
(5) Sn, k=10 fiir k#C.n
=n fur k=C.n
wo C eine ganze Zahl ist.

Beweis. Betrachten wir ein willkiirliches Polynom n-ten Grades: Py(z) =
= a® 4 a@n1l 4 a2 4 ... + ap_1x + a, . Sux sei die Bezeichnung fiir die
k-te symmetrische Funktion der Wurzeln des Polynoms Py(x). Dann gilt folgende
Rekurenz: Spx+a.Sp 1+ 2. Spx2+ ... +ak_1.82,1 + k.ax =0, siehe
z. B. [1], Seite 39. Daraus sieht man sofort, dass fiir das Polynom A® — 1 = 0 gilt:
1) spe=0fir k=1,2,...,n—1. 2) sy = n fir k= 0. Es gelte weiter k¥ =

' n

n—1
=n+h wo h=0,1,2,.... Dann gilt: spnp= Y, (€)*h =) (&)*. (&) =
i=0 i=0
n—1
=) (&) = sp,n. W.z.b.w.
i=0
6] Vereinbarung. Mit dem Symbol V, bezeichnen wir jene Vandermonde’s
Determinante n-ten Grades, in deren j-ter Spalte einzelne Potenzen der Wurzeln
€ny=2¢8, j=0,1,...,n—1, der Gleichung A® = 1 sind, siehe (6). Wegen der
Ubereinstimmung mit den Wurzeln g,,; wollen wir die Zeilen- und Spaltenindexen
bei V, von der Null anfangend bezeichnen.

1 1 R |
80 81 v .. 81‘,_1
2 2 2
(6) Vo= | & & ... &g
—1 n—1 n—1
£ 1k it |

Ersetzen wir nun in der Determinante V,, ihre k-te Spalte durch die erste Spalte
der Einsermatrix E,: die heimit enstandene Determinante bezeichnen wir V,x;
k=0,1,...,n—1.

7] Lemma. Es sei gegeben das System von # linearen, nicht homogenen Gleichung-
gen mit » Unbekannten, in folgender Matrixform:

(7 Vp.z=j;
V, ist die der Determinante V, zugehoérige Matrix; z ist der Spaltenvektor von
den Unbekannten: z = (2, 21, ..., 2n_1), und j ist der Vektor aus der ersten

Spalte der Matrix E,; j = (1,0,0, ..., 0,0).
Das eben angefiihrte System hat folgende Losung:

(8) z¢=7b-; 1=0,1,...,n—1

Beweis. Beachten wir zuerst, dass das System (7) gerade eine Losung hat: ¥, ist
niamlich eine Vandermond’sche Determinante und keiner von ihren Faktoren,
d. h. (& — &), j # k, wird gleich der Null, da einzelne Wurzeln der Gleichung
A? = 1 voneinander verschieden sind. Der Wert der Determinante verindert sich

27




nicht, wenn wir zu den Elementen der k-ten Spalte die entsprechenden Elemente
von allen iibrigen Spalten addieren. Dann bekommen wir:

— k-te Spalte
Y
1 R ) o1
€ ... 8m1 ... €l
Vo= | €& -+ Sn,2 ... 8,
el ... snn ... €071
Aber nach dem Lemma 5. gilt: 5,1 = sp2 = ... = Sp,n_1 = 0. Wenn wir also
aus den Elementen der k-ten Spalte die Nummer n ausklammern, bekommen wir:
Va=mn.Vagr; £=0,1,...,n—1. Wenn wir nun weiter, zwecks der Losung
des Systems (7), die Cramer’sche Regel anwenden, dann gilt:
1
—.V
Vn k n n 1
== e = — k=0,1,...,n—1
A A Va '’ "
8] Satz. Die Funktion f,:(t); ¢ 1,..., n—1; kann man durch folgende
Formel ausdriicken:
@ fn.t(t)—~zsZ cefnaty 1 =0,1,...,n—1

Beweis. Die allgemeine Losung der Gl. (1), wenn wir &; anstatt €, schreiben, ist:
zg. 6%tz eft L 42,y €81t

wo 2; die unbestimmten Koeffizitenten sind. Wenn wir nun von der allgemeinen zur
partikuldren Gleichung iibergehen, wobei die Bedingungen (4) zu erfiillen sind,
gelangen wir offenbar zu dem System (7), so dass, mit Hinsicht auf das Lemma 7.,
die Gliitigkeit unseres Satzes ersichtlich wird.

9] Bemerkung. Die Formeln (9) fiir » = 2 sind die wohl bekannten Formeln
fiir den hyperbolischen Sinus und Cosinus.

10] Satz. Die Funktionen fp4(f); + = 0,1, ..., — 1; kann man als folgende
Potenzreihen ausdriicken; ¢ € (— o0, 0):

® gk
t) = ~
In.o(t) k‘;o ()]
(10) ) k-4 .
fn.j(t)=k;m, i=12 ..., n—1
Beweis. Nach dem Satz 8. gilt:

1 2l € . )i © i n=1 gj+i o

)= S e = LS § G EIR AL S
+=04=0 S0l S o S n

nach 7. gllt 1) 8 iyd = Ofur @+J9én k, 2) sp,i,3=n fir i 4+j=n.k wo
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© {nk—4
k=0,1,2, ..., so dass gilt: f () = >

.  fiir § — 0 gilt: _
&1 (nk— )7’ dabei fiir j = 0 gilt: fn,0(0)
= 1, siehe (4). W.z.b.w.

11] Satz. Es gilt folgende Formel fiir ¢ € (—o0, o0):

n—1
(1) % Jnly = o

~1n-—1 1 7=
Beweis. Nach 7. und 8. gilt: an () = Z Z—st % ‘-—,;Z %t

n—1 . 1 »=1 n—1 lnl 1
Yy g =— Y et Y = ) el gy p=—0% . gy =et
i=0 n k>0 i=0 N k=0 n

12] Satz. Es gilt folgende Analogie des Motvre’schen Satzes:

n—1 n—1
(12) L fnitrt) = [ 3 fue0)]"

wo r eine beliebige reale Zahl ist; n = 1; t € (—o0, ).
n—1
Beweis. Nach 11. gilt fiir ein beliebiges reelle Argument z: Y, fa,1(2) = €. Setzen
i=0
n—1
wir hier z = r .t ein, so bekommen wir: Y fu, (rt) = e’
i=0
Nun potenzieren wir die Gl. (11) zum r-ten Grad; dann geht, durch den Vergleich
mit der letzten Gleichung, unser Satz sofort hervor.

13] Satz. Zwischen den Funktionen f,,,i(t);. 1=20,1,...,n—1, gelten folgende
Relationen, die mit den additiven Relationen der goniometrischen Funktionen analogisch
sind:

(13) fn e+ y) = ant(x) Jn,k—s(y) ke{0,1,...,n—1}

wo man im Falle £ —17 < 0 den Index n 4 k — ¢ anstatt k¥ — ¢ beniitzt.

Beweis. Unterscheiden wir hier zwei Arten der Faktoren:

n—1 n—1 1 n=l ]
1) Wemn p=g ist, dann gilt 3 ) — .g.gf .o e v=3 —
1 n—1 1 o pm e
. _
) (Z grh e ty) = ) —.n. &f . et = fy y(x + y)
i=1 p=0 "
—1 n—~1n— . nolncl o
2) Wenn p g ist, damn gilt: 3 5 3 g ch emers =Y Y £
ot i=0p=0g¢=0 " p=0¢-0

a+eq -0 — ; k—i _ gk - -q. i
. €% Tea Y g, . Zoef =0, weil €}, . €' =gk . gyp_g) = &1g . €779; dabei p—q #
&
=+ 0. W.z.b.w.

14] Bemerkung. Aus den angefithrten Formeln (13) entstehen auch weitere
Identitéten, z. B. wenn wir y = —x setzen, mit Hinsicht auf (4).
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15] Lemma. Es sei € = &5,7 eine beliebige Wurzel der Gl. A» = 1 und ¢ sei ein
beliebiges Element der Menge {0, 1, ..., n — 1}. Dann gilt:

(14) Sn,1(€7 - 2) = €n_yg - fn,4(2)

Beweis. Durch den Einsatz ¢ = g .z bekommen wir nach (9): fn,(g2) =
1 nel 1
— $ 8' eexes? — e—l 8’ z 8Ic e®®-2. Da es gllt El sk — 87 8" _ 8“"
0 k=0
= g}z, und weiter: g = s__” = En_tj» kann man den obigen Ausdruck folgen-

L=
derweise umformen: fy i(€;.2) = €n_t5.— Z g,; - 62 Aber die Folge {e},

&> -+ &1, 5 bildet, mit Hinsicht auf dle Identitdt €., = sk, eine zyklische
-1
Permuation der Grundfolge {&}, e}, ..., €i_;}. Demnach gilt: Z g . %2 =
E=0
n—1
= Y & .e% 7 so dass die zu beweisende Relation gilt.
£<0

16] Satz. (Der Satz iiber die Zerlegung der Formel (12) nach den Wurzeln der
Gleichung A" = 1).

Wenn r in der Gleichung (12) eine ganze Zahl bedeutet, dann zerfillt diese
Gleichung — nach der Substitution ¢ = g, .z und nach der folgenden Durch-
fithrung des angezeigten Potenzierens auf der rechten Seite — in » Teilgleichungen;
dabei wird die (n — k)-te Teilgleichung durch gerade alle jenen Glieder zusammen-
gesetzt, die den Faktor g; enthalten. (k =0,1,...,n—1). Die (n—Fk)-te Teil-
gleichung driickt hiemit die Funktion des r-fachen Argumentes, d. i. f x(7z), durch
die zugehorigen Funktionen des einfachen Argumentes aus.

Beweis. In der Gleichung (13) setzen wir y = (r— 1) .z ein; dann nach der
Substitution ¢ = g, . 2, siehe (14), bekommen wir: €,_ . fa, x(rt) = Z €n_i - fn,i(f) .

cEn_kii - Jugx_i((r—1)t), wo gilt: €44 . &p_ g1 = En . En ikt = s,,_k, so dass gilt:

(A) En_k - fn k(rt) = &n_k . Z fn i(t) . fo,k_t((r—1)¢)
i=0
Wenn wir dies schrittweise fir £k = 0,1, ..., n—1, durchfiihren, und alle
diesen Gleichungen summieren, so bekommen wir:
n—1 n—1n—1
(B) Z Enk - fn,k(rt) = Z Z Entk - fn, i(t) So,k—a((r —1)¢)
k=0 k=0 i=0

Anderseits, wenn wir die Gl. (12) fiir das Argument &,¢ statt ¢ schreiben, bekommen
wir nach (14):

n—1 n—1
© Z Enk - fo,k(rt) = [z Enk - (t)]r
k=0 k=0

Nun stimmen die linken Seiten der Gleichungen (B), (C) iiberein und ausserdem
kann die rechte Seite von (B) (schrittweise) ausschliesslich durch die Funktionen
des einfachen Argumentes ausgedriickt werden. Daraus ist aber ersichtlich, dass die
rechten Seiten von (B), (C), nur zwei verschiedene Arten von demselben Ausdruck
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sind. Die Gl. (B) kann man aber in n Teilgleichung

: . gen der Art (A) zerlegen, d. h. alle
%lzdsl\‘v 'von einer und derselben Wurzel & bilden immer eine Teilgleichung.

17] Beispiel. Applikation des Satzes 16. fiir n = 3.

2 2
j;)f3,1(2x) = [;)f“(x)]z; nach der Subst. x = g;¢: f3’0(2t) + &, -fJ, 1(2t) + & -f3,2(2t) —

= Ufsolt) + 8 - f5100) + &1 120 = fHol0) + & S30) + &2 f3a0) + 8. 2.

-fszo(t) - f3,1(0) + & 2. f3,0t) . f3,2(f) + 2.f3,1(t) . f,,(t). Daraus, nach dem Ver-
gleich aller Glieder von derselben Wurzel g;:

a) f3,0(2) = f2,0(t) + 2. f3,1(2) - f,2(t)
b) f3,1(2t) = f3,2(8) + 2. f5,0(8) . f3,1(t)
c) f3,2(2t) = f3,1(6) + 2. f3,0(t) . f3,2(t)

Dies aber entspricht dem Satz 13. fiir n = 3, wenn wir « = y = ¢ setzen.

B. Die geometrischen Analogien in einer Ebene mit dem System von n Halbachsen.
Prinzipielle Verhiltnisse.

18] Definition. Eine Ebene mit dem Koordinatensystem von » Halbachsen
benennen wir kurz ,,die Ebene a‘‘. Die Ebene der komplexen Zahlen (die Gauss’sche
Ebene) benennen wir kurz ,,die Ebene y*“.

Die Deckung zweier Koordinatenebenen bedeutet, dass diese beiden Ebenen
dicht aufeinanderliegen, wie zwei Nachbarseiten in einem Buch. Jede zwei Punkte,
die bei der Deckung im Kontakt sind, werden immer mit demselben Buchstaben
bezeichnet. Die Anfangspunkte der beiden Koordinatenebenen miissen wechselseitig
im Kontakt sein.

Bringen wir die Deckung der Ebene a mit y zustande: In der Ebene y seien
einzelne Wurzeln g; der G1. A% = 1 jenach der Vereinbarung 2. bezeichnet. Ausserdem

—
seien hier auch die zugehérigen Radiusvektoren g = Og; bezeichnet; j = 0,1, ...

e, n—1.
Das Koordinatsystem von n Halbachsen in der Ebene a ist das System von x.
orientierten Halbgeraden X,, X, ..., X,_;, die aus dem gemeinsamen Anfangs-

punkt O in solcher Richtung fithren, dass die Halbachse X; mit dem Radiusvektor
g ey zusammenfillt; j =0,1,...,n—1. Dabei haben X;, &, auch dieselbe
Orientierung.

Ein beliebiger Punkt P € & wird angegeben durch einen geordneten Satz von n
reellen, nicht negativen Zahlen (ao, a1, ..., @s_1), so dass der entsprechende Punkt
P € y als der Endpunkt des orientierten Vektorpolygons acgo A\ @181 A ... A @n_1-
. €n—1 fungiert, das in dem Anfangspunkt 0 beginnt. (g || ag).

Mit dem Symbol r bezeichnen wir den Radius OP (oder den Absolutwert des

—
Radiusvektors OP).

19] Bemerkung. Einem und demselben Punkt P € & kann man ersichtlich eine
unendliche Menge der n-gliedrigen Satze von Koordinaten zuteilen, d. h. jeder von
diesen Sétzen geniigt nach der Def. 18.. In dieser Menge existiert aber gerade ein
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Koordinatensatz, der einem willkiirlich gewéhlten Parameterswert ¢ entspricht.
Dariiber im Absatz C. Einstweilen setzen wir einen willkiirlichen Koordinatensatz
des Punktes P voraus.

20] Definition. Es sei ein willkurlicher Punkt P € a, der durch einen beliebigen
Koordinatensatz (ao, @1, ..., @s_1) angegeben ist; » = 3. Die zusammenhingende
gebrochene Linie ea, die aus den obigen Koordinaten so gebildet wird, dass sie
sich bei der Deckung & mit y iiberall mit dem orientierten Vektorpolygon aogs A
A€ A ... A Gy_184_1 deckt, bildet, zusammen mit dem Radius OP, ein (n + 1)-eck,
welches wir als ,,das Koordinaten-(n + 1)-eck des Punktes P € a‘‘ bezeichnen. Dabei
benennen wir die Seite OP ,,die Hypothenuse'* und die Seite a; ,,die j-te Kathete*,
j=0,1,...,n—1

21] Satz: Es sei ein Punkt Pea durch seinen beliebigen Koordinatensatz

(@0, @1, ..., an_1) gegeben; n = 3. Dann gilt
a) Firn=2k+1,k=1,2,3,...
2% & k 2mj
(15) rzzzo(?;)_;_];) . Qgyf . COS —— 2k+1 ,
b) Firn =2k, k=2,3,4, ...
%=1k k=1 nj
(16) r? = Z(Z+Z)a5.ai+j.cos7,

i=0 j=0  j=1
wobei in den beiden Fillen gilt acn,s = a5, wo ¢ eine ganze Zahl ist.
—
Beweis. Bilden wir das Skalarprodukt OP . 5;’; wir bekommen:

n—1 n—1
r2 = (Z aiiii) . (Z ajéj)

i=0 =0
Erwigen wir, wieviele verschiedene Paare entstehen auf der rechten Seite dieser
Gleichung. Es gilt offenbar: 1) Zwei Faktoren mit wechselseitig gleichen, bzw.
ungleichen Indexen, treffen immer gerade einmal, bzw. zweimal zusammen. 2) Es
21c _7

n

gilt: (ai&i) . (@iys€14g) = @i . Qiyg -

- . - 2mj _ .
Uberlegen wir nun wieviele Paare a;.a;.;.cos “™_ existieren fiir einzelne
n

Indexe j: ordnen wir dem Indexensatz (0,1,2, ...,7n—1) seine j-te zyklische
Permutation zu; hiemit bekommen wir:
(17) {(O’J)’ (1’ 1 + .7)’ ce ey (n —1 —.7’ n— 1)’ (n —jr 0)’

m—j+1L1),...,(n—1j—1)

Betrachten wir nun zwei Falle: a) n =2k 4+ 1, k= 1,2,3, ...: Dann geht die
Folge (17), schrittweise fiir j = 1,2, ..., k, in die zugehorige Folge iiber, die in
jedem Fall aus (2k + 1) verschiedenen Paaren besteht. b) n = 2k, k = 2, 3,4, ...:
Dann geht (17) in die zugehdorige Folge iiber, die bei den Fillen j # k immer aus 2k
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verschiedenen Paaren besteht. In dem Fall j = k erscheint jedoch jedes Paar
gerade zweimal, so dass summarisch gilt:

2nj
ad a) =73 a+2. @ - By - COS 50— 7
Z Eo 72 " 2k + 1
%1 2k—1 k-1 nj 2!
ad b) r2 = Za3+2 Z Zai.a¢+j.cos——-——Zai-at+k
i=0 i=0 j=1 L)

Daraus bekommen wir, nach kurzer Umformung, die obigen Formeln.
Die Beziehung den,; = a5, wo ¢ eine ganze Zahl ist, geht daraus hervor, dass
immer a; als Koeffizient beim Vektor g; fungiert.

22| Definition. In einem Koordinaten-(n + 1)-eck, der einem beliebigen Punkt
Pe a, gehort, fungieren folgende metrischen Funktionen:

(18) Ony =25 j=01,..,n—1
Mit Worten: @n,; ist das Verhéltnis der j-ten Kathete (j = 0,1, ..., n — 1) zur

Hypothenuse, in einem Koordinaten-(n + 1)-eck eines beliebigen Punktes P € a,
P £0.

23] Bemerkung. Eine so definierte Funktion @y,,; dndert sich im allgemein mit
der Anderung der Lage der zustindigen Gipfelpunkte des Koordinaten-(n -+ 1)-eckes;
also nicht nur mit der Anderung der Lage des Punktes P.

24] Satz. Zwischen den metrischen Funktionen @4, ¢ =0,1, ..., n—1, die
einem Koordinaten-(rn 4 1)-eck gehdren, gelten folgende Relationen:

a)Firn=2k+1,k=1,2,3, .

19) 35+ .
COs —
i=0 j=0 j=1 Pt - P4 - 2k + 1
b) Firn =2k, k=2,3,4, ...
2%—1 & nj
(20) 1= Z Z + Z ‘Pni Pn,i49 - COST
i=0 j=0 j=1

Beweis. Wenn wir die Gleichung (15), bzw. (16), durch die Grésse 72 dividieren,
dann bekommen wir nach kurzer Umformung und nach dem Einsatz von (18)
sofort die zu beweisenden Relationen.

C. Die Verbindung der gefundenen Relationen, d. h. der analytischen mit den
metrischen.

25] Satz.
a) Firn=2k+1,k=1,2,3, ..., und fiir te(—o0, ), gilt folgende Identitat.
2 ™\, % 2
ey SR (5 S ) S 000 2
{0 =0 =1 +1
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b) Fiir n = 2k, k =2, 3,4, ..., und fiir t € (—0, 00), gilt folgende Identitit:
2 {cos — 2k-1 117}
(22) ) (O ) Z 2—{— Z)fni .f,,,”;(t).cos—ic‘l
t=0 j=0

Beweis ad a) g bedéutet hier die i-te Wurzel der Gleichung A2k+1 — 1. Weiter
bezeichnen wir €;x,1_5 = £_;. Dann gilt, nach (9) und nach (2):

;0 (72 + Z)fzm 1(t) - fa i, 144(2) - 2ﬂ‘1 = Z Z - Z (2k 1 Z & esrt)
1 1

1=0 7-0 Jj=1 r=0

zk 1 k
w125 ew) g @) =5 g Z Z eltrreal, Z + Z)Sn

b1 . .. 1
(gg + s;?) igo €}** = | mit Hinsicht auf (5) | = PR + l Z e("*“—s)f gb + E)

. 1 1
- &15(8; + €_4) = | zerlgen wir | = {5 o1 efoi Bt ( 2;)+ Z €& — 8—:)} +
) j=1

1 1 L
%?EMHQW””WZ+ZMW“WW+”ﬁ

Die Ausdriicke in den geschweiften Klammern werden iwir nun nacheinander
umformen:

D 5gpr o (})_ZU + Z @+ o) =5 o 1+vl, o (260 + e + £.0) +

+ 2(ez + £2) + k + 2(ex + £.%)] = T L i e? 8; €; = 0, siehe (5).

%%-%Lf e""””’—""(Z+§:)s’“l 2 @ ) =
2]‘1 0 }: o®r + et 2 7 gl 2 u\;o &~'] = | mit Hinsicht auf (5)| = %

' 917] LT 2%k A D) = e ),

Beweis ad b) & bedeutet hier die j-te Wurzel der Gleichung A2¢ = 1. Weiter
bezeichnen wir €x_; = €_;. Dann gilt, nach (9) und nach (2):

' 2k—1 k 1
;0 12:0+ :L:)ka 1(t) . fak,144(t) . co k lnzo 7§+ z (2k Z g ee,{) (25

j=1

1 1 2% o)
o) e = S e (50 e e
) 1 r -0 520, 7’% RS

- Y €** = | mit Hinsicht auf (5)| = 5 2k Z e tedt (YY) gr5(ey + € g) =
i=0 l 1 i=0j=1 1 1

= | zerlegen wir| = 1 5 ok GRS z + Z ) €. (&7 + s_;)} {.5 S
1 k

.eEextearn)t (Z + 2) &k - (&5 + S_j)} — 1 2 oler +ep)t Z + Z) (ejt +

j=0 j=1 2 2k 7'0 i=1

+ &_5) (&5 + G—I)J .
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Die Ausdriicke in den geschweiften Klammern werden wir nun nacheinander
umformen:

1 1
2 o
2k-1
2t Z €s = 0, siehe (5).

=0

1
D) - .02 {280 + 2(e1 +€.1) + 2(82 +82) + . .. + 2(ep_1 + E_k1) + 26} = 5%

2) 5

1 1 2%t 1
+ o)+ (CDEL 20} = 5o @2 Y (1P = e {(—).

8=0

_72!15_ ce-2 {28 — 2(g; + &.1) + 2(&2 + £2) £ ...+ (—1)FT . 2(gp +

2%—1 _1
c Y g+ 2. Z cz,,} = 0 nach (5), denn Z €25 die Summe aller Wurzeln der Glei-
=0 . =0
chaung Nﬂ = 1 1st

1 k! ) 3 5 1
3) 5 2k Z o(®r te-p)t (Z + 7‘_;1 [ + ) + (&' + )] = 5
k-1
21]‘; Ze(gp+g_,): 2[(87’”—{-8"“ +8p+l+£p+1+8p¢l+ 1+ 8’;{-{—8’”1-{-
£p+l) + (€5~ Iy 8;:—1 + eP7l + . gp—‘ + 3211 + g )] = PRETE e® +ey)t
2 ok = (™)

26] Definition. Mit dem Symbol gu 4(t); 5 =0,1,...,2—1; n = 3, bezeichnen

wir folgende Funktionen:
cos —2£)t

(23) gn,1(8) = fn,5(t) -9_( "
WO fn,4(t) nach (9) bestimmt werden.

27] Satz. Zwischen den Funktionen g, 4(t); 7 = 0,1, ..., n—1; n = 3, existieren
folgende Relationen:
a) Firn =2k 4+ 1, k= 1,2,3, ... und fiir alle reellen Zahlen ¢, gilt:

2rj
(24) Zo Z + Z)gn 1(t) - gn, 144(t) - 008—;%
1= ]-
b) Firn =2k, £k =2,3,4 ... und fiir alle reellen Zahlen ¢, gilt:
21 2nj
(25) =T Z ) 9. 4(8) - g, 1,1(8) . cos

i=0 7—-0 j=1
Beweis. Multiplizieren wir die Gleichung (21), bzw. (22), mit dem Faktor

2 . —
exp{—2 cos—-;:— .t;. Dann bekommen wir, nach kurzer Umformung mit Hin-

sicht auf (23), sofort die Relation (24), bzw. (25).

Beachten wir nun die Ubereinstimmung der Form der Gleichungen (19), (24),
bzw. (20), (25). Auf Grund dieser Ubereinstimmung finden wir einen reellen
Zusammenhang zwischen den Werten der analytischen Funktionen g i(¢) und den
Werten der entsprechenden metrischen Funktionen @g¢, ¢ = 0,1, ..., 2 —1. Dies
kann man folgenderweise ausdriicken:
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28] Korolar. Es sei n > 3. Einem realen Radius r > 0 und einem realen Argument t
kann man gerade einen Punkt P € a, OP = r, zuordnen, u.z. mit jenem Koordinatensatz
dieses Punktes, fiir den es gilt:

(26) A =7T.Qn,i=7.9n,1t); 1=0,1,...,n—1

29] Vereinbarung. Fiir die Grossen aus dem Korolar 4 fiihrepn wir die Bezeichnung
P(ay, a,, ..., a,_1), bzw. P(r,t) ein, und benenen wir sie ,,der metrische-“, bzw.
»,der polare Koordinatensatz des Punktes P € .

30] Korolar. Es sei Index n 2 3. Jedem metrischen Koordinatensatz P(ay, @y, ...
ve .y An_1), der einem bestimmien Punkt P € a gehort, konnen wir gerade einen polaren
Koordinatensatz P(r,t) zuordnen, und wumgekehrt.

Beweis. Den Radius r ordnen wir nach (15) oder (16) zu. Dann gilt es nach (26),
(23) und (11):

n— n— — cosﬁ it "= _0082_1: .
Zlaizr. Zlg,,,t(t) =r.e () ‘ zlf,,,i(t)=r.e(1 ”) t

i=0 i=0 i=0

Daraus, fiir jedes n, bekommen wir einen reellen Wert ¢. Das riickwertige
Verfahren fithrt man nach Korolar 28.

31)] Satz. Fiir die Funktionen ¢y, (), ¢ = 0,1, ..., — 1, gilt eine Analogie des
Moivre-schen Satzes: ’

n—1 n—1
@7 2 In,i(rt) = [go gn,i(t)]"

i=0
wo 7, t, beliebige reelle Zahlen sind.

Beweis. Multiplizieren wir die Gleichung (12) mit dem Faktor
exp{— [ cos —25- .rt} . Nach kleiner Umformung mit Hinsicht auf (23), bekommen
wir sofort die zu beweisende Relation.

32] Satz. Wenn r in der Gl. (27) eine ganze Zahl ist, dann zerfillt — nach der
Substitution ¢ = &, .2z und nach der folgenden Durchfiihrung der angezeigten

Operationen auf der rechten Seite. — diese Gleichung in n Teilgleichungen, von
denen die (» — k)-te aus allen Gliedern der summarischen Gleichung besteht, die
den Faktor ¢ enthalten; k = 0,1, ..., n— 1.

Beweis. Von dem Satz 16 ausgehend, vefahren wir ebenso wie beim Beweis
des Satzes 31. .

33] Satz. Es sei n = 3 und ke{0,1,...,n—1} sei ein fest gewédhlter Index.
Dann gelten fiir die Funktionen gn,4(¢), j = 0,1, ..., n — 1, folgende Analogien
der additiven Relationen bei den goniometrischen Funktionen:

n—1
(28) gn,x(x + y) + _Zogn,f(x) - gn, k1Y)
=

wo z, ¥, beliebige reelle Zahlen sind und wo wir im Falle ¥ —j < 0 den Index
n 4+ k —j anstatt k — j einsetzen.
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Beweis.  Multiplizieren wir die Gleichnug (13) mit dem Faktor
exp{— (cos -2;:[ (x + y)} . Nach kleiner Umformung bekommen wir, mit Hinsicht

auf (23), die zu beweisende Relation.

D. Die Ubertragung der Relationen aus dem Koordinatensystem von 2n Halbachsen
auf dasjenige von n Achsen.

Setzen wir voraus, dass wir eine Ebene a mit 2n Halbachsen haben; n = 2.
Wir wollen nun immer die zwei Halbachsen vereinigen, die in derselber Gerade
liegen, d.h. wir wollen zugleich auch die entsprechenden Paare der Koordinaten
vereinigen.

34] Bemerkung. Erst nach den analytischen, bzw. metrischen Reduktionen, die
dieser Vereinigung entsprechen, erreichen wir die engsten Analogien der goniometri-
schen Funktionen, wdhrend die bisherigen als die Analogien der hyperbolischen
Funktionen betrachtet werden miissen: vergleiche z. B. (10) mit (34) und siehe auch die
Bemerkung 9.

35] Definition. Eine Ebene mit dem Koordinatensystem von = Achsen, be-
zeichnen wir Knappheitshalber ,,die Ebene g*. i

In der Ebene v, siehe Def. 18, seien bezeichnet einzelne Wurzeln g = €24,¢
der Gleichung A2" = 1, gemiss der Vereinbarung 2. Ausserdem seien hier auch die

zugehorigen Radiusvektoren & =Es>¢ bezeichnet. Fiihren wir die Deckung der
Ebene p mit y durch:

Das Koordinatensystem von n Achsen in der Ebene B ist das System der n orientier-
ten Geraden X,, X;, ..., X,_1, die aus einem gemeinsamen Anfangspunkt 0 in
solcher Richtung fithren, dass die Achse X; € p mit der Gerade g€4,¢ €y zZusammen-
fallt; dabei haben X, & auch dieselbe Orientierung.

Ein beliebiger Punkt Pep wird durch einen Koordinatensatz (bo, by, ..., bs_1)
so bestimmt, dass der durch die Deckung entsprechende Punkt P € y den Endpunkt
des orientierten Vektorpolygons bogo A b1€1 A ... Abn_18n_1 bedeutet, das in dem
Anfangspunkt 0 beginnt.

Mit dem Symbol r bezeichnen wir (auch hier) den Radius OP.

36] Bemerkung. Nach der eben angefiihrten Definition, ist die positiv orientierte
Achse X4 zugleich auch die negativ orientirete Achse X;. Aus denselben Griinden
gilt: by = —by;1=0,1,...,n—1.

37] Lemma. Es sei ein beliebiger Punkt P € « durch seinen beliebigen Koordinaten-
satz (o, @1, ..., @2n_1) gegeben; dann wird derselbe Punkt Pep durch den
Koordinatensatz (bo, b1, . .., by_;) bestimmt, wobei gilt:

(29) b = ay — an,4; 1=0,1,...,n—1

Beweis — ist ersichtlich aus den Definitionen 18 und 35.

38] Vereinbarung. In der Ebene g werden wir (wieder) das Koordinaten-(n + 1)-eck
beniitzen, das einem Punkt P e B angehort. Seine Seiten sind: 7, bo, by, ..., bp_1.

Den Radius » = OP, bzw. die Seite b; bezeichnen wir (wieder) als Hypothenuse,
bzw. die i-te Kathete.
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39] Satz. Es sei ein Punkt P € p gegeben, durch seinen beliebigen Koordinatensazt
(bo, b1, ..., bu_y); dann gilt:

n—1 n-—1 9

30) p="S (5 + )b by cos Y

i=0 j=0 j=1

Beweis. Die Formel (16), in der wir hier n anstatt k schrieben, kann man
folgenderweise umformen:

2n—1 n—1 3 2n—1
(31) 2= { Y Z ag . Qy,5 . COS - J-'} +{ z(:) (@2 —aq . ai\n)}

=0 j=

Als Folgerung der Vereiningung der 2» Halbachsen zu n Achsen, entstehen in
dieser Formel folgende Reduktionen:

In dem: Ausdruck in den ersten geschweiften Klammern vereinigen sich immer
vier Glieder zu einem neuen:

T . T, T .
2a4a4.,4 cos "y J + 2an,40n,4,5 cOS w J + 2a4an,4,4 cos (n + . ]) +
T . n o,
+ 2415508 |+ —~j) = 2. | c0S—j) (MB1s) + OnitOniirg — UOnitsg —

‘T T
— Anyi0iyg) = 2 (cos 73) (@ — ani) (@15 — Opyigg) = 2 (cos—;g) Lbibiyg.

Ebenso in dem Ausdruck in den zweiten geschweiften Klammern: a? — 2a.a;.n +
+ a?,n = (@1 — ain)? = b2. (Das Glied a;a;,, wird hier zweimal enthalten, siehe (17)
fiir n = 2k, j = k).

Aus dieser Analyse geht hervor, dass die Gl. (31) nach den angefiihrten
Reduktionen lautet: '

n—1n—1

n=2.% Zb¢b¢+jcos——]+ sz

1=0 j=1
Diese Gleichung wird aber leicht in die Gl. (30) umgeformt.
40] Definition. Es gelte: n = 2; 1 =20,1,2, ... . Die Funktion Fj () wird
folgendermassen definiert:
(32) Fn.i(t) = fzrz.i(t) ‘—on,t+n(t)

wo die Funktionen fzg,s(t) nach (9) definiert werden.
41] Satz. Fir Fp4(t), ©+ = 0,1, ..., —1; n = 2, gilt:

17l
(33) Fadl) = 3 chey o0t = ey

. . 1 2n—1 . .
Beweis. Nach (9) gilt: fan,i(t) — fon, t20(f) = o ,,Zo (6L — €i*") . eort;
1=0,1,..., n— 1. Dabei betrachten wir zwei Fille:

1) k=25, §=0,1,2, .... Dann gilt: ¢}, —&ii* =&}, (1 —e3,) = &5, [1 —
— (€)*"] = g}, (1 —1) = 0.

2) k=2s+1, 8=0,1, 2, ... Dann gilt: g} —&i*" = ei(1 —¢&}), wo €} =
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— s.»luzam =& . &} = e . e} =1.g, = —I1, so dass gilt: g — gf*" =
— 8;‘[]_(_ )] = 2¢%. Es gilt also summarisch:

2n—1 . 1 »=1
Z (6 —&f'") et =t} g,y . efmat & = &g
n =0
42] Satz. Dle Funktionen Fpi(t); 1=0,1, ..., n—1; n = 2, kann man in der
Form folgender Potenzreihen ausdriicken, die ersichtlich iiberall konvergieren:
© {ns
Faol) = Y (=1
=0 (n&)
(34) »
Fajt) =Y (—1)s L j=1,2 n—1
TS (ns =)’ SR
n—1 n—1 i
Beweis. Nach (33) gilt: Fyy ;(t) = — Z Ehpyy - OFaker! ——l— y s’u“(ﬁz—@f:v—t) =
7 x=0i-0 v
o i n=1 1
=3 T ety Dabei gilt: Z g1 =¢ + &+ ...+ &, =(eh+ € +
i-0 U k=0
g+ ...+ ) —(ep+ e+ Gt n-1)) = S2m,r— (65" + €' + . +

+
+ €2 ,) = San,r — Su,2r, siche das Lemma 5. Also gilt: Fp 4(t) = Z -

1 .
o (S2m, 44§ — Sn,20i4p)- Hier aber gilt nach 5.:

1
:71—(2n—n)=lfiirr:n.2p; »p=0,1,2, ...

3 b—

(S2m, r — Sn,2r) = =%(O—n)=——1fﬁrr=n(2p+1); p=0,1,2, ...

= 0 fiir die iibrigen natiirlichen Zahlen r.

Summarisch: Die von der Null verschiedenen Koeffizienten, d. h. +1, —I,
erscheinen nur fir r=:+j=mn.s, (8=0,1,2,...)=> ¢ =ns—j; dabei ent-
spricht einem ungeraden (geraden) s das Zeichen minus (plus). (Hier gilt ¢+ =0,
wie aus der Gl. ¢ = ns — j ersichtlich ist, so dass die untere Grenze fiir s erst von
der Einser an genommen wird, wenn j > 0 ist. Dabei gilt nach (32) und (4):
Fp,0(0) = 1, so dass fiir j = 0 eine selbsténdige Formel eingefiihrt werden muss).

43] Lemma. Firj=0,1,...,n—1; n = 2, gilt:
(35) Fr,n4j(t) = —Fn, 5(0).
Beweis. Nach (32) gilt: Fp 5 4(t) = f2n nti(t) — fz,.,z,,+1(t) Wobel nach .(9) gilt:
1 2l 1
fzn myg(t) = _2_ Z £2n+7 e8s-t — 1 Z 82” 8’ ete-l — _,. Z 87 o8-t —fz,.,,(t),
8=

2=0
80 d&SS g—llt Fn’n+j fzn ”+I(t) —fZ” j(t) == ——-Fn.](t)

44] Satz. Zwischen den Funktionen Fy¢(t); 1 =0,1,...,n—1;n = 2, gilt fol-
gende Relation:

r n—1
(36) A X S S) Funel)  Fasust) - 008
t=0 j=0 j=1
wo immer Fy, n,4(t) = —Fp 4t); 8 =0,1,...,n—1.
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Beweis. In der Relation (22), in der wir » anstatt k schreiben, kann man, nach (32)
und (35), immer vier Glieder zu einem einzigen vereinigen. Vor allem formen wir die
G (22) folgenderweise um:

2(cos kd ) 2n—1n—1
an S NS o frcos B4 T (2= s o)

wo fi = fan,i(t), usw. Das weitere Verfahren ist ganz analogisch mit der Umformung
der Gleichung (31), d. h. wir erreichen folgende Umformung der Gl. (37):

kil n—1n—1
92(008")' —22 Y Fni(t) . Fn,o4(t) . cos—y—f— ZF
1=0 j=1

Diese Gleichung wird aber leicht in die Gl. (36) umgeformt.

45] Definition. Mit dem Symbol Gy s(t);¢ = 0,1, ..., n —1; n = 2, wird folgende
Funktion bezeichnet:

(38) G, 1(t) = Fnalt) . o (o)
wo die Funktionen Fj,(f) nach (33) festgesetzt werden.

46] Satz. Zwischen den Funktionen G, ;(t); +=0,1,...,n—1; n = 2, gilt
folgende Relation:

(39) 1= Z (Z + Z Gn,i(t) . Gu,i4(t) - cos—-—j
wo gilt: Gp,a,s(t) = —Gn,s(t), s=0,1,...,n—1.

Beweis. Wenn wir die Gl. (36) mit dem Faktor exp{—2 cos% ¢ multi-

plizieren, erhalten wir, nach kurzer Umformung mit Hinsicht auf (38), sofort die
Relation (39).

47] Definition. Es sei ein Punkt P € f durch seinen beliebigen Koordinatensatz
(bo, by, - .., ba_1) gegeben; n = 2, OP = r # 0.
Wir definieren in dem zugehérigen Koordinaten-(n + 1)-eck folgende metrische
Funktionen:
by

(40) (D,,,;:T; t=0,1,...,n—1
Mit Worten: Die metrische Funktion @, ; ist das Verhéltnis der i-ten Kathete

zur Hypothenuse, in einem beliebigen Koordinaten-(n + 1)-eck eihes beliebegen
Punktes Pe B, P £0; n g 2.

48] Satz. Zwischen den metrischen Funktionen @y, ;, die einem Punkt P € B im
Sinn der Def. 47 gehéren, gilt fo]gende Relation:
n—1 n—l

z-O 7-0 7-1

wo gilt: Pn,nre = —B, 5, s=0,1,...,n—1.
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Beweis. Dividieren wir die Gl. (30) durch 72; dann bekommen wir, nach kleiner
Umformung mit Hinsicht auf (40), sofort die zu beweisende Relation.

Beachten wir nun die Ubereinstimmung der Form der Gleichungen (39) und (41).
Auf Grund dieser Ubereinstimmung finden wir einen reellen Zusammenhang zwischen
den Werten der analytischen Funktion Gy, ¢(f) und den Werten der entsprechenden
metrischen Funktion @, ;; man kann es folgenderweise ausdriicken:

49] Korolar. Es sei n = 2. Einem reellen Radius r > 0 und einem reellen Argument
t, kann man gerade einen Punkt P € §, OP = r, zuordnen, w. z. mit jenem Koordinaten-
satz dieses Punktes, fiir den es gilt:

(42) bizr.q)n'i:T.Gn,i(t); z:O,l,,n—l

50] Vereinbarung. Fiir die Grossen aus dem Korolar 49. fithren wir die Bezeich-'
nung P(by, by, ..., by_1), bzw. P(r, t) ein, und benennen wir sie ,,der metrische —*
bzw. ,,der polare Koordinatensatz des Punktes P e B.<

51] Satz. Es gilt die Identitdt fiir n = 3, t € (— o0, ):
n—1
(43) Y (cos n_k) . Gy, k(t) = cos [(sin ~n~) . t]
k=0 n n

Beweis. Multiplizieren wir die Funktion F, i(t) mit der Einheitswurzel a) €241+

b) €n,2n-% und fithren wir dann die Summation fiir ¥ =0,1, ..., n—1 durch.
Mit Hinsicht auf die Gleichungen: 1) (—1) . €21,k = €2n,n4k> 2) E20,k = E2n, k4208 =
= (E2n,1)kt228, § = 0,1, 2, ..., bekommen wir nach (34):

o k 0 k
ad a) Z (t. (’;02:1, 1) = el-®n1, ad b) z ﬁ_&:f%’.'z"_‘l)_ — et &m a1, Durch Summa-
k=0 ! ¥=0 '

n—1
tion dieser zwei Gleichungen bekommen wir: Y (€2n,kx + €2n,20-k) - Fn,k(t) =
¥=0

) n—1 ek \ t.cos—
= el:®m1 4 gl-Bman-, und weiter, nach (2): Y 2. (cos A[) Fn(t) =e ",
£=0
. s o . . —t.cos
. 2. cos (t sin—- Multiplizieren wir diese Gleichung mit 5 - © ", s0 bekom-

men wir nach (38) sofort die zu beweisende Gleichung.

m
52] Lemma. Die Gleichung # = )" a; bedeute eine willkiirliche Zerlegung eines

i=1
Vektors 7 in m Komponenten, m = 2. Es sei 8 eine willkiirliche Richtung. Dann gilt:
Der Absolutwert der Summe der lotrechten Projektionen der Komponenten
a4, 1=1,2,...,m, in die Richtung 3, ist minder oder hé&chstens gleich dem
Absolutwert | 7 |.
Die Giiltigkeit des Lemmas ist elementar bekannt.

53] Folgerung. Fiir einen beliebigen Koordinaten (n + 1)-eck aus der Ebene J,
n = 3, wenn wir die lotrechte Projektion seiner Katheten b; in die Achse X,
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n—1

voraussetzen, gilt die Ungleichung: —r < ) b . cosl < r, wo r die Hypothe-
k=0

nuse ist; d. h. es gilt auch

(44) —1 =< Z bi . cos —k =1
k=0
54] Vereinbarung. Wenn ein Argument einer Funktion (38) aus dem Intervall
[0,1: (sin _:_:_ —1] ist, dann und nur dann bezeichnen wir es mit einem Streifen;
also z. B. { anstatt ¢.
55] Korolar, Es sei n = 3. Jedem metrischen Koordinatensatz P(by, by, ..., bu_1),

der einem bestimmten Punkt P € f gehort, komnen wir gerade einen polaren Koordinaten-
satz P(r, t) zuordnen, und wmgekehrt.

Beweis. Den Radius r ordnen wir nach (30) zu. Dann gilt es nach (43) und (42):

. )1 ":l nk o \1 1 n—1
t= (sm 7) . arccos [2‘ (cos ~~77) . G,,,k(t)] = (sm —n—) . arccos [7 Y

k=1 E=0

. {cos En— .bg |, wobei fiir den Ausdruck in den eckigen Klammern die Ungleich-

heit (44) gilt. Das riickwertige Verfahren fithren wir nach dem Korolar 49. durch.
56] Satz. Essein = 3und k€{0, 1, ..., n — 1) sei ein fest gewihlter Index. Dann

gelten fiir die Funktionen Gy k(z), k = 0, 1, ..., n — 1, folgende Analogien der ad-
ditiven Relationen bei den goniometrischen Funktionen:

n—1
(46) Gnx(z +y) = Zo G, 3(x) . G, k4(y)
iz

wo z,y, beliebige reellen Zahlen sind und wo wir im Falle, dass k —j < 0 ist,
den Index n + k — j anstatt k — j, zugleich mit dem negativen Vorzechen fiir das
zugehorige Glied einsetzen.

Beweis. Nach (13) gilt a) fon,x(x + y) 2:2—0 fan,5(2) - fon, k—5(Y), b) fan,k1n (x +
+y) = 2:2; San, 1(%) . fan,kin—s(y). Bilden wir nun die Differenz b) — a), so gilt es
nach (32) und (35): Fp,i(x + y) = 2%: fan,1(@) . Fa,x_4ly) = Z [f2n, 5(x) » Fn k_s(y) +
+ fong4n(®@) . Fa,kg-n(y)] = "i: [fan, 5(®) — Sfon,g1n(@)] - Fa,k4(y) = ,Y-L"o Fp i

. Fn,ﬂk_,(y). Wenn wir nun diese Gleichung mit dem Faktor exp {— (cos —:—) (x4

+ y)} multiplizieren, so bekommen wir, nach kleiner Umformung mit Hinsicht auf

(38), die zu beweisende Gleichung. Die Regel fiir das Vorzeichen ist direkte Fol-
gerung von (35).
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57] Satz. Es sei » = 3 und r, z, seien reelle Zahlen. Dann gilt folgende Analogie
des Motvre-schen Satzes:

n—1 et
(46) Y, &,k - Gn, k() = [ T &an.kc - Gnpl@)]’
k=0 &
Beweis. Beniitzen wir die Gleichung ad a), aus dem Beweis des Satzes 51:
n—1
(47) z &,k - Fn,k(t) = eBm.1-t
k=0

Potenzieren wir diese Gleichung zum r-ten Grad und legen wir = anstatt ¢:

n—1
(48) [kz €2,k - Fn,k(x)]r = [eezn.hz]r
-0
Durch die Subst. ¢t = rx bekommen wir aus (47):
n—1
(49) Z €2,k - Fp,p(rz) = efam.1-1%
k=0

Da die rechten Seiten von (48), (49) iibereinstimmen, wird hiemit die Gleichung,
die aus den zugehorigen linken Seiten besteht, erwiesen. Multiplizeiren wir nun diese

Gl. mit exp {— (cos %) .raf}, so bekommen wir, mit Hinsicht auf (38), den zu
beweisenden Satz. l

58] Satz. Wenn r ia der Gleichung (46) eine natiirliche Zahl ist, dann zerfillt
diese Gleichung in n Teilgleichungen, von denen die k-te Gleichung aus allen
Gliedern der summarischen Gl. besteht, die den Faktor &;5,1 enthalten; k = 0, 1,

.o, n—1.

Beweis. Setzen wir in die Gl. (45) y = (r — 1) .z ein und multiplizieren wir
zugleich diese Gl. mit der Wurzel €;4, . Dann, durch die Summation solcher Gleichun-
gen, von k = 0 bis » — 1, bekommen wir:

n—1n—1

n—1
Y €k Fup(re) = 3, ) €2n, - Fug(®) . Fr,pg((r —1) . 2)
k=0 ¥=0 j=0

Eine Seite von dieser Gl. und von der Gl., die zwischen den liknen Seiten der
Gleichungen (48), (49) existiert, stimmt also iiberein. Die weiteren Erwégungen sind
dann ganz analogisch mit jenen im Beweis des Satzes 16. Der nachfolgende Uber-
trag, d. h. mit Hinsicht auf (38), wurde schon oben gezeigt.

59] Die Funktionskurven y = Gy, 4(x), t =0,1, ..., n—1, n = 2.

Diese Kurven wurden griindlich in den Rechenmaschinenlaboratorien der
FS-VUT in Brno untersucht: diese Arbeit vollzog Ing. Ivan Direr. Diese Rech-
nungen bestitigen die engsten analogischen Eigenshaften mit den Kurven y =
= co8 & = G,0(), y = —sinz = G,,1(x):

Wenn der Absolutwert des Argumentes x wichst, nahert sich der Verlauf dieser
Funktionen folgenden Kurven: :

(60) y = Hp,4(x) = An . 8in(By .  + Cn4),
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wo An, By, bzw. C, ; fir einen festen Index =, bzw. feseten Indexenpaar
(m, 1), bestimmte Konstanten sind.

Die Naherung der Kurve G i(x) zur Hp, (), t = 0,1, ..., n — 1, verlduft sehr
progressiv. Die Kurve y = Hy 4(x) verzogert sich gegeniiber der y = Hpy, i31().

1
Die Phasenverzogerung macht o der Wellenlidnge aus.

60] Die Angaben iiber die Funktionskurven G, j(z) fiir n = 3, 4, ..., 7. Zusam-
mengestellt mittels (34), (38). Die Periode, d. h. die Wellenldnge, und die Amplitiide
dieser Kurven, bei z € (10, 30):

n Periode Amplitiide

3 7,254 0,667

4 8,464 . 0,501 _2w

5 10,688 | = 2r.cosec~ | 0401 = -, (Vermutung
6 12,851 " 0,333 von Ing. Direr)

7 14,374 0,286

E. Die Transformationen der Koordinaten eines allgemeinen Punktes einer Ebene
mit Bezug auf ihre beiden Koordinatensysteme.

61] Verabredung. Man vihle in der Ebene den Punkt O als den (gemeinsamen)
Anfangspunkt. Man fithre durch denselben

a) zwei gegeneinander senkrechte Achsen eines Cartesischen Systems; man bezei-
chne sie als Y, Z; ihre Orientierung wahlt man so, dass die Halbachse +Y durch
die Drehung um % um den Anfangspunkt im positiven Sinn in die Lage + Z iibergehe.
b) die Achsen Xo, X3, ..., Xp-1 des Koordinatensystems B, fiir » > 2, nach der
Definition 35. i

Dabei mégen die Achsen Xy, ¥ den Winkel o einschliessen, den wir im positiven
Sinn von 4+ Y zu -+ X, messen.

62] Lemma. Es sei a 4 bi = cos 2n & 4 ¢ .sin 2nec eine komplexe Zahl, wo
n = 2 eine natiirliche Zahl und o ein beliebig gewihlter Winkel 1st Dann gilt die
Gleichung:

n—1 2
(53) Y cos (2a -+ —lj) Z sin (2a + M]) =0
i=0 n =0
Beweis. Es gilt fiir die Wurzeln &,5; j=0,1,...,n— 1, der binomischen

n—1
Gleichung A" = a 4 bi: Z €n,; = 0, siehe die symmetrischen Funktionen der

=0
Waurzeln, so dass sowohl 7die reellen als auch die imaginiren Komponenten dieser
Waurzeln ebenso die Summe Null ergeben.
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63] Lemma. Fiir den Index n» = 2 und fiir den beliebigen Winkel « gilt die
Gleichung:

(54) Z cos? (a + - —) Z sin2 (a + —--) = %.

j=0 7=0

n—1 1
Beweis. Es gilt nach der bekannten Formel: z cos? (o -+ - 73 ) }: 5 [1 +
=0
+ cos (2a + - )] o e — Z cos (2a -+ 7::_7) - siehe (53). Analog
=0
beweist man den ubrlgblelbenden Teil des Lemmas.

64] Lemma. Fiir den Index » = 2 und fiir beliebige Winkel a, B, gelten die
Gleichungen:

el T, n . n

(55) jz:ocos(a-l-?j).cos(a%—ﬂ—}-—n—‘y)=?.cosl3
n—1 n n

(56) Y cos (a—l—;j) sm(a+,8+——)) .sin B

i-0 \
n—1
Beweis ad ( Zcos(a+—]).cos(a+p+1j)_—_. ZCOS(G-FLJ.)
j=0 / i~ 0

. [cos (a+lj) . cos § — sin (a+7j) mnl}] =cosP. nzl cos? (a+~3)

1 j=

——% sinf . Z sin (2a + E, ) = —g— .cos f3, siehe (54) und (53). Analog beweist

man die Glelchung (56).

65] Verabredung. Wir bezeichnen die Koordinaten eines allgemeinen Punktes P
in Bezug auf das Koordinatensystem §,, bzw. B, (n >2), P(y,z2), bzw.
P(xo, L1y ooy xn_l).

66] Satz. Es mogen die Verabredungen 61. und 65. gelten. Zur Festsetzung des
Satzes P(xo, %1, ..., ¥y_1) durch den gegebenen (bekannten) Satz P(y, z) beniitzt
man das folgende Gleichungssystem mit einer symmetrischen Systemsdeterminante:

@ .%o +a1.2 +az. x4+ ... Fapq 1 =bp.y +co.2
(57) @ .%o +ag. 2 +a1.% + ... F a2y 1=b.y “c.2
a .y + a, .2 +ao.x2—|—...+an_3.xn_1=bz.y +02.Z

An_ %o+ Gn2%1 + 3%z + ... + 8 . Tna=bpa1.Y+Cpa.2
wo ax = cos(%k), by = cos(a—i—-z—k), ckzsin(a—l—%k).

Beweis. Die k-te Gleichung dieses Systems, (k=0,1,...,n—1), driickt

(mit Riicksicht auf die Achsenorientierung nach der Def. 35.) die Gleichheit zwischen

"den ortogonalen Projektionen beider Polygonalen des Punktes P, d. h.
(o A 81 A ... A Zn_1), (F A 2), auf die Achse X aus.
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67] Lemma. Die Determinante des Systems (57) ist gleich Null.

Beweis. Nach der Def. 35. hat der Anfangspunkt 0 ersichtlich auch Nicht-Null
Koordinatensitze in Bezug auf das B,-System; er hat dabei aber bloss einen
Null-Koordinatensatz in Bezug auf das System §,, d. h. y = z = 0. Projizieren wir
also die dem Nicht-Nullsatz des Anfanges 0 zugehérige Polygonale, so wird das
Gleichungssystem (57) ein homogenes und es wird eine Nicht-Null-Losung haben.
Nach einem bekannten Satz muss also seine Systemsdeterminante gleich Null sein.

Nach der Def. 35 ist aber diese Determinante immer dieselbe fiir einen jeden
Punkt Pe §,.

68] Satz. Das Gleichungssystem (57) hat (im Einklang mit dem Lemma 67)
unendlich viele Losungen folgender Form:

2 / .
(58) x;=7-[y.cos(u—{—%j)+z.sm(a+%j)]', j=01,...,n—1

Jeder Grosse des Winkels o entspricht also gerade ein Satz P(z, z;, ..., Tp_1).
Beweis. Mit Riicksicht darauf, dass der Cosinus eine gerade Funktion ist, kann
man die k-te Gleichung des Systems (57), k = 0,1, ..., n — 1, so scheriben:

n—1
(59) Jgox, . €OS (-——»ﬂf + %j) =y .cos (a + —’;k—) 4+ z.sin (a + 1‘;)
Durch das Einsetzen der vorausgesetzten Losung (58) in die linke Seite dieser

n—1

Gleichung bekommt man: Y —727 [y . COS (a + %j) + z.sin (a ~+ —:—j)] .
/=0 /.

n n 2 = T n n 2
. cos (—7k+ ;-.7) =—.y. gocos (a—{—?‘y).cos(-—-?k—}--’;.y) +oE
”ilsin +1' cos —lk-}——’i' = | siehe 64 | = y . cos +~Z‘~k + 2
5 Tl n nl) = =Y *T '

. 8in (a + ——:— Ic) ; dies ist aber identisch gleich der rechten Seite von (59).

69] Satz. Fiir die Bestimmung des Satzes P(y, z) mittels des gegebenen (bekann-
ten) Satzes P(xo, %1, ..., Zn_1) beniitzen wir die Formel:
60 n—1 n ) n—1 . T .
(60) a.)y=2x,.cos(a+—;)), b)z:Zx;.sm(a—{——;J)

j=0 j=0

Beweis. Nach der Verabredung 61 stellt die erste, bzw. die zweite dieser
Gleichungen ersichtlich die senkrechte Projektion der Polygonale (Zo A # A ...
«vo N\ Zp_y) in die Y- bzw. Z-Achse dar.

70] Bemerkung. Aus den Gleichungen (58) kann man die Gleichungen (60-a, -b)
folgendermassen ableiten:

ad a) Man multipliziere die Gl. (58) mit dem Faktor cos (a + —:— NE

Durch die Summierung solcher Gleichungen vom Index j = 0 bisn— 1 bekommt
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2
man mit Riicksicht auf (54) und (53): Z Zj . cos (a + — _7) =Y Z cos? ( +
1=0 =0
1

+ —_7) +—.z. V sin (2u + —2——]) = y, was die Gleichung (60-a) ist.
n i=o0 \
ad b) Wir multiplizieren die Gl. (58) mit dem Faktor sin (a + - j) :
Durch die Summierung solcher Gleichungen vom Index j = 0 bis n — 1 bekom-
men wir analog (60-b).

71] Bemerkung. Den Zusammenhang gegenseitig rez proker Transforma.tlonen (568)
und (60) kann man folgendermassen veranschaulichen:

I To Ty ... Tp_y
61) 1 2
Yy Ay & cee Qu_g n

z bo bl . o b‘n._l

woa,=cos(a+—1:7j), b;=sin(a+%j).

Es gilt dabei: Stellt man (nach dem Schema) die Gleichung in der vertikalen
Richtung zusammen, so multipliziert man ihre rechte Seite mit dem Koeffizienten
2

n

72] Verabredung. Den Winkel des Radiusvektors r = OP mit der Halbachse
+7, im positiven Sinne von + Y gemessen, bezeichnen wir @.

73] Satz. Es sei der Index » = 2. Fiir die metrischen Funktionen @, ;, siehe (40),
gilt die Beziehung:

2 N . .
(62) @,,;z;b—.cos(m—a———ﬁ—]); j=01...,n—1

Beweis. Dividieren wir die Gleichung (58) durch die Zahl » = OP, (P = 0);
wir bekommen:

ﬁ:i-[i.cos.(a-{—lj)+—z~.sin(a+1j)]
r n r n

r n
oder nach 47, 61, 72 und nach der bekannten Formel:

<15,.,;=—?—. [cosa).cos (a-{—ij) +sinm.sin(a+1j)] =—2—.cos(m—a—-
n n n n
n
—;L—j), w.z. b. w.

74] Bemerkung. Durch den Satz 73 wird — mit Riicksicht auf Korolar
49 — analytisch die Vermutung iiber die genaue Amplitudengrésse der Funktionen
Ga,st), (j = 0,1, ..., n — 1), bestatigt, siehe 60.

Wir wissen jedoch aus den nummerischen Untersuchungen, dass es in einem klei-

nen Intervall um den Punkt ¢ = 0 die Ungleichung 1 = | Gy 4(¢) | > —3— gilt. Wir

sollten also diese Erscheinung im Hinblick auf den Satz 73 ausklaren:
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Nach 35. gehort einem Punkt auf der Xy-Achse auch der Koordinatensatz
P(a, 0,0, ...,0), a # 0. Die entsprechende Koordinatenpolygonale reduziert sich
hier auf die einzige Komponente %,. Diese Reduktion betrifft also auch das System
(67), so dass der fiir eine n-gliedrige Polygonale abgeleitete Satz 73. fiir diesen Fall
nicht gilt.

75] Bemerkung. Durch den Satz 73. wird weiter die im Absatz 60. angefiihrte
nummerische Feststellung bestétigt, dass die Phasenverspitung der Funktion

Ghp,s(t) gegeniiber der Funktion Gy, 4;1(t) ein —21;{ — tel der Wellenlidnge betragt.

76] Bemerkung. Die iibrigbleibende, aus der nummerischen Untersuchung
folgende Vermutung, dass namlich die Wellenlinge bei den Funktionen Gy ;(f) zur

Grosse 2r . cosec %,konvergiert, sollte im Zusammenhang mit 51., 54. und 55.
untersucht werden.

77] Folgerung. Uberlegen wir nun die Moglichkeit die analytische Geometrie
(weiter A@) ind der Ebene B fiir den Index 7 = 3 zu entwickeln. Uberlegen wir, dass
hier eine (1,1)-Korrespondenz zwischen den metrischen und polaren Koordinaten-
sitzen existiert. Dies bedeutet also, dass es hier moglich wire, zwei Arten der
Gleichungen parallel zu entwickeln: die allgemeinen und die parametrischen.

Als eine Illustration dieser Idee fiihre ich eine Kurve an, die in der Ebene f
fiir n = 3 durch folgende parametrischen Gleichungen definiert wird:

(51) o =a. G30(t), xr, = b. G31(t), Ty = C. G32(t),
wo a, b, ¢ reelle Konstanten sind.

Setzen wir diese Gleichungen in die Gleichung (39) fiir n = 3 ein, so bekommen wir
die entsprechende allgemeine Gleichung:

2 2 2
(52) e SR R B

Es handelt sich wahrscheinlich um eine Analogie einer Ellipse aus der Karte-
sischen 4. G. :

Man kann also voraussetzen, dass die 4. G. in der Ebene p fiir » > 2 die einfachen
Gleichungen fiir verschiedene Kurven bieten wiirde, die zu ihren Vorbildern aus der
kartesischen 4. G. analog sind. ‘

"Dies gilt insbesondere fiir jene Kurven, die man als die Analogien der gonio-
metrisch definierbaren Kurven einfiihren kann.
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