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ARCH. MATH., SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, 4, 
VIII: 213 — 218,1972 

О МЕТОДЕ УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ 

И НТЕГТО- ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

Й. М. Стоянов, Д. Д. Байнов 
(Поступило в редакцию 28-ого августа 1972 г.) 

Введение. Методу усреднения для интегро-дифференциальных уравнений 
посвящено большое количество работ. В недавной обзорной статье [2] Ю. А. 
Митропольский и А. Н. Филатов подводят итоги достигнутых в этом 
направлении успехов, а в заключение указывают на некоторые важные нерешен­
ные задачи. Там мы читаем: „Важной проблемой является развитие и обосно­
вание схем усреднения для стохастических интегро-дифференциальных уравне­
ний". Именно этой проблеме посвящена настоящая работа. 

В § 1 приводится теорема 1 о существовании и единственности решения 
стохастического интегро-дифференциального уравнения (сокращенно СИДУ). 

В § 2 исходной системе СИДУ, правая часть которой пропорциональна 
малому параметру е по специальной схеме, ставится в соответствие другая 
система, названная усредненной. Там доказывается теорема 2 о близости реше­
ний этих двух систем. 

§ 1. Пусть на вероятностном пространстве (О, Р, Р) задан «-мерный стандарт­
ный винеровский процесс \у(г), I е [О, Г]. Заданы также и-мерная вектор-функция 
й(1, х, у), квадратная матрица а(г, х, у) порядка п х п и т-мерные вектор-
функции <р(1, з, х), гр(1, з, х), при чем г, зе [О, Т\, х е Кп, у е Кш. Для векторов 
будем рассматривать обычную евклидову норму, а норму матрицы а = (ац) 

п 

определим следующим образом || а ||2 = ^ I <*и \2-
1 > Э — 1 

Пусть выполнены следующие предположения: 

I. Функции а(1, х, у), <р(г, з, х), гр(1, з, х) и матрица а({, х, у) измеримы по 
совокупности своих переменных и непрерывны соответственно по I и по (I, з). 

II. а(1, х, у), а(1, х, у) и <р(1, з, х), гр(г, з, х) удовлетворяют следующим условиям 
Липшица: для х', х" 6 Кп, у', у" е Кт 

| а(г, х', у') - а(г, х", у") \ + \\ а(г, х', у') - а(г, х", у") \\ ^ 

<^К(\х' -~х"\ + \у' -у"\) 

| <р(г, 8, X') - <р(1, 8, х")\ + \ гр(1, з, х') - гр(г, 8, х") \ ^ /г(Г, з)\х' - х" \ 

III. | а(Х, х,у)\ + || а(г, х,у)\\ ^ К(\ + \х\ + \у\) 

| <р(г,з,х)\ + \ гр(г,з,х)йЩ + \х|). 
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В этих условиях К = соп81, а //(*>, .у) — положительная функция, для которой 
I 

существует $ [л(1, $) из = [л0(1), для каждого г е [О, Г], причем ̂ 0(0 — инетгрируе-
о 

мая на [О, Г] функция. 
Как следует из результатов [1], условия I — III достаточны для существования 

стохастических интегралов 
г I I . 

\ а(8, х, у) ёМ» и { а(з, х, { гр(з, т, х) йт) йм(з) 
О 0 0 

по винеровскому процессу для любых хеКп, уе Кт. 

Рассмотрим следующее стохастическое интегро-дифференциальное уравнение 
(СИДУ) 

t 

(1) х(()— х0 + I а($, х($), ^ <р(8,т, х(т)) йт) из + I а(з, х(з), ^ гр(з, т, х(т)) йт) йм(5) 
0 0 0 0 

где х0 - случайная величина с ё{ \ х0 |2} < со, г е [О, Г]. Вместо (1) мы будем 
употреблять также его запись в виде стохастического дифференциала 

I ь 

(!') йх(г) = а(1, х(1), \ <р(г, т, х(т)) йт) й1 + а(1, х(г), ^ гр(1, т, х(т)) йт) сЬ(0 
о о 

указывая каждый раз начальное условие, здесь .х(О) = х0. 
Для системы СИДУ (1) представляют интерес вопросы существования, 

единственности и свойств решения. 
Через Г*, обозначим а - алгебру, порожденной винеровским процессом \\> 

на интервале времени [0, г]. 
Теорема 1. При оделенных выше предположениях 
а) существует решение х(0, ' е [О, 7] являющееся п-мерным случайным про­

цессом, измеримым при каждом I относительно а - алгебры /** ; 

б) решение х(1) единственно; 
в) х(1) непрерывно с вероятностью 1; 
г) 8ир(Г{ \х(г)\2} < оо; 
д) х(1) является марковским процессом. 

Доказательство проводится по методу сжатых отображений. На самом деле, 
пусть В2[0, Г] — банахово пространство и-мерных непрерывных случайных 

процессов |(г), I е [0, Г],согласованных с а- алгебрами Р1, §ир<? {| |(*) |2} <оо, 
I 

а метрика задается формулой 

Ч(*.,*..)--(811Р ^ { ^ . ( О - ^ О ! 2 } ) * . 

Тогда из условий I —III и свойств стохастических интегралов нетрудно 
получить, что оператор 5, определенный по формуле 

I 8 1 8 

ЩО = *о + $ Ф, *(-0, { Ф, *> Ш йт) йз + { а($, %(з), { гр(з, т, |(т)) йт) <1м<$) 
0 0 0 0 
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является непрерывным относительно ч отображением пространства Д>[0, Г] 
в себя, и что некоторая его степень является сжимающим оператором. Следо­
вательно уравнение 8х(1) = х(1) имеет притом единственное решение, что 
доказывает пункты а) —г), а пункт д) доказывается методами работы [1]. 

§ 2. Рассмотрим систему СИДУ, правая часть которой пропорциональна 
малому параметру е9 ее(О,е0)9 е0 — фиксированное число. Посколько решение 
этой системы будет зависеть от е, обозначим его через хе(()9 т. е. 

I I 

(2) Ахе(1) = еа(19 хе(1)9 \ <р(Г9 т, хе(г)) йг) с!( + еа((9 хе(*)9 { у)((9 т, хе(г)) йт) йф) 
о о 

Эта система решается при начальном условии л*е(0) = х0 для всех е. Здесь 
функции а, <р9 у) и матрица а определены как в § 1. Нам будет необходимо еще 

8 

одно условие для функции /л(з9 т). Обозначим | /г2($,т) йт = Л($). Мы требуем, 
о 

чтобы функция Х(з) расла строго медленнее линейной функции при .? -» оо, т. е. 

(3) АО?) й с^1-*, 0 < а < 1. 

В зависимости от свойств функций а(19 х9 у)9 <р(19 з9 х), гр((9 з9 х) и матрицы 
<*(!-> х9 у) мы можем рассмотреть различные схемы усреднения и для каждой 
из них-вопрос о близости (в определенном смысле) решений исходной и усред­
ненной системы. 

Теперь мы изложим одну схему усреднения системы (2). 
Пусть существуют векторы <р1((9 х) и у)%((9 х) такие, что 

I I 

(4) | <р((9 х9 х) из = <рь(19 х)9 | \р(г9 89 х) &$ = у)г((9 х) 
о о 

т. е. мы вычислили эти два интеграла по явно входящему переменному $9 

считая I и х параметрами. 
Тогда получаем вспомогательную систему 

(5) Луш(0 = га(г9 Уе(г)9 <р^9 Уе(ф & + еа(г9 Уе(г)9 хрх(г9 Уе(г))) йи<0 

с тем же начальным условием, что и система (2). 
Пусть существуют л-мерный вектор а(у) и квадратная матрица а(у) порядка 

п х п такие, что 

(6) 

т т 

Нт — а(г9 у9 <рх(19 у)) й! = а(у)9 Нт — а(19 у9 \р^г9 у)) й( = а(у) 
т->оо * ^ т->-оо ь ^ 

о о 
и оба предела выполняются равномерно по у. 

Тогда окончательно системе СИДУ (2) сопоставим следующую систему 
(7) й2е(г) = еа(2е(1)) й1 + е<1(ге(()) ёи<Г), ф) = х0. 

Будет естественным назвать (7) усредненной системой для исходной системы 
СИДУ (2). 

В этой работе мы будем интересоваться близостью случайных процессов 
хе(0 и 2В(1) в среднем квадратическом смысле. 
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Теорема 2. Для любых чисел д > 0 и ^ > 0 существует число еу = 8,(дхЕ), 
^1 6 (0, е0) такое, что для всех в е (О, ^0 будет выполняться неравенство 

тр<?{хе(1)~2е(1)\2}<д. 

где 8ир берется по I на интервале р , — . 

Доказательство. Из (2) и (7) для разности х€({) — ге(() получаем 

*.(/) - 2е(() = 81,(1) + 812(г), 

( I 

где 1г(1) = 1лх{з) &8, / 2(0 = 1Л2(8) йф), 
о о 

8 

Л{($) = ф , хе(з), | <р(.у, т, *е(т)) их) - я&Сг)) 

Тогда 

zJ2(5-) = a(s, xe(s), J ү<s, т, xe(т)) dт) - õЧz^s)). 
0 

I *.(/) - -,(0 I2 й 2е2 | А(0 | 2 + 2е2 | /2(г) | 2 . 

С другой стороны 

^ { | / х (0 |2} ^ ^{\Л^)\2}Ав 
О 

а из свойств стохастических интегралов [1] вытекает 

<?{\т\г} = ;|«Ч1Л(*)|2}(Ь 
о 

Теперь ясно, что нужно сначала оценить ё \\А\(8)г} и <̂  {И2(У) |2}. 

Нам будет удобно представить Лх($) в виде 

где 
8 8 

Л1Х(8) = ф , хе(8)г, I ?<.?, *> * г0)) &) - Ф, Ф), I Ф, *, ФУ) ёт) 
о о 

412(у) = а(з, 2е(з) I ф, х, 2е(х)) Ах) - а(з, ф), | ф, х, 2е(з)) их) 
»о о 

«9 

Лх ,($, ф)) = а(х, 2е(8), \ ф, х, ге(з)) Ах) - а(2е(8)) 
о 

Оценим в отдельности каждое из этих слагаемых. Из условия II § 1 

| Alt(s) | 2 g 2K2{\ xe(s) - ze(A) | 2 + />-(,, T) I X£T) - ze(r) |2 dr} 
0 
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Если обозначить ё {|х«(0 _ г*(012} = е«(0> т о 

ё { \ \А.. | <Ц ^ 2К21 [е.(-) + 8 ,,-(.-, т) е.(т) дт] <к 
0 0 

Из свойств решения ге(() системы (7) находим 
I I 

<$ { I I -4 12С0 I2 < Ц -= 2 ^ 2 С 2 I (8 /42(.У, Т) дт) Й5, С2 = СОП8*. 
О о 

Теперь оценим слагаемое Ап(з9 ге(.у)). Легко видеть, что функция Ап(5, г) = 
8 

= а(з, 2, I ^(^5т> 2 ) ^ т) """ й(г) удовлетворяет следующему условию Липшица 
о 

8 

(9) | А13(а, г') - А13(з, г") \<К(\ + \р(ь, т) их) \г' -г" |. 
О 

Покажем, что для любых чисел дг > 0 я Ьг > О существует число е2 е (О, ео) 
такое, что для всех е е (О, е2) выполняется неравенство 

Є

2 < £ Ҷ Í M 1 3 ( 5 , Z . ( Í ) ) N Í } < ( 5 . 

о 

для всех 1е 

Идея доказательства заключается в следующем. Отрезок 0, — разбивается И] 
на к частей точками 0 -= Г0 < Н < ... < 1к = — и пусть йк — диаметр этого 

разбиения. Тогда 
I к—1 11+1 

е2ё{\\ А13($, г?(з)) | 2 из} < 2е2 X ё { \ \ А13(з, -.(*)) - А13(з, 2,(1,)) \2 из} + 
О г=-0 г« 

+ 2в 2 Х ё {С\А13(5,2е(1>>)\2&} 
г«-.0 и 

Для оценки первого члена справа при йк -» 0 используется условие Липшица 
(9), а для второго — условия (3) и (6). 

Нетрудно заметить, что оценки для ^{|/2(012} будут точно такими же, как 
и найденные нами для ^{|/1(012}» Из этого замечания и полученных выше 
оценок вытекает, что для любых чисел <$г > 0 и I* > 0 найдется число г3 € (0, ео) 

такое, что для всех е е (О, е3) и I е 0, —2-

ве(() й 12е2К21 [в.(*) + I ц2($, х) ре(т) дт] 4- + 

t S 

+ \2e2K2C2 J (J /i2(s, T) dT) ds + 2d2 o o 
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Из условия (3) ясно, что подходящим выбором числа е3 второе слагаемое 
справа можно сделать меньше д2. Следовательно 

/ 8 

ЯЛО й 3(52 + 12е2К2 I [<?.(*) + I /*2(*, т) 6е(т) йт] йя, 
О о 

Применяя один из вариантов неравенства Гронуолла—Беллмана находим 

6.(0 ехр = 32 ехр {12е2К21 [1 + I А*2(*, т) ёт] сЬ 

0 0 

а еще раз воспользовавшись условием (3) 

&(0 -̂  С3Й2 

Теперь, если положим Сзд2 = <5, то очевидно, что при любом д > О и Ь > О 
можно выбрать число €1 е (0, г0) (в зависимости от д и Ь) такое, что для всех 

е е (0, вО и / е [0,— ], §«(/> ^ й, а тогда 

$ир ^е(^) = <5 

Теорема 2 доказана. 
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