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SCRIPTA FA.C. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, ARCH. MATH. 3, 
VII: 101—121, 1971 

VERBANDSGRUPPEN, 
DEREN KOMPONENTENVERBAND 

KOMPAKT ERZEUGT IST 

F . SIK, Brno 

Eingegangen am 9. März 1971 

Die Arbeit ist dem Studium des Verbandes der Komponenten T(Q) einer Ver­
bandsgruppe (kurz: l-Gruppe) G, grösstenteils dem Studium der Bedingungen, unter 
welchen dieser Verband kompakt erzeugt ist, gewidmet. Kompakte Elemente des 
Verbandes JT(Ö) sind die Hauptkomponenten der l-Gruppe G (Hilfssatz 3). Die Um­
kehrung gilt allgemein nicht und deshalb werden zum Gegenstand der Untersuchung 
die Bedingungen, unter welchen ist es so. Der Verband r(G) einer kompakt erzeugten 
l-Gruppe G ist kompakt erzeugt und die Atome in JH(Ö) sind diskret geordnete 
Gruppen (Satz 10). Dam Einfluss der zweiten von diesen zweien Bedingungen auf 
die Struktur der l-Gruppe G wird in dieser Arbeit systematische Aufmerksamkeit 
gewidmet.Ähnlich wird es mit weiteren Bedingungen sein. Für eine bessere Übersicht 
werden wir sie aufzählen und bezeichnen: 

I. Der Verband F(G) ist kompakt erzeugt. 
IL Die Hauptkomponenten der l-Gruppe G sind kompakte Elemente des Ver­

bandes r(G). 
III . Atome des Verbandes F(G) sind diskret geordnete Gruppen. 
IV. Atome des Verbandes F(G) sind direkte Faktoren der l-Gruppe G. 
V. Die l-Gruppe G enthält ein schwaches Einselement. 

Wir werden die Charakterisierung der l-Gruppen finden, die die Eigenschaft I 
und ausserdem jede beliebige Auswahl der Eigenschaften II, III, IV, V haben. 
Es werden nur die Kombinationen I, V; I, III, V und I, IV, V ausgelassen sein — 
siehe die Bemerkung 9. 

Führen wir übersichtlich einige Ergebnisse ein, und zwar so, dass wir zuerst die 
Gruppe der Eigenschaften, welche die l-Gruppe G ausser der Eigenschaft I hat, dann 
eine von den Charakteristiken solcher l-Gruppe und in der Klammer den betreffenden 
Satz der vorliegenden Arbeit angeben. 

I — Der Verband r(G) ist atomar (Sätze 3 und 5). 
II - $(G) = r(G) (Satz 4). 

I I I — Die l-Gruppe G ist kompakt erzeugt (Satz 10). 
IV — Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer vollständig subdirekten Summe linear 

geordneter Gruppen (Satz 13). 
II, I I I —- Die Charakteristik ist in Satz 11 eingeführt. 
II , IV — Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe linear geordneter 

Gruppen (Satz 14). 
II, V — Der Verband r(G) ist endlich (Sätze 7 und 8, Bemerkung 8). 

III, IV (II, III, IV) — Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe diskret 
geordneter Gruppen (Satz 16). 
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II, IV, V — Die i-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe endlich vieler 
linear geordneter Gruppen (Satz 15). 

III , IV, V (II, III , IV, V) — Die i-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten 
Summe endlich vieler diskret geordneter Gruppen (Satz 18). 

Ein Element a eines Verbandes T wird kompakt genannt, wenn für beliebige 
i c f mit der Eigenschaft a S V A eine endliche Untermenge B cz A existiert, 
so dass a ^ V B . Ein Verband wird kompakt erzeugt genannt, wenn jedes seiner 
Elemente ein Supremum kompakter Elemente ist. Von einer Z-Gruppe G sagt man, 
dass sie kompakt erzeugt ist, wenn der Verbnd G kompakt erzeugt ist. Es sei be­
merkt, dass wir unter der Algebra eine universelle Algebra mit finitären Operationen 
verstehen. 

G. Birkhoff und O. Frink charakterisierten in der Arbeit [1] die Verbände aller 
Subalgebren der universellen Algebra mit finitären Operationen. Von ihren Ergebnis­
sen ausgehend charakterisieren wir kompakt erzeugte vollständige Verbände, 
besonders kompakt erzeugte Komponentenverbände von l-Gruppen. Hilfssatz 1 
und Satz 2 der vorliegenden Arbeit sind im wesentlichen in der Behandlung [1] 
bewiesen. Es war bequemer, diese Sätze hier direkt zu beweisen als sich auf die 
Ergebnisse in [1] zu berufen. Dies verursacht die Verschiedenheit der benutzten 
Begriffe und die Struktur der Arbeit [1]. Ausser den Ergebnissen ist uns auch der 
Beweis zu Satz 2 nützlich. 

Satz 1. Der Verband aller Subalgebren einer A^bra ist kompakt erzeugt und jede 
Hauptunteralgebra ist ein kompaktes Element dieses Verbandes. Das Supremum einer 
von oben gerichteten Menge von Subalgebren ist ihre Vereinigung. 

Beweis . Sei 91 eine von oben gerichtete Menge von Subalgebren einer gegebenen 
Algebra. Die Menge A = y 91 ist eine Unteralgebra. In der Tat, A ist offenbar 
bezüglich der nullaren Operationen abgeschlossen. Sei/eine ^-äre Operation, n 2* 1, 
xi, ...,xneA. Jedes x% ist in einem A{ e 91 und alle A% in einem A0 e91 enthalten, 
so dass /(a?i, ...,xn) e A0 c (J9I. Damit ist die letzte Behauptung des Satzes be­
wiesen. 

Sei <a> eine durch das Element a erzeugte Hauptsubalgebra <a> c V 91, wobei 91 
ein System von Subalgebren ist. Sei A die Menge aller Unteralgebren, jede von denen 
Supremum irgendeines endlichen Subsystems in 91 ist. Es gilt y $1 = y A = \J A; 
die letzte Gleichheit folgt daraus, dass A eine von oben gerichtete Menge der Sub­
algebren ist. Die Beziehung <a> c \J A impliziert dann die Existenz eines endlichen 
Subsystems 9lo <= 91 mit der Eigenschaft ae V ^o- Die Relation <a> c V %> 
bestätigt, dass <a> ein kompaktes Element des Verbandes der Subalgebren ist. 
Abschliessend ist es ersichtlich, dass jede Subalgebra B Supremum der Hauptsubal­
gebren <&>, 6 6 B, ist. 

Hilfssatz 1. Set K ein v -Halbverband. Der Verband der Ideale in K ist identisch 
mit dem Verband aller Subalgebren einer geeigneten A^bra, die auf der Menge K 
definiert ist. 

Beweis. Die verlangte Eigenschaft hat offensichtlich eine auf der Menge K 
definierte Algebra, deren System der Operationen aus der binären Operation v und 
aus allen unären Operationen besteht, die jedem xe K ein beliebiges Element y eK, 
x ^ y zuordnen. 

Sei .Fein Verband. Mit dem Symbol K(r) bezeichnen wir die Menge aller kompakten 
Elemente in .F. 
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Bemerkung 1. a) K(jT) ist ein v -Unterhalbverband in F. 
In der Tat: x, y e K(F), x v y S V A für eine Untermenge A c r => x, y £ 

^ V -4 => es existieren endliche Untermengen B, C £ A, so dass x S V &> V «S 
< \/ C => x v y ^ V(B\J C) und B (J C ist eine endliche Untermenge in A. (Die 
Operationen und die Aaordunung bezogen sich auf den Verband J7.) 

b) Das kleinste Element in F (wenn vorhanden) ist kompakt. Für einen voll­
ständigen Verband F gilt also K(F) 9-= 0. 

Satz 2. Sei JT ein vollständiger Verband. Folgende Bedingungen sind äquivalent. 
(1) r ist kompakt erzeugt; 
(2) r ist isomorph zu dem Verband aller Ideale eines v -Halbverbandes. 
(3) F ist isomorph zu dem Verband aller Subalgebren einer Algebra. 

Beweis. 1 => 2: Wir beweisen, dass der Verband JHzu dem Verband aller Ideale 
des v-HalbVerbandes K(Jn) isomorph ist. Sei S ein Ideal in K(F). Definieren wir 
x(S) = V S (die Operationen v , A und die Relation ^ beziehen sich auf den Ver­
band JT). Für aeK(F) beweisen wir die Beziehung aeSoa <* x(S). Für aeK(F) 
gilt nämlich: a <£ x(S)( = V S) => a ^ ax v ... v an für eine bestimmte endliche 
Untermenge {ax, . . . , an} ^ S => aeS, da, S ein Ideal ist. Damit ist die Implikation 
<= bewiesen; die umgekehrte ist evident. 

Für xeT definieren wir die Menge S(x) = {aeK(jT) : a g x}. S(x) ist offenbar 
ein Ideal in K(F) und aus dem vorangehenden folgt £[#($)] = S. Da der Verband J1 

nach Voraussetzung kompakt erzeugt it, ist jedes xeP Supremum kompakter 
Elemente, also für jedes #eJTist x[S(x)] = x. Wir haben bewiesen, dass die Abbil­
dungen x -> S(x), S -> x(S) des Verbandes r und des Verbandes aller Ideale in K(F) 
eineindeutig, gegenseitig invers, isoton und ,,auf "sind. 

2 => 3 folgt direkt aus Hilfssatz 1. 
3 => 1 folgt aus Satz 1. 
Satz A ([1], Theorem 3). Wenn der Verband aller Subalgebren einer Algebra eine 

Boolesche Algebra ist, so ist er isomorph zu der atomaren Booleschen Algebra aller 
Untermengen einer geeigneten Menge. 

Aus diesem Satz und aus Satz 2 folgt unmittelbar. 
Folgerung. Die vollständige kompakt erzeugte Boolesche Algebra ist isomorph zu 

der Booleschen Algebra aller Untermengen einer geeigneten Menge. 
Es gilt auch die Umkehrung: 
Hilfssatz 2. Die Boolesche Algebra JT aller Untermengen einer Menge M ist kompakt 

erzeugt und vollständig. Es gilt weiter: 
die Menge aller kompakten Elemente in JT — 

= die Menge aller endlichen Untermengen in M. 
Beweis. Das Atom der vollständigen Booleschen Algebra ist offenbar ein kom­

paktes Element und der Bemerkung gemäss ist das Supremum von endlich vielen 
Atomen ein kompaktes Element. 

Sei eine unendliche Untermenge A £ M ein kompaktes Element in r. Dann 
i = U {a} und es existiert kein endliches Teilsystem in {{a} :aeA}f dessen Supre-

a&A 

mum (Vereinigung) dem A gleich wäre. Also ist nicht das Element AeT kompakt 
erzeugt. Damit ist die Gleichheit aus der Behauptung des Satzes bestätigt. 

Jedes von Null verschiedene Element in r ist Supremum eines Atomsystems (die 
Vereinigung eines Systems der einelementigen Untermengen) — also der kompakten 
Elemente, das Nullelement ist selbst kompakt. Hieraus entnimmt man direkt, dass 
der Verband JT kompakt erzeugt ist. 
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Die unmittelbare Folgerung für den Verband der Komponenten wird eingeführt 
werden. Einleitend seien einige bekannte Begriffe und Ergebnisse zitiert, z. B. aus 
[11], Abs. 3.1. Zwei Elemente a, b einer Z-Gruppe G heissen disjunktiv, im Zeichen 
a 8 b, wenn | a \ A | b \ = 0 gilt. Das Symbol A 8 B (A, B Q G) drückt aus, dass 
a 8 b für alle a e A und alle b e B gilt. Die Menge A' = {6 e G : b 8 A} wird das 
disjunktive Komplement der Menge 0=(= i £ Ö genannt. Jede Menge (A')'(== A"), 
wobei 0 4= A e ö, ist eiwe Komponente (in #). Das disjunktive Komplement AI' 
der Menge 0 4= -A c G ist gewiss eine Komponente, da _A' = -ä * und die Komponente 
B ist das disjunktive Komplement der Menge B'. Die beliebige Komponente ist 
eine konvexe ^-Untergruppe der Z-Gruppe G und ein abgeschlossener Teilverband 
des Verbandes G. Die Menge aller Komponenten in G, r(G), ist eine vollständige 
Boolesche Algebra, die Menge I7(G) = {a" :aeG} der sog. Hauptkomponentena"und 
die MengeiJ'(ö) = {a': ae G) der sog. dualen Hauptkomponenten a' sind Teilverbände 
in r(G). Die Operationen im Verband Ü(G) sind, wie folgt, realisiert: a" v b" = 
= (| a | v | 6 I)" = (| a | + I b \)", a" A b" = (\a \ A \ b \)", im Verband IT(G) dann 
auf folgende Weise: a' v b' = (| a \ A | b \)f, a' A b' = (| a | v | b \)' = (| a \ + 
+ | 6 ()'. Das Infimum eines beliebigen Systems der Komponenten in r(G) ist ihr 
Durchschnitt. Es wird leicht bestätigt, dass Supremum eines beliebigen — nicht 
nur endlichen — Systems der Hauptkomponenten {aa : oc e A}, wobei V Ia« I existiert, 

oceA 

eine Hauptkomponente ist und dass V a* ~ (V I a«\Y &^' * n ^er Tat, aus der 
O&A «6,4 

Relation | c | £ | d \ folgt c" 3 d", also (V i aot\Y 2 V a"• Anderseits aus der Tat-
ixeA oceA 

sache, dass die Komponente y aK ein abgeschlossener Teilverband des Verbandes G 
omA 

ist und aus den Relationen aß€a"ß c V a« ^u r e m beliebiges ß e A, folgt V I aß I e 

as.4 /3e^ 
e V aa» (V I a/8l)" S V aot- Daher die verlangte Gleichheit. Unter minimalen Kompo-

oceA ßeA oceA 

nenten in G verstehen wir Atome in r(G). Die maximale Komponente ist dual defi­
niert. Die minimale Komponente ist linear geordnet und gehört inü(G), die maximale 
gehört inII'(G). Die Z-Gruppe G heisst die l-Gruppe der Gattung oc, wenn für jedes 
0 =4= K e r(G) eine minimale Komponente M in G mit der Eigenschaft K => M 
existiert. Ein Element aeG heisst ein schwaches Einselement in G falls a" = G. 

Bemerkung 2. Auf Grund des [11], 1.6 lässt sich die Kompaktheit eines Elementes 
A im Komponenten verband T(G) der Z-Gruppe G äquivalent folgendermassen aus­
drücken: 

Wenn A = V 81» wobei 21 <= r(G), existiert eine endliche Teilmenge S c 9t, «o 
dass A = V 9J. 

Für den Komponentenverband r(G) der Z-Gruppe G — da r(G) eine vollständige 
Boolesche Algebra ist —- folgt daher — 

Satz 3. Sei G eine l-Gruppe. Die folgenden Aussagen sind äquivalent: 
(1) Der Verband r(G) ist kompakt erzeugt. 
(2) Der Verband r(G) ist isomorph zum Verband aller Ideale eines v -Halbverbandes. 
(3) Der Verband r(G) ist isomorph zum Verband aller Subalgebren einer Algebra. 
(4) Der Verband r(G) ist atomare Boolesche Algebra (und ist daher isomorph zum 

Verband #M aller Untermengen einer geeigneten Menge M). 
(5) Die l~Gruppe G ist der Gattung a. 
(6) Es existiert eine ^Untergruppe H in G, die isomorph zu einer direkten Summe 

linear geordneter Gruppen ist und r(G) ~ r(H). 
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In diesem Fall ist jedes kompakte Element in r(G) Supremum endlich vieler 
minimaler Komponenten und umgekehrt. Der Beweis der Äquivalenz der Bedin­
gungen 1 bis 4 folgt direkt aus Satz 2, aus der oben genannen Folgerung zu Satz A 
und aus Hilfssatz 2. Die Implikation 4 => 5 ist evident. 

Beweis der Implikation 5 => 4: Sei A e r(G), {Mx : a 61} das System aller mini­
malen Komponenten in G, die in A enthalten sind. Nach Voraussetzung ist / 4= 0 
und es gilt evident V M« £ A- -kt \j MX^A, so gilt K = (V Mx)' n i # 0 , 

oml «ej aef 

also existiert eine minimale Komponente M unter K, also auch unter A. Aus der 
Beziehung M c (V Mx)' folgt nun 0 = M A V MX = >/(M A MX), also M A M« = 

aej ae/ ae/ 

= 0, M -?= $fa(a e 7) und daher ein Widerspruch. 
5 => 6: Die Untergruppe H, die in der additiven Gruppe G durch die Menge aller 

minimalen Komponenten der ^-Gruppe G erzeugt ist, ist eine (konvexe) ?-Unter-
gruppe in G [10], II, 5.1. Jede minimale Komponente M in G ist ein Normalteiler 

n 

in H. Für xeM, yeH gilt nämlich a — £ y i , wobei y%e Mi = minimale Kom-
n i=i n 

ponente in G für alle i == 1, 2, . . . , n, Y yt + % - £ yt = 2li + •.. + Üto-i + (̂ n + 
+ » — Vn) — 2/»-i) + • •. + Vi G M, da t/w + x — 2/n e Jf wie im Falle yneMn = M, 
als auch im Falle yn e Mn =f= M, denn die Elemente der disjunktiven Mengen Mn 

und M sind vertauschbar. Es ist ähnlich für n —- 1, . . . , 2, I. Die Untergruppe H 
ist also die Summe der minimalen Komponenten in G und da für beliebige zwei 
disjunkte Mengen der minimalen Komponenten {Mx} und {Mß} 0 = V -""« fl 
fl V -fl-V ^- ]£ -̂f« H ^ if/j gilt, ist diese Summe direkt. 

Die Menge r(G) sowie die Menge r(H) ist in einer 1-1-deutigen Korrespondenz 
mit dem System aller Untermengen der Menge aller minimalen Komponenten in G. 
Im ersten Falle ordnen wir der beliebigen Menge der minimalen Komponenten ihr 
Supremum, im zweiten Falle ihre Summe zu. Daraus folgende 1-1-deutige Abbildung 
von r(G) auf F(H) ist evident ein Isomorphismus dieser Verbände. 

6 => 5 folgt unmittelbar daraus, dass die direkte Summe linear geordneter Gruppen 
einen atomaren und deshalb nach 1 o 4 einen kompakt erzeugten Komponenten­
verband hat. 

Hilfssatz 3. Sei G eine l-Gruppe. Das kompakte Element des Verbandes F(G) ist 
eine Hauptkomponente in G. 

Beweis. Sei A ein kompaktes Element in F(G). Dann ist A = y{a" : a e A}, und 
somit existiert eine endliche Untermenge A\ c i , s o dass A = V{a* : a e ^ - } * ^ a n e r 

die Komponente A = (V{l a\ :ae A{)" ist eine Hauptkomponente. 
Die Umkehrung der Implikation im Hilfssatz 3 braucht nicht allgemein gelten, 

nicht einmal in dem Fall, dass der Verband T(G) kompakt erzeugt ist. Als Beispiel 
dient eine vollständige direkte Summe unendlich vieler linear geordneter Gruppen. Der 
Verband F(G) ist atomar, also ist er kompakt erzeugt (Satz 3), während die Haupt­
komponente, welche durch ein Element erzeugt ist, dessen unendlich viele Koordi­
naten von Null verschieden sind, ist kein Supremum endlich vieler minimaler Kom­
ponenten. 

Widmen wir uns jetzt der Frage, unter welchen Bedingungen es möglich ist, die 
Implikation im Hilfssatz 3 umzukehren. 

Bemerkung 3. Ist jede Hauptkomponente einer i-Gruppe G ein kompaktes Element 
des Verbandes r(G), so ist der Verband F(G) kompakt erzeugt. 
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In der Tat, ein beliebiges A e T(G) ist Supremum kompakter Elemente in -T(ö), 
4 = \J{a» :aeA}. 

Definieren wir 9ß(G) als das System aller Untermengen der I-Gruppe G, jede von 
denen Vereinigung der Elemente eines Ideales in IJ(G) ist. 

Hilfssatz 4. Sei G eine l-Gruppe. ^ß(ö) ist das System aller Subalgebren einer gewissen 
auf G definierten Algebra. Die Menge aller Hauptsubalgebren dieser Algebra ist II(G). 

Bemerkung 4. Solche Algebra ist z. B. eine _Q-Gruppe, deren additive Gruppe die 
additive Gruppe der J-Gruppe G ist, zwei von den £?-Operationen v und A und die 
übrigbleibenden ß-Operationen alle unären Operationen sind, die einem beliebigen 
a e G ein beliebiges Element bea" zuordnen. 

Beweis. Es sei eine ß-Gruppe G definiert, wie sie in Bemerkung 4 beschrieben ist. 
Ein beliebiges Element aus ty(G) ist eine ^-Untergruppe der ^-Gruppe G und ist be­
züglich aller unären Q-Operationen abgeschlossen, also ist eine ß-Untergruppe. 
Umgekehrt, wenn A eine ß-Untergruppe der ß-Gruppe G ist, a€ Af dann a" <= A 
und daher A = \J{a" : ae A}. Die Menge {a" : a e A} ist ein Ideal in II(G). Es gilt 
in der Tat: a,beA=>\a\ V \b\eA=>A =? (|« | v \b \)". Die übriggebliebene 
Eigenschaft des Ideales ist evident gültig. 

Für den Beweis der Schlujasbehauptung bemerken wir zuerst, dass jede Haupt­
komponente ein Element in ty(G) ist. Daher ist die durch ein Element a erzeugte 
Hauptsubalgebra (a) in der Hauptkomponente a" enthalten. Da <a> Vereinigung 
der Elemente eines Ideales in Ü(G) ist, existiert eine Hauptkomponente b" mit der 
Eigenschaft a e b". Zum Schluss haben wir b" c <a> c a" c b", <a> = a" bewiesen, 
daher ist a" die Hauptsubalgebra <a>. Wir haben die Gleichheit { a ' : a e ö } = 
55= «a> : aeG} bewiesen und damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. 

Satz 4, Sei G eine l-Gruppe. Folgende Bedingungen sind äquivalent: 

d)^(G) = r(G). 
(2) Die Vereinigung einer beliebigen von oben gerichteten Komponentenmenge ist eine 

Komponente. 
(3) Die Vereinigung einer beliebigen von oben gerichteten Menge der Hauptkomponenten 

ist eine Komponente. 
(4) Der Verband F(G) ist kompakt erzeugt und jede Hauptkomponente in G ist ein 

kompaktes Element in r(G). 
(5) Der Verband r(G) ist atomar und jede Haüptkomponente in G ist Supremum endlich 
• vi&hr minimaler Komponenten in G. 
(6) Es existiert eine U Untergruppe H in G, die zu einer direkten Summe linear geordneter 

Gruppen isomorph ist und es existiert einÜ(G) auf II(H) abbildender Isomorphismus 
. <p:T(G)aufT(H). 

Bemerkung 5. Mit Hinsicht auf Hilfesatz 3 kann man die zweite Aussage 4n der 
Bedingimg (4) und (5) äquivalent auf folgende Weise formulieren: Die Menge aller 
kompakten Elemente in r(G) ist gleich Ü(G). 

Beweis. 1 => 4: Nach Satz 1 und Hilfesatz 4 ist ty(G) als der Verband aller Subal­
gebren gewisser Algebra kompakt erzeugt und alle Hauptsubalgebren sind kompakte 
Elemente in ^ß(ö). Wiederum nach Hilfssatz 4 sind die Hauptkomponenten in G 
kompakte Elemente in ty(G). 

4 => 1: Es gentigt ty(G) c r(G) zu beweisen, denn die umgekehrte Inklusion ist 
evident. Sei also 91 ein Ideal inII(G), L = V 3T. Sei $ die Menge aller in L enthaltenen 
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Hauptkomponenten. Nach Voraussetzung ist ein beliebiges b" e 33 ein kompaktes 
Element in r(G). Aus der Relation l i ' c y ä l folgt also die Existenz einer endlichen 
Untermenge G c 93 mit der Eigenschaft 6" c V ^- D a V ® e 91, ist b" e 9t, also 
93 £ 9t. Die umgekehrte Inklusion ist evident, also 91 = 93. Weil U 93 == L gilt, ist 
auch U 91 = L e r(G). Daher $(ö) c T(ö). 

1 => 2; 3 => 2: Sei 91 eine von oben gerichtete Komponentenmenge. Die Menge 
33 = {a" : a e(J9l} ist ein Ideal in TI(G). Für beliebige a", b" e-B existieren nämlich 
i , _ 5 e 91, so dass a e i , 6 eB. Dann ist a" V b" c J. v J5 c O für ein gewisses 
G e 9t, also a" v b" = (\a\ v \b |)" e 93, denn | a | V | 6 | e \J 91. 93 hat auch die 
zweite Idealeneigenschaft, denn: V c a" G93 => 6 G 6" 2 a" c J. für ein -4 e 91 => 
= > 6 G U 9 I = > 6 " G 9 3 . Wenn wir jetzt aus der Bedingung (1) ausgehen, schliessen wir, 
dass (J 93 als ein Element in ty(G) (= T(G)) eine Komponente ist. Wenn wir im 
zweiten Falle die Gültigkeit (3) anstatt (1) voraussetzen, ist U© ebenfall seine 
Komponente. 

2 => 3 gilt evident. 
3 => 1: Wenn die Bedingung (3) erfüllt ist, ist die Vereinigung der Elemente des 

Ideales inI7(G) eine Komponente, also 9ß(G) £ T(G), was zusammen mit der evident 
gültigen umgekehrten Inklusion die gesuchte Gleichheit ergibt. 

4 o 5 folgt aus Satz 3. 
Wenn wir auf den Satz 3 Rücksicht nehmen, genügt es für den Beweis 5 06 nur 

folgendes zu beweisen: 
5 => 6: Da nach Voraussetzung die Hauptkomponente in G Supremum endlich 

vieler Atome in r(G) ist, so ist ihr qp-Bild in r(H) Summe endlich vieler Atome in 
r(H), also eine Hauptkomponente in H. 

6 => 5: 99-Bild einer Hauptkomponente K in G ist nach Voraussetzung eine Haupt­
komponente in H, d. h. die Summe endlich vieler Atome in r(H), so dass K Supremum 
endlich vieler Atome in T(G) (99-Vorbilder der zuletzt genannten Atome in r(H)) ist. 

Der Satz 3 führt als eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Eigen­
schaft des Komponenten Verbandes r(G) einer l- Gruppe G ,,kompakt erzeugt zu sein" 
die Existenz eines Isomorphismus des Verbandes r(G) zu dem Idealenverband eines 
geeigneten v-HalbVerbandes ein. Nach dem Beweis zu Satz 2 kann als solcher 
V-Halbverband die Menge K(F) aller kompakten Elemente in T(G) dienen. 

Um die Ausdrucksweise zu erleichtern, bezeichnen wir mit dem Symbol J(L) den 
Verband aller Ideale im Verband L. Bezeichnen wir weiterhin mit E(N) den durch 
die Inklusion geordneten Verband aller endlichen Teilmengen der Menge N (ein­
schliesslich der leeren). Abschliessend, wenn N eine Untermenge eines Verbandes ist, 
bezeichnen wir mit dem Symbol 8(N) die Menge der Suprema aller endlichen Teil­
mengen der Menge N (einschliesslich der leeren). Im folgenden Satz wollen wir zeigen, 
dass der Verband J(K(T)) im Satz 3 durch jeden beliebigen der Verbände J(E(N)) 
und J(8(N)) vertreten werden kann, wobei N die Menge aller minimalen Kompo­
nenten in G bedeutet. 

Satz 5.8ei G eine l-Gruppe. Der Verband T(G) ist kompakt erzeugt genau dannt wenn er 
zu einem (und dann zu jedem) von den Verbänden J(K(F)), J(E(N)) Und J(8(N)) 
isomorph ist, wobei JC(JP) den V -Halbverband aller kompakten Elemente in r(G) und N 
die Menge aller minimalen Komponenten in G bezeichnet. 

Es genügt zu beweisen, dass die Bedingung notwendig ist. Sie ist nämlich auch 
hinreichend nach Satz 3, denn alle drei angeführten Objekte sind Idealenverbände 
eines V-Halbverbandes. 
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Notwend igke i t . Nach Satz 2 (mit Berücksichtigung des Beweises zu Satz 2) 
ist der vollständige kompakt erzeugte Verband isomorph zu dem Verband J(K(jT)). 

Wenn der Verband F(G) kompakt erzeugt ist, ist nach Satz 3 J(K(r)) = J(8(N)) 
und es gilt offenbar J(S(N)) -^ J(E(N)). 

Satz 6: Zu einer beliebigen Menge N existiert eine l-Gruppe G, so dass r(G) isomorph 
zu J(E(N)) ist. 

Beweis. Solche Z-Gruppe wird z. B. die direkte Summe der von Null verschiedenen 
linear geordneten Gruppen {Ga : oceN} sein. Die Menge 91 der minimalen Komponen­
ten in G ist offenbar äquivalent mit Nt so dass der Verband J(E(9l)) zu dem Verband 
J(E(N)) isomorph ist. Die 1-Gruppe G ist kompakt erzeugt und deshalb ist nach 
Satz 5 

r(G) ~ J(E(W)) ~ J(E(N)). 

Betrachtungen über kompakte Erzeugung unterbrechen wir mit dem folgenden 
Vorbereitungsabsatz. 

In der Arbeit [5] wurden Ergebnisse für die Räume der Ultrafilter in einem 
A-Halbverband L abgeleitet, welche nach gewisser einfacher Bearbeitung interes­
sante Verwendung in den Fragen haben, die zum Gegenstand unseres Studiums 
werden. Wie es gleich ersichtlich ist, kann man nach Vertauschung der geordneten 
Menge L durch die dual geordnete Menge L die für den Ultrafilterraum in L gültige 
Behauptung auch für den Ultraantifiiterraum in L bestätigen. Ich führe diese Er­
gebnisse in der speziellen Form ein, in welcher sie hier verwendet werden sein. Unter 
einem Antifilter in einem v -Halbverband A verstehen wir ein nichtleeres Ideal in A, 
welches das Einselement des Halbverbandes A (sofern A es hat) nicht enthält. 
Maximale Elemente der durch die Inklusion geordneten Menge aller Antifilter in A 
heissen UUraantifiUer. 

Sei A ein distributiver Verband mit dem grössten Element 1. Sei U(A) die Menge 
aller Ultraantifilter in A. Die Menge U(A) versehen wir mit einer Topologie, so dass 
wir als Basis der offenen Mengen in U(A) das System aller Mengen UK = {£ e 
e U(A) : K e f} nehmen, wobei K ein beliebiges Element in A ist. 

Satz B. Der Raum U(A) hat folgende Eigenschaften: 
a) U(A) ist ein Hausdorffscher vollständig regulärer Raum. 
b) Jede Menge UK ist offen und abgeschlossen. 
[5], Theorem 1. 
Auf Grund dieser und weiterer Behauptungen in [5] wurde in [9], Teor. 6, der Satz 

bewiesen, welchen wir jetzt einführen und in vervollkommener Form beweisen. 

Satz C Sei G eine l-Gruppe. Folgende Bedingungen sind äquivalent: 

(1) Der Raum U(II'(G)) ist kompakt. 
(2) Der Raum U(H(G)) ist kompakt und G erfüllt die (unten angeführte) Bedingung (H) 
(3) II'(G) ist eine Boolesche Algebra. 
(4) Ü(G) ist eine Boolesche Algebra. 
(5)/7(G)=/7'(G). 

Die Bedingung (H) lautet: Zu jedem Element a > 0, das kein schwaches Einselement 
ist, existiert ein Element b > 0, das kein schwaches Einselement ist, so dass a v b ein 
schwaches Einselement ist. 
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Beweis. Teor. 6 aus der Arbeit [9] hat dieselbe Fassung wie der vorgelegte Satz 
bis darauf, dass er die um die Forderung QeII'(G) erweiterte Bedingung (1) hat. 
Wir werden beweisen, dass der kompakte Raum U(II') die Forderung 0e/7'(G) 
erfüllt und damit wird unser Satzt bestätigt sein. 

Da die Abschliessung der leeren Menge in U(II') die leere Menge und {U( i I ' ) \U / ' : 
:feG+} eine Basis der abgeschlossenen Mengen des Raumes U(ü') ist, so gilt 
n { U ( / 7 ' ) \ Uf.fG G+} = 0. Daher U(77') = \J{Uf : / e (?+}. Die Menge {Uf : /eö+} 
ist eine offene Überdeckung des Raumes U(TI'). Aus der Kompaktheit des Raumes 
folgt die Möglichkeit der Auswahl einer endlichen Überdeckung {Ufl: i = 1, ...,n} s> 

S {Uf :fe G+}. Es muss \J Uf\ s U Afi = U(V/<)' g^6*1 ' s o d a s s w i* U(i7') = 
j=-i i—i t-=i 

= U(Vfi)' haben, d. h. jeder Ultraantifilter in/7'(<?) enthält (V/<)'. V/< w i r d e i n 

1 = 1 t-*-l i-r-l 
n 

schwaches Einselement in G sein, wenn wir beweisen, dass (V/*)' = 0 gilt. Das 
ergibt sich aber aus [9], Hilfssatz 2. Damit ist der Satz bewiesen. 

Für den weiteren Gebrauch führen wir ausdrücklich eine äquivalente Form des 
Hilfssatzes 2 aus [9] als die folgende Bemerkung 6 an. 

Bemerkung 6. Es gilt () {£• f e U(i7')} == 0. 
Noch einige Zitate aus [10]. Für | e U(i7'(ö)), aeG, gelten folgende wichtige Re­

lationen: ae\Jgoaegoa'c\Jgoa',&(j£ [10], III , 7. 10. Wenn P eine 
konvexe Z-Untergruppe der ^-Gruppe G ist, kann man die Zerlegung GjiP (ähnlich 
GjrP), und zwar durch kanonische Vorschrift, anordnen: a + P jS b + -P, wenn 
c e P existiert, so dass a + c *> b, [10], III, 6. P heisst einfache Untergruppe in #, 
wenn die Zerlegung GjiP kanonisch linear geordnet ist. Minimale Elemente der (durch 
die Inklusion) geordneten Menge der einfachen Untergruppen heissen minimale ein­
fache Untergruppen in G. Insofern 6 4=0, ist die Menge aller minimalen einfachen 
Untergruppen in G gleich {\J f : | e U(Ü'(G))}, [10], III , 7. 2. Eine subdirekte Summe 
G der Z-Gruppen {Gx} heisst vollständig subdirekt, wenn für beliebige a und xK e ö a 

stets / e G mit /(a) = xx und /(/?) == 0 für alle ß 4= a existiert. Elemente des genann­
ten Types in G sind eigene Spitzen der Z-Gruppe G im Sinne der folgenden Definition: 
Ein Element x einer (beliebigen) Z-Gruppe G heisst eigene Spitze in G, wenn das 
Intervall (0, x) eine Kette ist [4]. Eine l-Gruppe G heisst r-Gruppe, wenn sie isomorph 
zu einer subdirekten Summe linear geordneter Gruppen ist oder äquivalent dazu, 
wenn jede Komponente in G eine normale Untergruppe der Gruppe G ist, [3] V 8, 
Teorema 15. 

Ist schliesslich P ein topologischer Raum, bezeichnen wir mit 9l(P) die Menge aller 
in P abgeschlossenen Mengen, und mit 9W(P) das System aller Untermengen in P, 
die Abschliessung offener Menge (== Abschliessung ihres Interieurs) sind. 

Hilfssatz 5. Sei G eine l-Gruppe 4= 0. Folgende Aussagen sind äquivalent: 
(1) Der Raum U(i7') ist diskret. 
(2) Minimale einfache Untergruppen in G sind maximale Komponenten in G. 
(3) Jeder UltraantifiUer in II'(G) ist ein Hauptantifilter. 
(4) <rt(U(/7')) = 9M(U(77')). 

Reweis . l o 4 : Wir beweisen, dass für einen beliebigen topologischen Raum P 
gilt: 
(p) SW(P) =-= 9l(P) o x ist eine offene Menge in P für ein beliebiges xeP, 
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was im Falle des Raumes P = U(II') mit abgeschlossenen Punkten das verlangte 
beweist. 

Sei xeP. Wenn $ keine offene Menge ist, existiert ein y e x \ Int x. Da die Menge 
# \ Int x abgeschlossen ist, gilt Int g s g s x \ Int X, also Int g n Int # = 0. 
Aus der Relation g £ # ergibt sich aber Int ^ c Int £ und daher Int g = 0. Das ist 
aber im Widerspruch mit 0 T-= # = Int # (die Gleichheit folgt aus der Voraussetzung 
ge9l(P) = 9W(P)). Infolgedessen Int x = $, also # ist offen. 

1 => 3: Nach Voraussetzung ist die einelementige Menge {£} offen, es existiert also 
a' eü'(G), a' 4= G, so dass Via' c {f}. Wenn a' keine maximale Komponente in G 
ist, so ist a"(=j=0) keine minimale Komponente in G. Es existiert also ein beG 
mit der Eigenschaft 0 4= &* i a"- Für die Komponente K = b' A a" gilt K =(= G 
und K A b" (== a" A b' A b") = 0. Aus dieser Gleichheit erhalten wir K' v 6' = (r. 
Wenn wir ein Element 0 4= c e K' (4= 0) erwählen, so ist c' 2 K, und daher c' v 
v b' = G. Diese Beziehung zusammen mit den Beziehungen c' 2 a', b' 2 a' ge­
währleistet uns dabei, dass die Mengen {c', a'}, {&', a'} verschiedene Ultraantifilter 
in # ' erzeugen, die beide in Ua' gehören — im Widerspruch damit, dass Ma' = {£} 
einziges Element f enthält. Die Komponente a' ist also das grösste Element in £ 
und der Antifilter £ ist ein Hauptantifilter. 

3 => 2: Jede minimale einfache Untergruppe ist gleich \J f für ein geeignetes £ e 
e U(#') . Da £ ein Hauptantifilter in# ' (ö ) ist, ist er durch ein duales Atom a' inII'(G) 
erzeugt. Die Komponente a' ist in G maximal. Würde nämlich K e T(G), G 4= K ig a', 
existieren, dann K' 4= 0 und für ein beliebiges 0 4= b e K' gilt G 4= V 2 K" = 
= .K | o' im Widerspruch zur Voraussetzung, dass a' ein duales Atom in II'(G) ist. 
Wir schliessen damit, dass \J | = a' eine maximale Komponente ist. 

2 => 1: Jeder Ultraantifilter f e VL(II') ist ein Hauptantifilter, denn nach Voraus­
setzung ist die minimale einfache Untergruppe (J f eine maximale Komponente 
in G und diese gehört i n# ' (ö ) , also f = {&' e # ' ( ö ) : 6' c a'}. Daher Ua' = {£}, also 
jeder Punkt in U(#') ist eine offene Menge und U(#') ist ein diskreter Raum. 

Satz 7. Sei G eine l-Gruppe. Folgende Aussagen sind äquivalent: 

(1) ty(G) = r(G) und G enthält ein schwaches Einselement. 
(2) Der Verband r(G) ist kompakt erzeugt, jede Hauptkomponente in G ist ein kompaktes 

Element in r(G) und G enthält ein schwaches Einselement. 
(3) Die Menge r(G) ist endlich. 
(4) Im Verband F(G) ist jedes Element kompakt. 
(5) Der Raum U(Ü'(G)) ist kompakt und diskret. 
(6) Es existiert eine l-Untergruppe H in G, welche isomorph zu einer direkten Summe 

endlich vieler linear geordneter Gruppen ist und es existiert ein Isomorphismus 
f. r(G) auf r(H), derll(G) aufll(H) abbildet. 

Bemerkung 7. Gilt in einer Z-Gruppe G die Beziehung T(G) = Ü'(G) oder F(G) = 
=#(Ö) , so ist r(G) =n'(G) =n(G). 

Beweisen wir z. B. die erste Behauptung: Für ein beliebiges K eTist K' eil, also 
K^K" eil', i h . T c # ' . Evident ist r 2 # ' also T = # ' . Die zweite Behauptung 
wird ähnlich bewiesen. 

Beweis: 1 o 2 folgt aus Satz 4. 
n 

2 => 3: Nach Satz 4 ist die Hauptkomponente G gleich V ai> wobei a\ minimale 
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Komponenten sind. Daher für jedes K e r(G) gilt K = K f) G = K (\ V a i ^ 

= V (K fl a"t) = y {a\ ; K 2 a\} (für die übrigbleibenden a\ gilt nämlich K P! d\ = 

= 0). Daher die Endlichkeit des Verbandes T(G). 
3 => 5: r(G) als endliche Menge ist eine atomare Boolesche Algebra und deshalb 

ist die Komponente K e r(G) Supremum (endlich vieler) minimaler Komponenten. 
Minimale Komponenten sind Hauptkomponenten und Supremum ihrer endlichen 
Menge, also auch K ist wieder eine Hauptkomponente. Damit ist JT(Ö) £ 77(G) und 
infolgedessen auch r(G) =77(0) bewiesen. Aus der Bemerkung 7 erhalten wir dann 
IT(G) = II'(G) und diese Gleichheit bedeutet, dass der Raum U(77') kompakt ist 
(Satz C). Jedes Element £ e 11(77') ist ein Hauptantifilter und ist durch eine maximale 
Komponente a' erzeugt, also ist Ha' = {£} eine offene Menge. Der Raum 11(77') ist 
daher diskret. 

5 => 4: Zuerst werden wir beweisen: Sobald A {a* > ote A} = 0 gilt, dann über­
deckt das System der offenen Mengen {Uaa : oceA} den Raum U(77'). Im entgegen­
setzten Fall existiert ein f e 11(77'), welches zu keinem Ua'a, oteA, gehört. Die Be­
ziehung aa e | impliziert aa c (J f für alle a e A. Da der Raum U(77') diskret ist, ist 
nach Hilfssatz 5 der Antifilter | ein Hauptantifilter (der durch eine maximale 
Komponente a' erzeugt ist) und daher aa c \J £ = a', oceA. Daher erhalten wir 
aa 3 a" (4= 0), ^{aa: oce A} ^ a" =^ 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Weiterhin beweisen wir folgendes: Ist A aa = 0, dann für eine endliche Teilmenge 
a 

{a } £ {aa} gilt A aai ~ ^- Sei also ^ a^ = 0. Aus der Kompaktheit des Raumes 
t « 

U(77') folgt, dass man aus dem System {UÖQ, welches nach dem vorangehenden eine 
offene Überdeckung des Raumes U(77') ist, eine endliche Überdeckung {Ua^} aus­
wählen kann. Daher folgt ^a'ai = 0. Jedes £ e U(77') muss nämlich eine duale 

i 

Hauptkomponente a' = A a i | enthalten, was eben bedeutet, dass a' ef\{£ : £ e 
e U(77')} = 0 (Bemerkung 6) gilt. Daher a' = 0. 

Abschliessend beweisen wir, dass jedes Element in T(G) kompakt ist. Es gelte 
K = y Ky für Kv, KeT(G). Da jede Komponente Supremum von Hauptkompo-

y 
nenten ist, existieren Untermengen {aa : oc e A}, {bß : ß 6 B} c 77(ö), so dass K = 
== V bß> y Ky = y aa.Es &ei noch bemerkt, dass zu jedem a ein y(ot) existiert mit 

ß r « 
Ky(«) 3 aa. Aus den hervorgehenden Gleichungen ergibt sich sukzessiv 

<x ß « ß 

o = (A ty A (A ty' = (A <) A ( V 9 = A V K A &;>. 
0 0 a ß « ß 

Nach dem vorigen gilt für eine bestimmte Untermenge der Menge {V (%{ A b"ß): 
ß 

: a e A}, sagen wir { V ( Ö » A K ) : » - = 1 , 2 n}, 
ß 

Ä V (< A 6p = 0. 
*:=~i ß 

in 



Daher erhalten wir sukzessiv 

o = A K, A v &ü) = (A < ) A K, 
i-«l ß i**l 

t » l i-«l 

Daher 

i=-l « i—\ 

d .h . 

demnach ist K ein kompaktes Element in F(G). 
4 => 2: Die ersten zwei Aussagen in (2) gelten offenbar. Weiterhin ist die Kom-

n n 
ponente G = y{a" :aeG} kompakt in F(G), also gilt G = V a% = (V I ai l)"> w a s 

eben bedeutet, dass V I ai\ e*n schwaches Einselement in G ist. 
t=-i 

Mit Rücksicht auf Satz 3 ( l o 6 ) wird der Beweis der Implikation 2 o 6 auf 
Grund folgender Betrachtung durchgeführt werden: 

2 => 6: Da G eine Hauptkomponente in G ist, ist H als ihr 9?-Bild eine Hauptkom­
ponente in H. Deshalb emthält die direkte Summe der linear geordneten Gruppen, 
cjeren H ein isomorphes JJild ist, ein schwaches Einselement, d.h. ein Element, dessen 
alle Koordinaten von Null verschieden sind. Dann hat diese direkte Summe nur 
endlich viele direkte Summanden. 

6 => 2: Die direkte Summe 8 endlich vieler linear geordneter Gruppen, zu der 
die Z-Gruppe H nach Voraussetzung isomorph ist, enthält ein schwaches Einselement, 
nämlich ein Element, dessen alle Koordinaten > 0 sind. Dieses Element ist offenbar 
Supremum endlich vieler eigener Spitzen der ^-Gruppe S, sagen wir {xi, x%, . . . , xn}. 
Die in 8 durch einzelne Elemente xt erzeugten Komponenten sind Atome in JP(#) 
und ihr Supremum ist S. Daher folgt, dass H Summe endlich vieler Atome in r(H) 

n , 
ist, sagen wir H = £ M%. Da für beliebige 0 < xt e Mt stets x- = Mt ist, so gilt 

n n 

H = ^ a ? J = (]£#*)" (^er Strich bezeichnet diesmal das disjunktive Komplement 
«•Oll { M 1 

in der J-Gruppe H), so dass H eine Hauptkomponente in H ist. G als ^-Vorbild 
der Hauptkomponente H ist eine Hauptkomponente der i-Gruppe G, also enthält G 
ein schwaches Einselement. 

Satz 8, Sei G eine l-Gruppe. Folgende Bedingungen sind äquivalent: 

(1) Der Verband T(ö) ist endlich. 
(2) Die l-Gruppe G ist der Gattung a und es existieren nur endlich vieh maximale 

Komponenten in G. 
(3) In G existieren nur endlich vieh minimale einfache Untergruppen. 
(4) Es existieren nur endlich viele UltraantifiUer inII'(G). 
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Beweis . 1 => 2 ist evident. 
2 => 4: Wenn keine von den maximalen Komponenten Mt, i =-= 1, 2, ...»w» iö 

einen Ultraantifilter £ e U(/7') gehört, dann für jedes i existiert ein a\ € f m** der 
» , 

Eigenschaft Jf< v oj = (?. Daher für jedes j = 1, 2, . . . , n ist Mj v y &i = G, 
i*ml 

n n t 

also ist V ai - n keiner maximalen Komponente enthalten und dabei V a* ^ ^» 
%-=i <-i 

n ' . 

da V al e f. Das ist im Widerspruch zur Voraussetzung über die Gattung der J-Gruppe 
i=l 

G. Daraus schliessen wir ab, dass jedes f e U(TI') durch eine maximale Komponente 
erzeugt ist und ist daher ein Hauptantifilter. Die Menge U(IJ') enthält deshalb so 
viele Elemente wie die Menge der maximalen Komponenten in G, d.h. ist endlich. 

4 o 3 : Es existiert eine 1-1-deutige Korrespondenz zwischen der Menge aller 
minimalen einfachen Untergruppen in G und der Menge U(il') aller Ultraantifilter in 
II'(G). Die Zuordnung der minimalen einfachen Untergruppe A und £ eU(II') ist 
durch die Relation A = \J f gegeben. 

4 => 1: Der Raum U(ü') ist endlich und daher kompakt. Für ein | € U(ü') ist 
die einelementige Menge {£} abgeschlossen und ist daher Durchschnitt eines Systems 
31 der Mengen U(II')\Ua' (welche in die Basis der abgeschlossenen Mengen in 
U(II') gehören). Jede Menge Ua' ist offen und abgeschlossen (Satz B), das System 91 
ist endlich, weil U(II') endliche Menge ist, also ist die Menge {£} offen. Daher folgt, 
dass der Raum U(ü') diskret Ast. Es gilt also die Bedingung (5), Satz 7, und somit 
auch die Bedingung (3) desselben Satzes. Daher (1), Satz 8. 

Der Satz ist bewiesen. 
Satz 9. Sei G eine l-Gruppe, sei der Raum U(/7'((r)) diskret. Dann ist die Gleichheit 

r(G) =II(G) =II'(G) äquivalent mit der Gleichheit zwischen irgendwelchen zweien 
von den Objekten r(G),II(G),II'(G), d.h. r = 11=11' o / T = II''o T =- IIo T = 11'. 

Beweis . Sei der Raum U(IJ') diskret und Ü(G) =Ü'(G). Dann nach Satz C ist 
U(ü') kompakt und diskret, so dass nach Satz 7 jedes Element in r(G) kompakt ist. 
Ist jetzt K e r(G)> so ist K = V{a" : a e K}, also K == V a\ fü* e m e gewisse endliche 
Untermenge {cQ £ {an : a e K}. Daher K = (V \ai W eü(G). Aus der gerade 
bewiesenen Inklusion r(G) c Ü(G) folgt nun r(G) = Ü(G). 

Übrigbleibende Teile der Behauptung des Satzes folgen aus Bemerkung 7. 

Bemerkung 8. Die Reihe der Aussagen aus Satz 7 ist um einige weitere in Satz 
8 verbreitet. Überdies erlaubt die Aussage (5), Satz 7, einige äquivalente Varianten, 
wenn wir den Satz C und den Hilfssatz 5 ausnützen. Den Schlussbeitrag, welcher 
die Menge der Charakteristiken der die Forderungen I, II und V erfüllenden Ver­
bände r(G) verbreitet, bietet der Satz 9. 

In der Bedingung (1) und (2), Satz 7, kann man die Forderung der Existenz des 
schwachen Einselements in G nicht auslassen. Dies beweist das folgende 

Beispiel 1. Sei i-Gruppe G eine direkte Summe unendlich vieler linear geordneter 
Gruppen 4= 0. G hat kein schwaches Einselement, aber JT(ö) ist eine vollständige 
atomare Boolesche Algebra; deshalb ist der Verband r(G) nach Satz 3 kompakt 
erzeugt. Da jede Hauptkomponente Supremum endlich vieler Atome ist, ist sie ein 
kompaktes Element in r(G). Die ersten zwei Forderungen aus der Bedingung (2), 
Satz 7, sind daher erfüllt, während die dritte ist nicht und offensichtlich ist auch nicht 
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die Bedingung (3) dieses Satzes erfüllt. Damit ist bestätigt, dass man in der Bedin­
gung (2), Satz 7, die Forderung der Existenz eines schwachen Einselements in G 
nicht auslassen kann, d.h. die Eigenschaft V folgt nicht aus den Eigenschaften I, II . 

Dagegen erfüllt die direkte Summe endlich vieler linear geordneter Gruppen die 
Bedingungen, Satz 7. 

F. Fiala studiert in seiner Arbeit [2] einen gewissen Typ der Kompaktheit der 
Elemente des Komponenten Verbandes, welche in der folgenden Definition angegeben 
sein wird. 

Sei S ein Verband, A £ S. Bezeichnen wir mit _A* die Menge aller oberen Beschrän­
kungen der Menge A. 

Der Verband S heisst o-kompakt, wenn zu einer beliebigen von oben beschränkten 
Untermenge A c S eine endliche Teilmenge Ax c A mit A* = A* existiert. Wir 
wollen eine Z-Gruppe G o-kompakt heissen, wenn der Verband G o-kompakt ist. 

Es ist offenbar, dass ein o-kompakter Verband von oben bedingt vollständig ist 
und eine o-kompakte Gruppe eine vollständige l-Gruppe ist. 

Mit Rücksicht auf diese Tatsache kann man die vorige Definitionsbedingung 
äquivalent, wie es ersfchtlich ist, in folgender Weise ausdrücken: 

(*) Ist a === V -4 für ein ae S und eine Untermenge A c S, existiert eine endliche 
Teilmenge Ai £ A, so dass a = V -^I-

Aus dieser Formulierung ist es offenbar, dass ein Verband S gerade dann o-kompakt 
ist, wenn jedes seiner Elemente von unten unerreichbar ist. Der Begriff des von unten 
unerreichbaren Elementes wurde in [1], S. 301, angeführt und in [11], 1.5 wurde es 
bewiesen, dass seine Definition die oben genannte Form (*) haben kann. 

Es sei bemerkt, dass unter Verwendung des Begriffes der o-Kompaktheit die 
Bedingung (4), Satz 7, in folgender Weise geschrieben werden kann: Der Verband 
F(G) ist o-kompakt. 

Unter einer diskret geordneten Gruppe verstehen wir eine linear geordnete Gruppe, 
deren jedes Element einen unmittelbaren Vorgänger und einen unmittelbaren Nach­
folger hat. 

Unter einer Gruppe des Typus G verstehen wir die linear geordnete additive Gruppe 
der ganzen Zahlen. 

Eine archimedische diskret geordnete Gruppe ist offenbar eine Gruppe des Typus G. 
Mit i(G) sei die Menge aller minimalen Komponenten der l-Gruppe G bezeichnet. 

Satz 10. Sei G eine l-Gruppe. Der Verband JT(G) ist kompakt erzeugt und minimale 
Komponenten in G sind genau dann diskret geordnete Gruppen, wenn die l-Gruppe G 
kompakt erzeugt ist, oder äquivalent damit, wenn eine l-Untergruppe H in G existiert, 
welche isomorph zu einer direkten Summe diskret geordneter Gruppen ist, und r(G) ~ 
~ r(H), f(G) = l(H) giU. 

Beweis. Im Falle G = 0 gilt der Satz offenbar. Sei G 4= 0. Es habe die J-Gruppe G 
die Eigenschaften I und III . Wir wollen beweisen, dass jeder Ultraantifilter in 
Hf(G) ein Hauptantifilter ist. Damit wird nach Hilfssatz ö bewiesen, dass jede minimale 
einfache Untergruppe in G maximale Komponente in G ist. Diese Bedingung, zu­
sammen mit der Tatsache, dass minimale Komponenten in G diskret geordnete 
Gruppen sind, impliziert nach Satz 3.3.3 in [11] die kompakte Erzeugung der ^-Gruppe 
G. 

Sei also f e U(ZT). Dann ist die Menge der Hauptkomponenten 91 = {JT : K e | } 
ein Ultrafilter in 77(6?). Jedes K' ist nach Voraussetzung Supremum endlich vieler 
Atome in T(G), so dass jede absteigende Kette der Elemente in 91 endlich ist. 91 
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enthält daher minimale Elemente und weil 21 ein Filter ist, ist das einzige minimale 
Element in 91 das kleinste Element des Filters 91. .Also ist 91 ein Hauptfilter in IJ(G) 
und | ist ein Hauptantifilter in II'(G). 

Umgekehrt, sei G eine kompakt erzeugte J-Gruppe. Nach Satz 3.3.3 in [11] ist 
jede minimale einfache Untergruppe in G eine maximale Komponente in G. Nach [10] 
III , 7.2 ist die Menge aller minimalen einfachen Untergruppen in G gleich {\J f : f e 
€ 11(77')} und nach Bemerkung 6 ist f| { \J f : g e U(ü')} = 0. Da also der Durch-
schnitt (einer gewissen Menge und daher aller) maximalen Komponenten in G Null 
ist, ist das Supremum ihrer disjunktiven Komplemente, d.h. der Atome in P(ö), 
gleich G. Daher folgt schon leicht, dass der Verband r(G) atomar ist und aus Satz 3, 
dass er kompakt erzeugt ist. Für den Beweis, dass das Atom M in r(G) eine diskret 
geordnete Gruppe ist, bemerken wir zuerst, dass M eine linear geordnete Gruppe 
ist. Weiter ist es ersichtlich, dass Supremum aller Elemente a e M, a < 0, existiert 
und entweder der Null oder dem mit der Null bedeckten Elemente gleich ist. Wenn 
das erste gelten sollte, wäre die Null Supremum endlich vieler Elemente ae M, 
a < 0, also gleich einem von ihnen — ein Widerspruch. Daher ist M eine diskret 
geordnete Gruppe. 

Zum Beweis der Äquivalenz der zweiten Bedingung unseres Satzes mit den Eigen­
schaften I und I I I setzen wir zuerst voraus, dass G I und I I I erfüllt. Im Beweis 
zu Satz 3 wurde eine J-Untergruppe H in G als die direkte Summe der minimalen 
Komponenten in G konstruiert, also ist die J-Gruppe H eine direkte Summe der 
Gruppen des Typus C und i(G) = t(H). Nach Satz 3 gilt JT(G) ~ T(H). 

Umgekehrt, wenn eine J-Gruppe H der verlangten Eigenschaften existiert, dann 
gilt I nach Satz 3 und aus der Bedingung l(K) = i(H) folgt III . 

Das folgende Beispiel beweist, dass eine J-Gruppe, welche die Eigenschaften I 
und I I I hat, braucht nicht I I erfüllen. Im weiteren werden wir sehen, dass eine andere 
Situation zutrifft, wenn wir noch die Forderung IV beifügen. Es stellt sich heraus, 
dass I, I I I und IV ^ II . 

Beispiel 2. Sei G eine direkte Summe unendlich vieler diskret geordneter Gruppen. 
r(G) ist kompakt erzeugt (nach Satz 3) und jede Hauptkomponente in G ist ein 
kompaktes Element in r(G) — G erfüllt daher I, I I und offenbar auch III . Weiterhin 
sei F eine Gruppe des Typus C. Konstruieren wir nach [10], 12.3 (S. 226) eine J-Gruppe 
© wie folgt: Die additive Gruppe © ist die direkte Summe der additiven Gruppen G 
und F. Die Anordnung in © sei nach der Regel definiert: für (/*, gt) e©(i = 1, 2) 
ist (fx, gi) r> (f2, g2), wenn/! > f2 oder fx = f2, gt £ g2. Es gilt T(©) \ {©} = T«?) \ 
\ { ö } , so dass die Verbände /*(©) und r(G) isomorph sind. © ist Hauptkomponente 
in ©, da alle Elemente (/, g), wobei/ =j= 0, schwache Einselemente in © sind (während 
G keine schwachen Einselemente hat) und © ist Supremum aller Atome in -T(©), 
deren es unendlich viele gibt und kann daher kein Supremum endlich vieler kompakte 
Elemente in /"(©) sein (da jedes kompakte Element in .T(©) und auch in r(G) ein 
Supremum endlich vieler Atome in -T(©) ist). Minimale Komponenten in © und in G 
sind Gruppen des Typus O. 

Demgegenüber ist die J-Gruppe © kompakt erzeugt. Dies folgt unmittelbar aus 
Satz 10. Da die J-Gruppe Q kompakt erzeugt ist, erfüllt der Verband r(Q), wie es 
sich aus Satz 10 ergibt, die Bedingungen I und II I . Da die Verbände r(G) und F(&) 
isomorph sind, so erfüllt T(®) die Bedingung I und da r(G)\{G} = -T(©)\{©}, 
so erfüllt /*(©) die Bedingung III . Wieder nach Satz 10 ist die J-Gruppe © kompakt 
erzeugt. 
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Direkter Beweis ist, wie folgt. 
Ist (/, g) = V K o bK), dann existiert ein (a^, b^)eA, so dass aXo = / (da F 

A 

des Typus C ist) und es gilt (/, g) = V (a<x> &«), wobei sich Supremum nur auf die 

Menge B der Elemente aus -d bezieht, deren erste Koordinate a^ ist. Dann ist 
natürlich 

wobei O die Menge der zweiten Koordinaten der Elemente aus B ist. Daher g = \J ba. 
c 

Aus der kompakten Erzeugung der /-Gruppe G folgt die Existenz einer endlichen 
Teilmenge D £ 0 mit g = V 6«. Daher (/, 0) = V (a«o> M> womit bestätigt ist, 

dass die /-Gruppe © kompakt erzeugt ist. Damit ist der Beweis durch die Bestätigung 
der Definitionsforderung durchgeführt. 

Dieselbe Behauptung kann man noch anders mittels des Satzes 3.3.3 in [11] 
beweisen, so dass wir bestätigen, dass minimale Komponenten in © Gruppen des 
Typus G sind (und dies ist richtig, da es evident in G richtig ist) und dass minimale 
einfache Untergruppen in © maximale Komponenten in © sind. Das andere folgt 
direkt daraus, dass i7'(@) und II'(G) sich nur durch die grössten Elemente unter­
scheiden, so dass die Mengen U(77'(®)) und .U(77'(6r)) identisch sind und ebenfalls 
sind die Mengen maximaler Komponenten in © und in G identisch. Es bleibt nur 
zu bemerken, dass jede minimale einfache Untergruppe Vereinigung der Elemente 
eines Ultraantifilters in IT ist. 

Bemerkung 9. Den Fall, in dem eine /-Gruppe G die Eigenschaften I, III , V hat, 
erledigen wir mit folgender Bemerkung. Im Beispiel 2 wurde mittels zwei /-Gruppen 
G und F solche /-Gruppe © konstruiert, dass © eine kompakt erzeugte /-Gruppe ist 
(sie erfüllt also I, III) und enthält ein schwaches Einselement (d.h. noch V), während 
die /-Gruppe G nur I und I I I erfüllt, doch erfüllt sie nicht V. Dabei sind die Verbände 
r(G) und T(©) isomorph und T(G)\{G} = r ( © ) \ { © } . 

Definieren wir auf einer /-Gruppe G die der folgenden Äquivalenzrelation ^ : a ~ 
~ 6 == a" = b" entsprechende Zerlegung B(= G/r^). 

Satz 11. Sei G eine l-Gruppe. Der Verband JP(6?) ist kompakt erzeugt, die Haupt­
komponenten sind kompakte Elemente in F(G) und minimale Komponenten in G sind 
diskret geordnete Gruppen gerade dann, wenn die l-Gruppe G kompakt erzeugt ist und 
wenn zu einem beliebigen 0 < a e G+ ein b <**>a existiert, welches Supremum endlich 
vieler Atome in G+ ist, oder äquivalent damit, wenn einel-Untergruppe H in G existiert, 
die isomorph zu einer direkten Summe diskret geordneter Gruppen ist, die l(G) = l(H) 
erfüllt und wenn ein Ü(G) aufll(H) abbildender Isomorphismus des Verbandes T(G) 
auf T(H) existiert. 

Beweis. Es gelte I, II, I II . Nach Satz 10 ist die /-Gruppe G kompakt erzeugt. 
Für 0 < a e G+ ist nach Satz 4 die Hauptkomponente an Supremum endlich vieler 
minimaler Komponenten, a" = V &< (* lauft eine endliche Menge der Indizes durch). 

i 
Da b\ eine diskret geordnete Gruppe ist, das kleinste von den Elementen > 0 der 
Gruppe b\ ist ein Atom in G+, sagen wir c*. Es gilt c! = 6^, a" = V c\ = (V c*)", 

i i 
so dass V Ci = b ~ a. 

i 
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Umgekehrt, es gelte die Bedingung des Satzes. Nach Satz 10 gilt I und III . Für 
den Beweis der Gültigkeit von I I sei a" eine Hauptkomponente. Man kann a € G+ 

voraussetzen, da a" = | a \". Nach Voraussetzung existiert ein b ~ a, welches Su-
premum endlich vieler Atome in G+, b = V c*> is*- Dann gilt a" = b" = (V ciY = 

i i 

== V c\ • Damit ist es bewiesen, dass jede Hauptkomponente Supremum endlich 
i 

vieler minimaler Komponenten in G ist, was nach Satz 4 I I zur Folge hat. 
Die Äquivalenz zwischen den Bedingungen (I, I I und III) und der zweiten Bedin­

gung im Satz folgt aus Satz 4 und Satz 10. 

Satz 12. Eine l-Gruppe G hat die Eigenschaften I , II, 777 und V genau dann, wenn 
eine von den folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist: 

(i) Der Verband r(G) ist endlich und seine Atome sind diskret geordnete Gruppen. 
(ii) Die l-Gruppe G ist kompakt erzeugt und jede Menge der Atome in G+ hat ein 

Supremum. 
(iii) Es existiert eine l-Untergruppe H in G, die isomorph zu einer direkten Summe 

endlich vieler diskret geordneter Gruppen ist, für die l(G) = t(H) gilt und ein 
Isomorphismus T(G) auf T(H) existiert, derü(G) aufü(H) abbildet. 

Beweis. I, II, III, V o (i) nach Satz 7. Den Beweis der Äquivalenz ( i )o ( i i ) 
führen wir mit dieser Bemerkung ein. Die Bedingung (i) impliziert (nach Satz 10) 
die kompakte Erzeugung der ^-Gruppe G. Von dieser Tatsache ausgehend, werden 
wir leicht bestätigen, dass, wenn (i) oder (ii) gilt, die Abbildung a -> a", wobei a 
ein Atom in G+ ist, eine 1-1-deutige Korrespondenz zwischen der Menge aller Atome 
in G+ und der Menge aller Atome in T(ö) darstellt. (Siehe [7], 1.10 und 2.2). 

Wenn jetzt (i) erfüllt ist, ist der Verband T(G) endlich und daher ist endlich auch 
die Menge aller Atome in G+. Mit Rücksicht auf Satz 10 folgt daher (ii). 

Es gelte nun (ii), es sei {cx} die Menge aller Atome in G+. V c» existiert nach Voraus­
setzung, also aus der kompakten Erzeugung der ^-Gruppe G folgt die Existenz einer 
endlichen Teilmenge {cüi} c {cx} mit der Eigenschaft V c* = V c«. • Wenn ein CQ e 

_ * ** 
e {cx}, c0 6 {cKi} existiert, so gilt 0 =f= c"Q = cQ A V ca = co A ( V <>*)' = c o A ( V c«.)" = 

x x i 
= CQ A V c«t — V( co A c«.) = 0 — ein Widerspruch. Die Menge aller Atome in G+ 

i i 

ist also endlich. Mit Rücksicht auf die erwähnte Korrespondenz zwischen den Atomen 
in G+ und den Atomen in JT(Ö) existieren nur endlich viele Atome in r(G). Da 
der Verband r(G) nach Satz 10 kompakt erzeugt und nach Satz 3 atomar ist, 
ist er endlich. Nochmals nach Satz 10 sind die Atome in V(G) diskret geordnet. 
Daher (i). 

Die Äquivalenz zwischen den Bedingungen (I, II , I I I und V) und der Bedingung 
(iii) folgt aus Satz 7 und Satz 10. 

Satz 13. Sei G eine l-Gruppe. Der Verband r(G) ist kompakt erzeugt und die mini­
malen Komponenten in G sind direkte Faktoren in G genau dann, wenn die l-Gruppe G 
isomorph zu einer vollständig subdirekten Summe linear geordneter Gruppen ist. 

Beweis. Der Satz gilt trivial, wenn ö == 0. Sei G -?-- 0. Die J-Gruppe G erfülle I 
und IV. Nach Satz 3 ist der Verband r(G) atomar. Die Atome in JT(G) sind linear 
geordnete Gruppen und nach IV sind sie direkte Faktoren in ö. Ein linear geordneter 
direkter Faktor in G ist ein minimaler direkter Faktor in G. Nach [0], Satz 3, ist 
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die l-Gruppe G isomorph zu einer vollständig subdirekten Summe ihrer minimalen 
direkten Faktoren, also linear geordneter Gruppen. 

Umgekehrt, sei die Bedingung erfüllt. Der Verband T(G) ist kompakt erzeugt 
und seine Atome sind direkte Faktoren in G, da der Komponentenverband der 
/-Gruppe, die vollständig subdirekte Summe linear geordneter Gruppen ist, atomar 
ist und seine Atome (minimale) direkte Faktoren der l-Gruppe sind. Daher I und IV. 

Satz 14. Eine l-Gruppe G hat die Eigenschaften I, II und IV genau dann, wenn sie 
isomorph zu einer direkten Summe linear geordneter Gruppen ist. 

Beweis. Wenn G = 0, gilt der Satz trivial. Sei G =f= 0. Ist die Bedingung erfüllt, 
hat die l-Gruppe G offenbar die Eigenschaften I, II, IV. 

Es habe eine l-Gruppe G die Eigenschaften I, I I und IV. Nach Satz 13 ist die 
/-Gruppe G isomorph zu einer vollständig subdirekten Summe © linear geordneter 
Gruppen {Gv : v e N}. Sei / e ©, 4 = { » ' 6 i V :f(v) 4- 0}. Bezeichnen wir für a e A 
mit / a die eigene Spitze in ©, für die /a(a) = /(a), /«(*>) = 0 für übrigbleibende 
v e N, dann gilt / = V /«> / " = (V /«) ' = V £ , £ sind Atome in T(©) ([7], 2.2) 

txsA otsA «eA 

und sind untereinander verschieden, da die Elemente /« paarweise disjunktiv sind. 
Die Hauptkomponente /* ist nach Voraussetzung ein kompaktes Element in /*(©), 
also Supremum endlich vieler Atome in JT(©). Daraus ergibt es sich leicht, dass die 
Menge A endlich ist und dass ® somit eine direkte Summe linear geordneter Gruppen 
{Gv : v € N} ist. 

Satz 15. Eine l-Gruppe G hat die Eigenschaften I, II, IV und V genau dann, wenn 
sie isomorph zu einer direkten Summe endlich vieler linear geordneter Gruppen ist. 

Beweis. Wenn G = 0, gilt die Behauptung trivial. Sei G 4= 0. Die l-Gruppe G 
mit den Eigenschaften I, II, IV und V erfüllt nach Satz 14 die Bedingung des Satzes, 
denn genau die Elemente ohne Nullkoordinaten sind schwache Einselemente der 
direkten Summe linear geordneter Gruppen. 

Umgekehrt eine die Bedingung des Satzes erfüllende l-Gruppe erfüllt offenbar 
I, I I , IV und V. 

Bemerkung 10. Zum Beweis folgender Sätze benützen wir diese bekannten Fakten: 

(i) G sei eine l-Gruppe =j= 0. Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe 
der Gruppen des Typus C genau dann, wenn der Verband r(G) atomar ist, 
Supremum in JT(Ö) durch die Summe realisiert wird und die Atome in r(G) 
Gruppen des Typus C sind. 

Es folgt aus Satz 16, [8]. 
(ii) Eine vollständige kompakt erzeugte l-Gruppe ist isomorph zu einer direkten 

Summe der Gruppen des Typus C. 
(iii) Die direkte Summe der Gruppen des Typus C ist eine vollständige kompakt 

erzeugte l-Gruppe. 
Die Sätze (ii) und (iii) kann man z. B. in [11], Abs. 2, (I) und (III) finden, 

(iv) Eine l-Gruppe G ist kompakt erzeugt genau dann, wenn für jedes a e G aus 
der Relation a = V -4> wobei A s G, die Existenz einer endlichen Teilmenge 
4 i S i folgt, so dass a — y Ai gilt. 

Siehe [11], 1.7. 
(v) Eine archimedische l-Gruppe G =j= 0 ist kompakt erzeugt genau dann, wenn sie 

isomorph zu einer direkten Summe der Gruppen des Typus C ist. Cf. [11], 3.5. 
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Satz 16. G sei eine l-Gruppe. Die folgenden Aussagen sind äquivalent: 

(1) Die l-Gruppe G hat die Eigenschaften I, III, IV. 
(2) Die l-Gruppe G hat die Eigenschaften I, II, III, IV. 
(3) Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe der diskret geordneten Gruppen. 
(4) Die l-Gruppe G ist kompakt erzeugt und ist isomorph zu einer vollständig subdirekten 

Summe diskret geordneter Gruppen. 

Beweis. 1 => 4 => 2: Die Implikation 1 => 4 folgt aus Sätzen 10 und 13. Aus 
denselben Gründen wird 4 => 2 bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass eine (2) er­
füllende Z-Gruppe die Eigenschaft I I hat, d.h. (Satz 3) dass die Hauptkomponente af 
in G Supremum endlich vieler Atome in r(G) ist. Man kann a > 0 voraussetzen. 
Wie es aus der Realisierung der Z-Gruppe G in der Form einer vollständig subdirekten 
Summe diskret geordneter Gruppen ersichtlich ist, ist das Element a Supremum 
eigener Spitzen. Aus der kompakten Erzeugung der l-Gruppe G folgt, dass das 
Element a Supremum endlich vieler eigener Spitzen ist, also ist die Hauptkomponente 
a" Supremum endlich vieler minimaler Komponenten in G (die durch eigene Spitzen 
erzeugt sind — siehe [7], 2.2). 

2 => 1 ist evident. 
Die Äquivalenz zwischen den Bedingungen 3 und 2 folgt unmittelbar aus Satz 14. 

Satz 17. G sei eine l-Gruppe. Jede beliebige aus Satz 16 um die Forderung der 
archimedischen Eigenschaft der l-Gruppe G erweiterte Aussage ist äquivalent mit jeder 
beliebigen aus den folgenden: 

(1) Der Verband r(G) ist atomar, Supremum in r(G) wird durch die Summe realisiert 
und die Atome in r(G) sind Gruppen des Typus C. 

(2) Die l-Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe der Gruppen des Typus C. 
(3) Die l-Gruppe G ist vollständig und kompakt erzeugt. 
(4) Die l-Gruppe G ist o-kompakt. 

Beweis. Wenn G = 0, gilt der Satz trivial. Sei G =f= 0. Wir beweisen, dass die 
um die Forderung der archimedischen Eigenschaft der Z-Gruppe G erweiterte Bedin­
gung (2) des Satzes 16 (es sei mit (2') bezeichnet) die Bedingung (4) des verliegenden 
Satzes impliziert. 

2' => 4: Aus Satz 4 folgt, dass der Verband F(G) atomar ist und jede Haupt­
komponente ist Supremum endlich vieler Atome in T(G). Sei a = V B> wobei 
aeG,BcG. 

Die Komponente a" ist Supremum endlich vieler Atome in F(G), also ihre Summe, 
n 

a" '=]£<£, denn die Atome in T{ß) sind direkte Faktoren der l-Gruppe G. Daher 

n 

schliessen wir für beliebige e e a", wie folgt: e = £ n\e)Ci für geeignete ganze Zahlen 

nf. 
Wählen wir jetzt einen Index i und betrachten das System der »-Koordinaten 

nf]ct aller Elemente beB. Das ist sinnvoll, denn bea"(bEB). Dieses System ist 
mit der ^-Koordinate des Elementes a von oben begrenzt, also mit Rücksicht auf 
den Typ der geordneten Menge c\ enthält dieses System das grösste Element, sagen 
wir miCi. Dann existiert in der Menge B ein Element, sagen wir ft|, welches m*c* 
als t-Koordinate hat. Dann ist 

119 



&e£ l - » l *"—1 &e£ « = 1 l»i 
n 

d.h. a = y 6| ist Supremum einer endlichen Teilmenge der Menge B. Wenn 
i-»i 

wir beweisen, dass die i-Gruppe G vollständig ist, wird (4) bewiesen sein. Aus 
den Eigenschaften I und III folgt nach Satz 10 die kompakte Erzeugung der 
I-Gruppe G, welche zusammen mit der archimedischen Eigenschaft impliziert, 
dass die Z-Gruppe G isomorph zu einer direkten Summe der Gruppen des Typus C 
((v), Bemerkung 10) ist und solche direkte Summe ist eine vollständige Z-Gruppe 
((iii), Bemerkung 10). 

4 => 2': Aus der Bedingung (4) unseres Satzes folgt die Vollständigkeit und daher 
die archimedische Eigenschaft der J-Gruppe G; wir beweisen noch, dass daraus auch 
die Bedingung (2), Satz 16, folgt. 

Es gelte/" = V % wobei /e G, 21 c TG). Dann is t /" = y {f : oceB} für geeignete 
Menge der Hauptkomponenten {f : <xeB}. Man kann / ^ /« "> 0, aeB, voraus­
setzen, da | / | " = / " , ( | / | A | / a I)" =fa gilt. Es sei mit A die Menge der Suprema 
aller endlichen Untermengen der Menge {/« : a e B} bezeichnet. Es ist fe A*. Nach 
Voraussetzung existiert eine endliche Untermenge Ax = {gx, ..., gn} c A, so dass 
A* = A*. Bezeichnen wir g = y {gx, . . . , gn}. Es gilt g e A* = A*, also g ^ gß, 
g" 2 g"ß für alle gß e A. Daher 

Vя'ß 
ß 

эvsr; 
* = i 

= (Vtл)' 
i=-l 

= / 2 V 
ß 

Яџ--= v£ 
ocвB 

= /". 

f = gr" = y g^ = y {/£ : a e O} für eine geeignete endliche Menge C ^ B folgt 
t - i 

und somit/" = y 9li für eine geeignete endliche Untermenge 511 c 31. 
Wir schliessen so: Jede Hauptkomponente ist kompaktes Element in F(ö) und 

da jedes Element aus T(G) Supremum der Hauptkomponenten ist, ist der Verband 
T(G) kompakt erzeugt. 

Beweis der übrigbleibenden Behauptung. Jeder abgeschlossene Unterverband 
des Verbandes G ist ein o-kompakter Verband und somit auch jede minimale Kom­
ponente M der Z-Gruppe G. Infolgedessen ist die minimale Komponente kompakt 
erzeugt (Bemerkung 8 (iv)) und eine vollständige Z-Gruppe. Aus der Bemerkung 10, 
(ii) schliessen wir dann, dass die linear geordnete Gruppe M — da sie nach (ii) iso­
morph zu einer direkten Summe der Gruppen des Typus C ist — eine Gruppe des 
Typus C ist. Da G eine vollständige Z-Gruppe ist, sind alle ihren Komponenten, also 
auch die minimalen, direkte Faktoren in G. 

Die obige Implikation (4) => (2') kann man noch mit einer anderen Methode 
beweisen, und zwar so, dass wir die Kette der Implikationen (4) => (3) => (2) => 
=> (1) => (2') beweisen. 

4 => 3 nach (iv) 
3 => 2 nach (ii) 
2 => 1 nach (i) 

1 => 2': Atome in r(G) sind kompakte Elemente. In der Tat, wenn A = \f Ka, 

A Atom in T(ö), {Km} c T(ö), A * KK für jedes a, dann ist 0 = A A K* für alle a 
und daher 0 = i A \f K* = A /\ A, also A = 0 — ein Widerspruch. Infolgedessen 
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ist der Verband r(0) kompakt erzeugt. Minimale Komponenten in 0 sind Gruppen 
des Typus 0, da Atome in r(O) so sind. Aus der Forderung an Suprema folgt, dass 
jede Komponente, also auch die minimale, ein direkter Faktor in O ist. (In der Tat, 
aus den Relationen Ker(G), aeK, xeO folgt x = at + a2, «i e K, a2eK' und 
daher mit Rücksicht auf die Vertauschbarkeit der disjunktiven Elemente erhalten 
wir die Normalität der Untergruppe K ;x + a — x = a% -j- a2 + a — a2 — at = 
= ax + a —- at e K.) 

Wir bewiesen, dass die J-Gruppe 0 die Eigenschaften I, III, IV hat. Aus Satz 
16 folgt, dass O auch die Eigenschaft I I hat. Schliesslich, die Z-Gruppe 0 ist vollstän­
dig und daher archimedisch, denn nach (i), Bemerkung 10, ist sie isomorph zu einer 
direkten Summe der Gruppen des Typus C und nach (iii) derselben Bemerkung ist 
sie vollständig. Daher (2'). 

Satz 18. 0 sei eine l-Oruppe. Folgende Bedingungen sind äquivalent: 
(1) Die l-Gruppe 0 hat die Eigenschaften 7, III, IV', V. 
(2) Die l-Oruppe 0 hat die Eigenschaften I, II, III, IV, V. 
(3) Die l-Oruppe 0 ist isomorph zu einer direkten Summe endlich vieler diskret geordne­

ter Gruppen. 

Beweis. 1 <=> 2 folgt aus Satz 16, 2 <=> 3 aus Satz 16 und 15. 
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