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SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, ARCH. MATH. 2,
VII: 87—98, 1971

DAS PRODUKT VON HULLENSTRUKTUREN

OrvpiicE KoPECEK, Brno

(Eingegangen am 7. Juli 1969)

In dieser Arbeit werden Hiillenoperatoren auf einer Menge betrachtet, beson-
ders — vom zweiten Absatz an — im Fall, daB die Menge ein kartesisches Produkt
von Mengen ist. In der Menge aller Hiillenoperatoren auf einer solchen Menge be-
schranken wir uns auf die sogenannten Produkthiillenoperatoren, durch die wir
das sogenannte Produkt von Hiillenstrukturen definieren.

In den letzten drei Absidtzen untersuchen wir ferner speziell ein Produkt von
Hiillenstrukturen im Zusammenhang mit einem direkten Produkt von £-Algebren,
mit einem Kardinalprodukt von vollsténdigen Verbénden und mit einem Produkt
von topologischen Réumen.

1. DIE HULLENOPERATOREN AUF EINER MENGE

Es sei A eine Menge. Wir bezeichnen mit %(A4) die Menge aller Teilmengen der
Menge 4. Wir werden eine Abbildung J: #(4) — #(A) mit folgenden Eigenschaften
betrachten:

Jl.: X c J(X) fiir beliebiges X < 4;
J2.: aus X < Y folgt J(X) < J(Y) fiir beliebige X, ¥ = 4.

Wenn ferner fiir J die Eigenschaft
J3.: JJ(X) = J(X) firjedes X = 4
erfiillt wird, nennen wir J einen Hiillenoperator auf A.

Wir bezeichnen die Mengen f = {J |J: #(4) - #(A) mit- den Eigenschaften
J1, J2}, ¢ = {Jes | es gilt J3}.

1.1. Definition: Es seien J,, J, € .# beliebig. Wir definieren

J £ J2¢>J1(X) cJ, (X)furjedesX c A.

1.2. Lemma: < ist esne Ordnung auf der Menge £.

1.3. Definition: Wir bezeichnen mit J1€ # den Hiillenoperator, fiir den J1(X) = 4
fiir beliebiges X = 4 gilt und mit Jo€ # den Hiillenoperator, fiir den Jo(X) = X
fiir beliebiges X = 4 gilt; Jo nennen wir trivial.

14. Lemma: #, ¢ sind geordnete Mengen, fiir die J1 bzw. Jq ein groftes bzw. ein
kleinstes Element ist.

1.5. Lemma: Es set (S, ., <) eine geordnete Halbgruppe mit einem Fkleinsten
Element e, das auch ein Einselement ist. Es seien a, b € S idempotent. Das Element ab
ist idempotent genaw dann, wenn ba < ab gilt.

Beweis: Wir zeigen erstens die Notwendigkeit von Bedingung. Weil ¢ < a gilt,
gilt ba < aba und weil e < b gilt, gilt aba < abab = ab. Wir bekommen also die
Beziehung ba < ab. Wir zeigen noch, dai die Bedingung auch hinreichend ist.
Es geniigt leicht die Beziehung zu abab < ab zu zeigen. Aus der Voraussetzung
ba < ab folgt abab < aabb = ab und das ist zu beweisen.

1.6. Lemma: Es se:i (S, ., <) eine geordnete Halbgruppe mit einem kleinsten Ele-
mente, das auch ein Einselement ist. Es seien a, b€ S idempotent. Dann gilt ab = ba = b
genaw dann, wenn a < b.
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Beweis: Die Notwengigkeit ist klar: aus e < b folgt a <ab=1>. Aus e <a <b
folgt umgekehrt b < ab <bb =b und b < ba < bb = b. Also gilt ab = ba = b.

Wir definieren auf # auf iibliche Weise ein Produkt: wir setzen fiir beliebiges
X € A4 (J1J2) (X) = J1(J2(X)), wobei Jy, Jo€ S sind.

1.7. Lemma: .# ist eine geordnete Halbgruppe (beziiglich . und <) mit Einselement J,.

Beweis: Wenn Jy, J2€ S gilt, dann gilt J1J,€ £, weil die Eigenschaften J1, J2
fiir das Produkt enthalten werden. Wenn J € # ferner beliebig ist, ist JJo = Jof = J
die allgemeine Eigenschaft des Produktes einer Abbildung mit der identischen
Abbildung. Fiir Jy, J2, Je S mit J; < J; gilt endlich JJ, < JJ,, JiJ < JJ3: es
sei X € A4 beliebig, dann folgt aus J(X) < J(X) stets JJ1(X) < JJ,(X) nach J2;
ferner folgt fiir beliebiges X < A4 aus der Bedingung J; < J; stets J1J(X) < J2J(X)
(siehe 1.1).

1.8. Satz: Fiir beliebige J1, J2€ ¢ gilt JiJ,€ F genau dann, wenn JpJ; < JiJ;
n S qilt. :

In der Tat folgt die Behauptung aus 1.5, 1.7 und 1.4.

1.9. Satz: Es seien J1, J, € £ beliebig. Dann gilt J J, = J,J1 = J; dann und nur
dann, wenn J, < J, gilt.

Die Behauptung folgt aus 1.6, 1.7 und 1.4.

1.10. Folgerung:In der Menge der Hiillenoperatoren ¢ ist ein beliebiges Element J,
ein Einselement fiir alle J € F mit J = J;.

2. DIE PRODUKTHULLENOPERATOREN AUF EINER MENGE

Essei A = X A4, wobei G, 4, (1€ G) Mengen sind.
[15¢]

Fiir die Menge 4 = X A, erkliren wir fiir beliebiges 1€ G die Abbildung pr,:
€@

A — A, auf iibliche Weise: pr, z = =(¢) fiir beliebiges x € 4. Fiir eine beliebige Abbil-
dung f: B — C und fiir beliebiges X < B bezeichnet fX ferner wie iiblich die Menge
{fx |z X}.

2.1. Satz: Es ses A = X A, und fiir beliebiges « € G K, ein Hiillenoperator auf A,.

€@
Dann ist die Abbildung J: B(A) — B(A), fir die die Gleichung
J(X) = zf;t K. (pr.X) (*)

Jiir beliebiges X = A gilt, etn Hiillenoperator auf der Menge A.

Beweis: a) X c J(X) gilt offenbar fiir beliebiges X = 4; b) aus X < Y folgt
J(X) € J(Y) fiir beliebige X, ¥ < 4; in der Tat folgt aus der Voraussetzung
pr. X < pr, Y fiir alle . € G, also gilt K, (pr.X) < K.(pr.Y) (¢€ @) und daraus ergibt
sich schlieBlich J(X) < J(Y); ¢) es gilt JJ(X) = J(X) fiir beliebiges X = A4, defn
JJ(X) = J( X K. (pr.X)) = X K, (pr, XgK,‘ (pr»X)) = X K.K,(pr.X) = J(X).

pr=e) @ %€ xe@

2.2. Definition: Es sei 4 = X 4, und sei X", die Menge aller Hiillenoperatoren
1€G
auf A, fiir beliebiges ¢ € @. Dann nennen wir die Abbildung J: #(4) — %(4), fiir
die ein K, e, fiir alle ¢ € @ so existiert, daB es fiir beliebiges X = 4 (*) gilt, den
durch die Hiillenoperatoren K ,(¢€ @) bestimmten Produkthiillenoperator.
Wir bezeichnen ferner die Menge aller Produkthiillenoperatoren auf der Menge 4
mit 2.
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2.3. Beispiel: Es sei 4 = X A4, und K} das gréBte Element der Menge ", fiir

w€C
beliebiges ¢ € G. Dann gilt fiir beliebiges X = 4 X Ki(pr.X) = X 4, = A = Ji(X).
€@
Also ist der durch die Hiillenoperatoren Kj(/ € G) bestimmte Produkthullenoperator
das groBte Element der Menge #.

Fiir den folgenden Satz fiilhren wir die folgende Bezemhnung ein: wenn P, @
geordnete Mengen und {4, | € G} ein System von geordneten Mengen sind, dann
bezeichnet P ~ @, daB P und @ isomorph sind, und []¢4, bezeichnet das Kardinal-

€@
produkt der geordneten Mengen 4..

24. Satz: Esset A = X A, und A", die Menge aller Hiillenoperatoren auf A, fiir

€@

Jjedes 1€ G. Dann gilt P ~ HCJ(,
Beweis: Wir definieren d1e Abbildung ¢: [[¢#". — 2 auf folgende Weise: fiir

eld

beliebiges f € [[¢ o, fiir das f(¢) = K, fiir jedes t€ @ ist, setzen wir g(f) = J, wobei J
te@@

der durch die Hiillenoperatoren K, (:€ G) bestimmte Produkthiillenoperator auf
der Menge 4 ist. ¢ ist nach Definition surjektiv; wir zeigen, dafl ¢ sogar bijektiv ist.

Es seien f, ge [[¢ ., so daB es @(f) = ¢(g) gilt und es sei f(1) = K., g(t) = K
€@

fiir jedes ¢ € G. Es sei ferner (o€ Gund Y < A4, beliebig. Danngilt pr;'¥ = ¥, X 4,
€G—{to}
und nach Definition 2.1 bekommen wir J(pr;;'Y) =K, (Y)x X 4,=K,(Y)x X 4..
' 1€G—{to} €G@—{éo}

Das heif3t aber, dal K,(Y) = K,(Y) gilt; K, = K, gilt also fiir alle (€ @ und wir
bekommen f = g. ¢ ist bijektiv.
Es seien ferner f, g€ [[o¢", mit f < g und J = ¢(f), J' = @(g). Dann gilt f < ¢

€Q
genau dann, wenn fiir alle t€@ K, < K, gilt, wobei K, = f(t), K; = g(z) 1st und
das gilt ferner genau dann, wenn fiir beliebige t€ @ und X, < 4, Ki(X,) < K(X,)

gilt. Daraus folgt dann fiir J, J' und fiir beliebiges X < 4 J(X) = X K\(pr.X) =
=q
c X K,(pr.X) = J'(X) und das gilt genau dann, wenn J £ J' ist.
<@

Wenn umgekehrt fiir J, J’ die Beziehung J < J’, d. h. fiir belieges X = 4 J(X) =
< J'(X) gilt, so auch J(pr/'X,) < J'(pr;'X,) fiir beliebige te G und X, = 4,;

also gilt K,(X.)x X A, < K(X)x X A, und damit K(X,) € K|(X,). Also ist
xeG@—{1} #sG—{¢}

K, £ K, fiir jedes 1€ G und wir bekommen die Beziehung f < g.
SchlieBlich sehen wir, daBl f < g genau dann gilt, wenn @(f) = ¢(g), also ist ¢
ein Isomorphismus.

2.5. Definition: Es sei 4 = X 4,. Dann nennen wir den durch die trivialen Hiillen-
G

operatoren auf allen 4,(:€ @) bestimmten Produkthiillenoperator J € 2 emen kar-
tesischen Hiillenoperator auf der Menge A.

2.6. Lemma: Fiir den kartesischen Hiillenoperator J auf A gilt J(X) = Xpr, X
€@

fiir beliebiges X < A.
2.7. Satz: Es sei; A = XA Dann gilt # < [J, J1], wobei [J, J1] das durch die

Elemente J, J1 (siehe 1.3) besnmmte Intervall in der geordneten Menge F ist.
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Beweis: Aus der Voraussetzung J e & folgt die Existenz eines K,e X", fir
beliebiges ¢ € @, so daB J(X) = X K (pr X) fiir jedes X < A4 gilt. Daraus folgt aber

J(X) < J(X) nach Lemma 2.6; also gilt 2 < [J, J1).

2.7'. Beispiel: Wir zeigen, daBl im allgemeinen 2 = [J, J1] nicht gilt.*) Es sei
A =A4,,4,;, wobei 4, ={a’,b'}, A2 ={a”",b"},a’ £ b’,a" £ b" gilt. Wir setzen
a=(a',a"),b=(a’,b"), c=(b',a"), d = (b’,b") und erkliren J: B(4) - #(4)
auf folgende Weise:

{a, ¢} fir X = {a}
J(X) = X  fir X = {b},{c},{d}, {a, c}
A  sonst

man kann sich leicht davon iiberzeugen, da8J ein Hiillenoperator ist. Ferner istd < J,

denn es ist J(X) = X fiir X = {a}, {0}, {c}.{d}, {a, ¢} und J(X) < Asonst. Wenn aber

J £ J ist,dann muB nach Satz 1.9 J(X) = JJ(X) = X pr, J(X) fiir jedes X < 4
@

gelten.

Es geien jetzt K, K, geeignete Hiillenoperatoren auf den Mengen A4, 4,, so daB J
der durch K;, K, bestimmte Produkthiillenoperator ist. Es gilt also fiir jedes X = 4
die Gleichung J(X) = K;(pr1X) X K, (pr;X). Also muB K;(priX) = prJ(X) (2 = 1, 2)
fir jedes X = A gelten. Dann gilt aber K,({a'}) = K,(pr;{a}) = priJ({a}) =
= pi{a, ¢} = A4, und gleichzeitig K,({a'}) = K,(pr{b}) = priJ ({b}) = pr1{d} = {a'}. So
bekommen wir einen Widerspruch. Das heiBt, daB J kein Produkthiillenoperator ist.

Aus Satz 2.4 und den Sitzen 1.9 und 2.7 folgt sofort die

2.8. Folgerung: Es sei A = X A,. Dann

€@

a) sind J, J1 das kleinste und das gropte Element der Menge 2,
b) git JJ = JJ = J, wenn J € P ist.
Vor der Hauptdefinition erinnern wir an bekannte Begriffe:

2.9. Definition: a) Es sei 4 eine Menge, J ein Hiillenoperator auf 4. Dann nennen
wir das geordnete Paar (A4, J) eine Hiillenstruktur (siehe [4]). b) Es sei (4, J) eine
Hiillenstruktur. Dann heift eine Menge X < A, fir die J(X) = X gilt, J-abge-
schlossen.

2.10. Definition: Es sei {(4,, J,)|¢€ G} ein System von Hiillenstrukturen. Es
sei 4 = X 4, und J der durch die Hiillenoperatoren J,(: € @) bestimmte Produkt-

el

hiillenoperator. Dann heifit die Hiillenstruktur (4, J) das Produkt der Hiillenstruktu-
ren (A,,J,) und wir bezeichnen es mit (4, J) = X (4,,J.).
@
3. DIE ALGEBRAISCHEN H ULLENOPERATOREN

3.1. Definition: Es sei (4, J) eine Hiillenstruktur. Dann nennen wir den Hiillen-
operator J idempotent, wenn jede einelementige Teilmenge der Menge A J-abge-
schlossen ist.**)

‘*) Fiir die Idee zu folgendem Beispiel méchte ich Herrn J. Kardsek danken.
**) Unter der Idempotenz eines Hiillenoperators versteht man iiblich die Eigenschaft J3.
Wir wollen aber das Wort fiir den Gebrauch im Absatz 4 in unserem Sinne benutzen.
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3.2. Definition: Es sei (4, J) eine Hiillenstruktur. Dann nennen wir den Hiillen-
operator J algebraisch, wenn fiir beliebiges X € A und beliebiges z € J(X) eine
endliche Teilmenge Xf c X existiert, so daB z € J(Xy) gilt. (Siehe [4].)

3.3. Lemma: Es set A eine Menge, # die Menge aller Hiillenoperatoren auf A, J,,
J1€ # das kleinste und das gropte Element in §.

Dann

a) sind Jo, J1 algebraisch,

b) ist Jo tdempotent.

Beweis: a) Es seien X < 4, x€ Jo(X) beliebig. Dann ist € X, also gilt z. B.
z € Jo({x}),{x} = X.Es seien ferner X < A, x € J1(X) beliebig. Dann ist € 4 und
weil J1(X7) = 4 fiir beliebige endliche Teilmenge Xy gilt, also z € J1(Xy) gilt, ist
der Anspruch auf eine Existenz einer solchen Menge eher erfiillt. b) ist klar.

Es sei A = X A, ein kartesisches Produkt. Dann setzen wir fiir den weiteren
€@

Gebrauch G’ = {¢e€ G |card 4, = 2}.

3.4. Lemma: a) Es sei J ein algebraischer Hiillenoperator auf A. Dann existiert
fiir beliebiges X < A und fiir eine beliebige endliche Tetlmenge Y < J(X) eine endliche
Teilmenge Xy < X so,dafi Y < J(Xy) gilt. b) Es sei A = X A, und sei J der kartesische

=63
Hiillenoperator auf A. Wenn die Menge @' endlich ist, so ist J ein algebraischer Hiillen-
operator.

Beweis: a) Es seien X < 4, Y < J(X) beliebig, Y endlich. Nach Voraussetzung
existiert fiir beliebiges y € Y = J(X) eine endliche Teilmenge X, < X so, daB
yeJ(Xy) ist. Also gilt {y} = J(Xy) und damit folgt ¥ < U J(Xy) € J( U X,).

U X, ist dann die gesuchte endliche Teilmenge der Menge X b) Sei A = X A,
veY

und sei X < A beliebig. Es sei ferner 2 € J(X). Fiir jedes ¢ € G gilt dann pr,x e pr,X.
Also existiert fiir jedes t€ G’ ein yWe X so, daB pr,y® = pr,x ist. Wegen der
Endlichkeit G ist die Menge {y | ce @'} eine endliche Teilmenge X. Dabei gilt

J{y® | te G}) = X Pra{y® | ce @} und zeJ({y® | e @}), weil pr,ze

pra{y© | c€ @'} fiir alle xe@ gllt
3.5. Satz: Es set (4,J) = (A,, J.) ein Produkt von Hiillenstrukturen, wobes J

fir jedes 1€ G ein algebrawcker Hiillenoperator ist. Wenn die Menge G’ endlich ist,
ist J ein algebraischer Hiillenoperator.

Beweis: Es seien X < 4,zeJ(X) beliebig. Dann gilt pr,xeJ, (pr, X) fiir
jedes ¢ G und nach Voraussetzung existiert fiir beliebiges ¢€ G eine endliche
Menge Y, < pr, X so, daB pr, x€J,(Y,) gilt. Sei ferner ¥ = X ¥,; dann ist ¥

@
wegen der Endlichkeit der Menge G endlich. Dabei ist z € X J(Y,) = J(Y). Ferner
€@
gilt natiirlich ¥ < X pr, X = J(X) (wobei J der kartesische Hiillenoperator auf 4

€@ _
ist). Daher existiert nach Lemma 3.4 a) b) ein endliches Xy < X so, daB ¥ < J(Xy)
ist. Daraus folgt aber J(Y) < JJ(Xy) = J(Xy) wegen der Folgerung 2.8 b), also
gilt = € J(X;). Wir haben damit eine endliche Teilmenge Xy = X gefunden, so daB
z € J(Xy) gilt, also ist J a.lgebra,lsch
3.6. Satz: Es sei (4,J) = X (4,,J,) ein Produkt von Hiillenstrukturen, wobei J,

e}
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fiir jedes 1€ @ ein idempotenter Hiillenoperator ist. Wenn J ein algebraischer Hiillen-
operator ist, ist die Menge Q' endlich.*)

Beweis: Esseien die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, G’ jedoch eine unendliche
Menge. Es sei xo€ A; wir setzen X, = {xe A | es gibt hichstens ein ¢€ G’ m1t
pri& # przo}. Dann gilt J(X,) = 4, denn J(X,) = XJ (prX,) = XJ,(A,) =

Ferner setzen wir fiir beliebiges ¥ <€ 4 Gy ,, = {1€ G’ | es gibt ein y e Y mit pr, #
# Prao}. (Ist ¥ = {y} einelementig, dann ist Gy, 5, = {t€ G’ | pry # privo}.)

Es sei Xy = X, endlich; dann ist Gx,,z, endlich.

Fiir ein beheblges Element yeJ(Xy) gilt Gz, S Gx,z. In der Tat: esgilt
JXp)= X J,(prXy)x X  J.(pr.Xy); fiir jedes (€ G — Gyyq, ist ferner

LGGX!,% €G—Gx, 4,
pr.X; = {pr.ao} einelementig und nach Voraussetzung J,-abgeschlossen; daraus folgt
JXp)= X J.(pr, X;)>< X {pr.%o}; wenn x € Gy ,, beliebig ist, dann ist
L X, 1:%o0 Xr,20
Prx Y 7 Prx %o und nach der letzten Gleichung ist x € G, 4,

Sei yo€ J(X,,) = 4 so gewahlt, daB Gy, ., = G’ ist. Fiir alle endlichen Mengen
X, < X,, gilt dann y, ¢ J(X;): wenn némlich y, € J(X;) gelten wiirde, dann miiBte
nach obigen Betrachtungen die Menge Gy, .. endlich sein, das wire ein Wider-
spruch zur Unendlichkeit der Menge G’ = G,

Also gilt fiir X, und yo € J(X,), daB fiir alle endhchen Teilmengen Xy © X,, yo ¢
¢ J(Xy) ist, das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, daB J algebraisch ist.
G’ ist also eine endliche Menge.

8.7 Folgerung: Es sei (4,J) = X (4., J,) ein Produkt von Hiillenstrukturen,

wobet J, fiir jedes 1€ G ein algebmwcher tdempotenter Hiillenoperator ist. Dann istJ
ein algebraischer Hillenoperator dann und nur dann, wenn die Menge G’ endlich ist.

8.8. Folgerung: Es sei A = X A, ein kartesisches Produkt. Dann ist der kartesische
€@

Hiillenoperator auf A algebraisch dann und nur dann, wenn G' eine endliche Menge ist.
In der Tat ist der kartesische Hiillenoperator nach Definition der durch die trivialen

Hiillenoperatoren auf A4, (: € @) bestimmte Produkthiillenoperator und die trivialen

Hiillenoperatoren sind nach Lemma 3.3 algebraisch und idempotent.

8.9. Batz: Es ser (4,J) = (A‘, J.) ein Produkt von Hiillenstrukturen. Wenn J

ein algebraischer Hullenoperator ist, so auch J, fiir jedes 1€ G.

Beweis: Es seien e @, X, € 4,, ted, (X,) beliebig. Sei ferner X € 4 so
gewihlt, daB pr, X = X, ist. Dann gilt J(X) =J (X, )x X J.(pr.X). Wir wihlen
€G@—{to}

jetzt ein 2 € J(X) mit pr,x = ¢t. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teil-
menge Xy < X so, daB ze J(Xy) gilt. Also ist ze X J, (pr.X;) und daraus folgt
&G

pr,z€d, (pr, Xy). Weil aber pr, Xy eine endliche Menge ist und auBerdem pr, X;
¢ pr, X = X, gilt, haben wir eine endliche Teilmenge der Menge X, gefunden,
fiir die te J,, (pr, Xy) gilt; J,, ist also algebraisch.

Aus den Sitzen 3.5 und 3.9 folgt die

*) Wihrend des Druckes dieses Artikels zeigt man, daB die notwendige Bedingung, damit J
algebraisch sei, die Endlichkeit der Menge {t € G | J, # J}} ist (ohne weitere Voraussetzungen).
Das mochte ich in einem anderen Artikel betrachten.
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3.10. Folgerung: Es sei (4,J) = X (4,,J,) ein Produkt von Hiillenstrukiuren.
G

Set die Menge G’ endlich. Dann ist der Hiillenoperator J algebraisch dann und nur dann,
wenn alle Hiillenoperatoren J, algebraisch sind.

3.11. Satz: Es set (A,J) = X (4., J.) ein Produkt von Hiillenstrukturen. Dann ist

@
der Hiillenoperator J idempotent dann und nur dann, wenn alle Hiillenoperatoren J,
idempotent sind.
Beweis: 1. Sei die Bedingung des Satzes erfiillt und sei 2 € A beliebig; dann
gilt J({z}) = X J, (pr{z}) = X pr,{z} = {=}. 2. Sei umgekehrt die Bedingung des
=G =G

Satzes nicht erfiillt, d. h. existieren ¢, € G, t € 4,, so, daB J,, ({t}) # {t} ist. Es sei
ferner z€ A ein Element mit pr,x = ¢. Bann ist J({z}) = X J, (pr.x) # {x}; also
=G

ist der Hiillenoperator J nicht idempotent.

Daraus folgt mit Lemma 3.3 sofort die
3.12. Folgerung: Es sei A = X A, ein kartesisches Produkt. Dann ist der kartesische

€@
Hiillenoperator auf der Menge A idempotent.
SchlieBlich bekommen wir als Ergebnis aus allen Sitzen dieses Absatzes den

Satz: Es sei (A,J) = X (4., J.) esn Produkt von Hiillenstrukturen, wobei kein A,
eq@

fiir alle 1€ G einelementig ist. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) J st ein algebraischer idempotenter Hiillenoperator .

(B) Die Menge G ist endlich und fiir jedes 1€ G ist J, ein algebraischer idempotenter
Hiillenoperator.

Beweis: 1. Wenn die Aussage (B) gilt, folgt die Giiltigkeit von (A) aus den
Sitzen 3.5 und 3.11. 2. Es gelte (A); dann ist nach den Sitzen 3.9 und 3.11 J, alge-
braisch und idempotent fiir alle ¢ € G'; daraus folgt ferner nach Satz 3.6 die Endlich-
keit der Menge G. :

Bemerkung: Wenn wir unter einer (abstrakten) Geometrie eine Hiillenstruktur
verstehen werden, wobei J ein algebraischer idempotenter Hiillenoperator mit der
Eigenschaft J(0) = 0 ist (F. Maeda), kdnnen wir den letzten Satz speziell kiirzer
formulieren:

Es seien die Bedingungen des Satzes erfiillt und sei J ,(0) = O fiir jedes 1€ G. (4,J)
18t eine Geometrie dann und nur dann, wenn G endlich und (A,, J,) eine Geometrie fiir
alle 1€ @ sind.

4. EIN PRODUKT VON HULLENSTRUKTUREN
UND EIN DIREKTES PRODUKT VON Q-ALGEBREN

Unter einer £-Algebra werden wir in diesem Absatz eine vollsténdige Algebra
mit einer Menge £ von eindeutigen Operationen verstehen. (Siehe z. B. [2],[3].)
Wir bezeichnen ferner mit £(n) die Menge aller n-stelligen Operationen der £2-Algebra.

4.1. Definition: Es sei 4 eine £2-Algebra. Wir definieren den Hiillenoperator J
auf A auf folgende Weise: fiir beliebiges X < A4 setzen wir J,(X) = ) 4;, wobei 4

A,eA

die Menge aller Unteralgebren der {2-Algebra A ist, die die Menge X enthalten.
(Siehe 3], [4].)
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In [4] findet man folgende Behauptungen:

(i) Sei A eine £2-Algebra. Dann ist der Hiillenoperator J, auf A algebraisch.

(ii) Sei A eine 2-Algebra, X = A eine Teilmenge. Wir definieren Mengen X=X,
Xi+1 = X U {aw | eine natiirliche Zahl #, o € 2(n), a €(X )" sind beliebig} fiir & = 0,

1, 2, .... Dann gilt die Gleichung J,(X) = G Xp.
k=0

4.2, Lemma: Es seien A, B Q-Algebren, f: A — B ein Homomorphismus. Seien J4,
J§ die wie in 4.1 auf A, B definierten Hiillenoperatoren. Fiir beliebiges X < A gilt
dann fJ4(X) = JB(fX).

Beweis: Sei X < A4 beliebig. Wir zeigen, daB fX; = (fX); fiir beliebiges X,
wobei X, < A, (fX)x < B die wie in (ii) definierten Mengen sind. Sei ¥ = 0: dann
gilt fXo = fX = (fX)o und die Beziehung wird also erfiillt. Wir setzen jetzt die
Giiltigkeit der Behauptung bis k¥ — 1 voraus; wir folgern sie dann fiir die Menge fXj:

Xk = fXp U flaw | w € 2(n), a € (X; )" beliebig} = fX; ;U
U {faw |w e R(n),a = (ai, ..., ap) €(Xz—1)" beliebig} =
= fXraVU{fa ... fanw | we Q(n), (fas, ..., fan) € (fXz—1)" belieb.} =
= (X1 V{fa1 ... farw |0 € (n), (fa, ..., fan) € [(fX)r—1]" belieb.}.
Es gilt also fXp = (fX) fir £k =0,1,2, .... Daraus bekommen wir nach (ii) die

Gleichheit fTA(X) = f U Xz = U fXe = U (FX)x = JE(fX). Das Lemma ist be-
¥=0 k=0 #—0

wiesen.
Es sei {4, | € G} ein System von Q-Algebren; dann bezeichnen wir mit [J¢As

1s@
das direkte Produkt der 2-Algebren des Systems.
4.3. Satz: Hssei A = [ A, ein direktes Produkt von Q- Algebren; es seien J4 (1€ G),
. $:G

J o die wie in 4.1 auf A, (t€ @), A definierten Hiillenoperatoren. Fiir beliebiges X < A
gilt dann Jo(X) = X J4 (pr, X) und fiir alle 1€ G st pr,J o(X) = J, (pr, X).
€@

Beweis: Sei X < A4 beliebig, nach Definition der Hiillenoperatoren J%, (¢ G),
J o sind dann J}, (pr, X) (¢ € G) bzw. J, (X) die kleinsten Unteralgebren der 2-Algeb-
ren 4,(t€ @) bzw. 4, die pr, X bzw. X enthalten. Also ist das direkte Produkt
];[d J} (pr. X) eine Unteralgebra der £2-Algebra 4. Dabei folgt aus 2 X pr,xe

epr. X c J (pr. X) fiir jedes (€ @, also gilt z€ gd J g, (pr. X). Daraus folgt X <
LE

c gd J4(pr, X) und nach Definition von J, gilt die Inklusion J, (X} <
< 12 74 (pr. X); d. h. fiir die Mengen gilt J o(X) < ,s)é J o'(pr, X). Die Giiltigkeit der

Beziehung pr, J o(X) = J, (pr, X) folgt ferner aus Lemma 4.2, denn pr,: 4 — 4, ist
ein Homomorphismus.

4.4. Folgerung: Sei 4 = [[¢ A, ein direktes Produkt von 2-Algebren. Dann kann
G

man jede Unteralgebra der Q-Algebra A als ein subdirektes Produkt von Unteralgebren
der Q-Algebren A, (1€ G) ausdriicken.
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Beweis: Essei X = A4 eine Unteralgebra der -Algebra 4. Dann gilt J(X) = X

und nach Satz 4.3 X < [[2J4 (pr. X). X ist also eine Unteralgebra eines direkten
€QG

Produkt von Unteralgebren der .Q-Algegren A, (1€ G). Dabei gilt nach Satz 4.3,
dafl die Einschrankung des Epimorphismus pr,: r{!d Jgy (pr. X) = J4 (pr, X) auf
I

die Menge J,(X) = X auch ein Epimorphismus fiir jedes (€ @ ist. Also ist X ein
subdirektes Produkt der Unteralgebren J, (pr. X) der £2-Algebren 4..

4.5. Satz: Essei A = [|? A, ein direktes Produkt von Q- Algebren; es seien J', 1€ @),
=G

J o die wie in 4.1 auf A, (¢ € @), A definierten Hiillenoperatoren. Ses J der kartesische
Hiillenoperator auf A. Dann gilt (4, JJg) = X (4., JG).
€@

Beweis: Es sei X < A eine beliebige Menge. Dann gilt nach Satz 4.3
X J4 (pre X) = Xpr, Jo(X) = JJo(X) und das ist die Behauptung des Satzes.
1e@ G
Wir bemerken noch, daB JJ, nach 2.1 ein Hiillenoperator auf 4 ist.

Aus dem Satz und aus Satz 1.9 folgt unmittelbar die
4.6. Folgerung: Seien die Voraussetzungen des Satzes 4.5 erfiillt. Dann gilt (4, ) =
= X (4,,JY) dann und nur dann, wenn J £ J, gilt.
€@
Die Folgerung 4.6 gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daBl
jede Unteralgebra der £2-Algebra A = Ild A, in ein direktes Produkt von Unter-
=

algebren der £2-Algebren 4, (: € @) zerlegbar ist. Die Bedingung sagt uns aber nicht
viel. Am Schlul des Absatzes leiten wir deshalb in einem Spezialfall eine konkrete
notwendige Bedingung ab, unter der obiges erfiillt wird.

4.7. Lemma: Es seien A eine Q2-Algebra, J o der wie in 4.1 definierte Hiillenoperator
auf A. Dann st J, ein idempotenter Hiillenoperator dann und nur dann, wenn jede
Operation der $2-Algebra A idempotent ist.

Beweis: Die Bedingung ist notwendig: Sei J, der idempotente Hiillenoperator.

Dann gilt fiir beliebigesac 4 J,({a}) ={a} = G Xk, wobei die X wie in (ii) definiert
' k=0

werden; also gilt {a} =X, X; ... =Xy = ... = {a} und also ist Xy = {a}
fir jedes ¥ =0,1,.... Nach Definition von X; gilt also {a} = {afu{bw | eine
natiirliche Zahl #, w € 2(n), b € {a} sind beliebig}. Daraus folgt {bw |n, w € 2(n),
b e{a}® beliebig} = {a} und es gilt also schlieBlich a ... aw = a fiir jedes w e 2.

Die Bedingung ist hinreichend: Es sei @ ... aw = a a fiir beliebiges ac 4, w € 2
erfiillt. Dann kann man fir Xo = {a}, Xy (k= 1,2, ...), die wie in (ii) definiert
sind, leicht beweisen, daB8 X = {a} fiir jedes ¥ = 0, 1, ... gilt. Also gilt J, ({a}) =

@
= U X = {a} und J, ist ein idempotenter Hiillenoperator.
k=0

Aus Lemma 4.7 und dem Satz 3.11 folgt unmittelbar die
4.8. Folgerung: Es gei A = l_(}d A, ein direktes Produkt von 2-Algebren, so daf

(4, Jg) = X (A, JY) fiir die wie in 4.1 auf A, (c€ G), A definierten Hiillenoperatoren
@ .

Jy (t€ Q), J, gilt. Dann ist jede Operation der 2-Algebra A idempotent dann und nur
dann, wenn jede Operation der 2-Algebra A, fiir jedes 1€ G idempotent ist.
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4.9. Satz: Es sei A = [|2 A, ein direktes Produkt von 2-Algebren, wobei kein A,

Jiir 1€ Q eine einelementzge Menge ist; seien alle Operationen der Q-Algebra A idempo-
tent. Gilt (4, J ) = (A o Jb) fiir dze wie in 4.1 definierten Hiillenoperatoren J, (1€ @),

J g, dann ist die Menge G endlich.

Beweis: Nach Lemma 4.7 ist J, ein idempotenter Hiillenoperator; ferner ist er
nach (i) algebraisch. Die Endlichkeit der Menge G folgt dann aus dem SchlufBsatz
des vorigen Absatzes.

4.10. Folgerung: Es sei A = [|2 A, ein direktes Produkt von Q-Algebren, wobes

@
kein A, fiir ¢ € G einelementig ist; seien alle Operationen der £2-Algebra A idempotent.
Wenn jede Unteralgebra der 2-Algebra A in ein direktes Produkt von Unteralgebren
der 0-Algebren A, (1€ G) zerlegbar ist, dann ist G eine endliche Menge.

5. EIN PRODUKT VON HULLENSTRUKTUREN
UND EIN KARDINALPRODUKT VON VOLLSTANDIGEN
VERBANDEN

Am Anfang erinnern wir an folgende Bezeichnungen und Begriffe. Es sei {4, | ce G}
ein System von geordneten Mengen. Dann bezeichnen wir das Kardinalprodukt

dieges Systems mit []¢ A4, Sei 4 ferner eine geordnete Menge, zo€ A beliebig,
(e
21, z; € A so gewihlt, daB #;, < 2, gilt. Dann nennen wir die Mengen {zr € 4 | x < %}
einen Anfang, {xr € 4 |xo £ z} ein Ende, [x;, 2;] = {r€ 4 |2; £ 2 £ 2} ein Intervall
der Menge A.
5.1. Lemma: Es sei A = Hc A, ein Kardinalprodukt von geordneten Mengen,

seten 1, £, € A so gewdhlt, daf x, < x, gilt. Dann gilt die Gleichung [y, ;] =

c[pr, x, pr, xz].
e

Beweis: Es sei x €[, 2;] beliebig, dann gilt pr,z; < pr,z < pr,, fir Jedes
t€ G, denn diese Abbildungen sind isoton. Daraus folgt x € Q [pr. 21, pr, z;]. Es sei

umgekehrt :ceug [pr., pr.«;], dann gilt pr,z € [pr, z;, pr.x;] fir jedes te@.

Daraus folgt aber z; < = < #;,, also gilt # € [7,, 2,].

Nun werden wir uns fiir die Frage interessieren, wann die Menge aller Anfénge,
Enden und Intervalle einer gegebenen geordneten Menge einen vollsténdigen Ver-
band bildet, denn in diesem Fall konnen wir durch diese Mengen einen Hiillenoperator
auf der geordneten Menge definieren. Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, daB
die Menge aller Anfinge, Enden und Intervalle einer geordneten Menge A einen
vollstindigen Verband dann und nur dann bildet, wenn die Menge A ein vollstéantiger
Verband ist. Wir werden also nur vollstindige Verbande betrachten.

5.2. Definition: Es sei 4 ein vollstindiger Verband. Dann definieren wir auf 4
einen Hiillenoperator Jv auf folgende Weise: fiir beliebiges X < A4 setzen wir Jy(X) =

= () 4, wobei A die Menge aller Intervalle der Menge A ist, die die Menge X

Aed
enthalten. Dann nennen wir Jvy einen Verbandshiillenoperator.

Bemerkung: Der Verbandshiillenoperator auf einem vollstindigen Verband
ist offensichtlich idempotent.
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5.3. Lemma: Es sei A = []¢ A, ein Kardinalprodukt von vollstindigen Verbinden.
G
Fiir jedes X < A existieren dann inf X, sup X (A4 tst ein vollstindiger Verband) und

dabei gelten die Qleichungen inf pr, X = pr,inf X, sup pr, X = pr,sup X fiir jedes
teg@.

Beweis: Sei X © 4 beliebig und sei a € 4 so gewihlt, daB pr, @ = inf pr, X fiir
jedes ¢ € G gilt; wir zeigen, daB a = inf X ist. Sei z € X beliebig, dann gilt pr,a < pr.
fiir jedes ¢ € G nach Definition des Elements a; also gilt @ £ x und a ist eine untere
Schranke von X. Wenn, ferner b < x fiir beliebiges z € X gilt, gilt pr,b < pr,z
fiir beliebige x € X, te G; algo gilt fiir beliebiges te & pr,b < infpr, X = pr,a
und daraus bekommen wir b £ a. Insgesamt gilt also @ = inf X. Dual zeigt man die
Existenz eines Supremums einer beliebigen Tellmenge der Menge 4 und die Giiltig-
keit der zweiten Beziehung.

5.4. Lemma: Es ses (4, Jv) eine Hullenstruktur so dapf A ein vollstiindiger Verband
und Jvy der Verbandshiillenoperator auf A ist. Dann gilt Jv(X) = [inf X, sup X] fiir
beliebiges X < A.

Beweis: Nach Definition gilt Jy(X) = () 4, fiir beliebiges X = 4, wobei A

AleA
die Menge aller Intervalle von A ist, die die Menge X enthalten. Also gilt auch
[inf X, sup X] € A und daraus folgt Jv(X) < [inf X, sup X). Es sei ferner [a, b]le A
ein beliebiges Intervall, dann fiir beliebiges x€ X ist @ < x < b, also ist a eine
untere Schranke und b eine obere Schranke von X; daraus bekommen wir a £
inf X < supX < b, also gilt [inf X, sup X)] < [a, b]. Weil [a, b] € A beliebig war,
gilt [inf X, sup X] < () 4, = Jv(X). Es gilt also obige Gleichung.
A €4

5.5. Satz: Es sei A = l—[c A, ein Kardinalprodukt von vollstiiﬁdigen Verbinden.
€Q

Es sei Jv der Verbandshiillenoperator auf A und J der Verbandshiillenoperator auf A,
fiir beliebiges ¢ € G. Dann gilt die Qleichung (4, Jv) = X (4,, J%).
=

Beweis: Es sei X < A eine beliebige Teilmenge. Dann gilt Jv(X) = [inf X,
sup X] = []¢ [pr,inf X, pr,sup X] = []¢[inf pr,X, sup pr, X] = []¢J¢ (pr, X)
€@ =43 (=]

nach Lemma 5.4, 5.1 und 5.3. Fiir die zugehorigen Mengen gilt also die Gleichung
Iy (X) = X J% (pr. X) und das war zu beweisen.
e@

6. DAS PRODUKT VON HULLENSTRUKTUREN
UND DAS PRODUKT VON TOPOLOGISCHEN RAUMEN

Wir erinnern an einige bekannten Begriffe und Sitze. Unter einem topologischen
Raum verstehen wir ein geordnetes Paar (4, 7 ), wo 4 eine Menge und J eine Menge
abgeschlossener Teilmengen von A4 sind. (Siehe z. B. [1], S. 5.) ‘

Es sei (4, J) ein topologischer Raum. Dann bestimmt die Menge J < £ (4)
eindeutig einen Hiillenoperator J 5 auf 4 folgendrmaBen: fiir beliebiges X < 4 gilt

Js(X= N Y.
Y2 X, Yeg

Es sei ferner {(4., .7 .) | t€ G} ein System von topologischen Riumen; dann be-
zeichnen wir das Produkt dieses Systems mit Ht (4., ). (Siehe [1], S. 42.)
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Fiir das Produkt von topologischen Réaumen gilt der folgende Satz: (siehe [1],
Seite 46):
(i) Es sei (4,T) = llt (4.,7",) ein Produkt von topologischen Rdumen. Seien J 7,

J 7, (1€ G) die zugehorigen Hiillenoperatoren auf 4, 4, (te ). Wir wihlen fiir jedes
te @ ein X, c A, beliebig. Dann gilt die Gleichung J5 ( X X,) = X J#, (X)).
e €@

6.1.Satz: Essei(4,T) = ll‘ (4., T.) ein Produkt von topologischen Rawmen; seien

Jr,Js, (t€ Q) die zugehorigen Hiillenoperatoren auf A, A, (1€ @). Es sei J der karte-
sische Hiillenoperator auf A. Dann gilt die Qleichung (4, J5J) = X (4., I 7,).
G

Beweis: Es sei X < 4 eine Menge. Dann gilt J(X) = X pr, X und nach (i)
2]

bekommen wir J fj(X) = XJ 7, (pr. X), und das war zu beweisen. Bemerken wir
€@

noch, daB JsJ nach 2.1 ein Hiillenoperator auf A ist.
6.2. Folgerug: Seien die Voraussetzungen von 6.1 erfilll. Dann gilt (4,J5) =

= X (4,,J5,) dann und nur dann, wenn J < J g ist.
€@
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