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EINIGE HILFSSATZE DER EBENEN
POTENTIALTHEORIE

HaNSs SCHUBERT
Herrn Prof. Dr. O. Boravka zum 70. Geburtstag gewidmet
Eingegangen am 12. Mai 1969

1. EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit sollen cinige Hilfssétze der Potentialtheoric,
die der Verf. in seiner Dissertation [3] zum Beweis des fundamentalen
Existenzsatzes von L. Lichtenstein [1], S. 441 iiber die Bewegung
einer inkompressiblen reibungslosen FliuBigkeit, die die ganze x, y-Ebene
FE erfiillt und wahrend eines hinreichend kleinen Zeitintervalls andauert,
bewiesen hat, auf die iiber die obere Halbebene H, von E erstreckten
Integrale iibertragen werden:

A qr a ]‘ ' D . , 6 1 ,
10 Qo) = [0 5 tog v Bs) = [0 g e
H, H,

mit

& =9, y'), dr’ = da’ . dy/, 2= (x—2a' )+ (y— ¥y )?
Zu diesem Zweck machen wir iiber die Dichte #(z, y) folgende Voraus-
setzungen:

Die Funktion {(z, y) sei in der durch die z-Achse.# abgeschlossenen
oberen Halbebene Ho +.% erklirt und geniige dort den folgenden
Bedingungen

(L) |d]=2a fiir alle R
(1,2) |9 £ cR2 firalle R > 0
1,3) |h—0:| £ csdy fir alle Ry und R,; 0 < 1 < 1

(1,4) | 91 — &2 | £ ceR724d}, fiir alle Ry > 0 und diz < —% R,

(1,5) f191dv < cs

Darin bedeuten: '

P = w1, Y1), Dy = ¥z, ¥2), R? = 22 4 y2, R} =a? + i,

R} =% + 93, a4}, = (81 —22)* + (1 —¥2)?
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Unter diesen Voraussetzungen braucht das logarithmische Potential

1
W(z, y) =/ ¥ log s dz’
H,
selbst nicht zu existieren.

2. HILFSSATZE

Satz 1: Es sei {R,} eine Folge von Kreisscheiben mit dem Mittelpunkt 0;
fiir ihre Radien dy gelte

dy<d; < ...undd, — o0
Ferner sei {R,} eine Folge von Kreisscheiben mit dem Aufpunkt P(x, y)
als Mittelpunkt; fiir ihre Radien d, gelte
di<dy < ... und d, - ©

Dann existiert der Grenzwert

lim f — 19) log — dr

n-o R,nH,

(2.1)

n —00

—1i o —9 -2 gL ar
= ]1im ( —_— ) -'6—1—,‘72— Og —7’— T
R.NH,
den wir mit
(¢ — ) 57 6 log — dt’

H,
bezeichnen.

Beweis:

1. Fall: P =0

Es sei dn, der hinreichend grof gewihlte Radius einer Kreisscheibe
Rp, um 0 und dy > dy,. Ferner setzen wir zur Abkiirzung

. 0 1.,
(212) In(x, y) == .[ ('19 —"19) mlog —7'— dr

RN H,
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Mit Hilfe des GauBschen Satzes, wobei mit » die Innennormale
bezeichnet wird, berechnen wir zundchst das Integral

02 1 0 1 ’
W-log Tdr = — fgglogTCos(x,n)ds —
Q.

(Ra—3)NHo

0 1 ,
_ f_égrlog—;cos(x,n)ds =0

§
¢ ny

Demzufolge wird

’ az 1 ’
(2.3) | In(z, ) — Iny®, y) | =‘ f ) ey log - d7r’| <
(mn““mno)ﬂHu
2 Cy
< '3— (—iﬁ 7

womit die Existenz von lim I,(z, y) bewiesen ist.

n—»oo

2. Fall: P 0.
Jetzt sei {Rn} eine Folge von Kreisscheiben um den Aufpunkt P(z, y).
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Ferner setzen wir zur Abkiirzung

2.4 Iz, y) = (¥ 0)621 L ar

( 3 ) a\%, Y) = 6*:5—,2 og —)T T
RaNH,

Dann ergibt sich mit Hilfe des GauBlschen Satzes, wobei mit n wieder
die Innennormale bezeichnet wird (Vgl. Abb. 2),

Abb: 2

02 1
f o 10g o dr’ = (aﬂn — o) + cos (O‘no + otn) sin (0tng — otn)

(=N, )N,

und hieraus

02 1 ! €
2.5 | 2 g Lav| < 2o
(2.5) | f 57 log . dr' | < 5%

Rn—Rn )N Ho

sobald no hinreichend groB8 gewdhlt wird. Setzt man a = 07;, so gilt
fiir hinreichend grofBies n,

C2 202

|9 | £ cR2 S r —ayp Ty

mithin



2

(2,8)
l , 0 1.,
} f ’19 az,; lOg 7 d‘[

('mTﬂ——si*—ﬂ 0) NH, 5{—"—.‘5}—" o

Aus (2,5) und (2,6) folgt fiir hinreichend grofies n,

_ i} 52 ‘
e L) —Tuwn = [ =) gl dr <

RN Ho

womit die Existenz von lim In(x, y) bewiesen ist.
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|

n-—+»0
Zum Beweis der Beziehung (2,1) nehmen wir d,, > 2a an und denken
uns R, so gewdhlt, dafl der Rand von Ry, denjenigen von R, von auBen
beriihrt und daher (Vgl. Abb. 3) d,, = a + d, wird. Dann gilt zunéchst

R'7 ¢

‘/ / _
ol
Ll 0
\l 7

Abb.3

[ —d | S ||+ |9] =2
Fiir

P'e®Rn—Ra) 0 Ho
ergibt sich ferner

rg_R'—-ugdn—a>—%dn,
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mithin
1

1 4
w8 |2 < g

= dz

Demzufolle gilt fiir hinreichend grofies »

I, ' 2 ld'1

T —henl= [ @0 g ls ) <

R—RINH,

(2,8)

8¢y , 8¢, , 81 , 3 -
< P f dv’ < P fdr = & (d2 — md}) =

(ﬁn"‘ﬁn) NH ] ;ﬁn‘—}ﬁn

_ 8mer 20mzﬁ
& (a2 + 2dna) < i,

womit (2,1) bewiesen ist.

Satz 2: Geniigt die Funktion &z, y) in Hy + £ den Voraussetzungen
(L,1), (1,2) und (1,3), so hat die Funktion

A ) ’ a 1 ’
(2.9) Gz, 4) = jﬂ S~ log — dt
in Hy die Ableitungen
aQ 7 ' 02 1 .,
X -z 9L g —d
210) Z o) =—F 0w+ [0 —8) 5 log e
H,
oQ o 1,
_— _— LA —_— d
e Py [o— gl g ar
und die Funktion
< , 0 1.,
(2,12) Pz, y) = f‘ﬂ —é—y—logT dr
H,
die Ableitungen
oP
—_ = L —dr
@) Gen= [0—0 gl e

H,
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(2,14)

P 3n , 02 1 .,
oy (T, y) = — 5 HNe, y) + f(ﬁ — ) e log - dv
H,

Beweis: Im Hinblick auf den zur Verfiigung stehenden Raum
begniigen wir uns mit dem Beweis der Formel (2,10). Um P(z, y) legen
wir einen Kreis Rs; mit hinreichend kleinem Radius §, der ganz im H,

liegt; sein Rand sei Cs. Ferner sei R, ein Kreis von hinreichend groBem
Radius d, um den Punkt P(z,y); sein in der Halbebene Ho .2 ge-
legener Randbogens ei @;, und seine Schnittpunkte mit der z-Achse ¥
seien 4, und By (Vgl. Abb. 4).

Abb. 4

Der Halbstrahl PA, bilde mit der positiven Richtung der z-Achse
den Winkel 7z + «, und der Halbstrahl PB,, den Winkel —ot, . SchlieBlich

setzen wir
gn == iRn ﬂ HO

Bevor wir die Funktion Q(x,

y) nach z differenzieren, schreiben wir sie
in der Form ’ - 3 : ~
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5 , 0 1, , 0 1,
Q(x,y)—fﬂézlog—r—dr—}— f 0_9510g7dt+

Rs Hn—Rs
f & % log — dr
HO‘%«
und erhalten hieraus mit Hilfe eines bekannten Satzes von U. Dini
oQ 0 P 10g L aw
&(x,y)=——m9(x,y)+f(0 — 6 2log dv’ +
(2,15) + f (¢ ——-19) 8.1:2 d‘t +19(x,y)fa 2]og—d-r +
Pn—Rs On—Rs
+ f & - log -~ d-r
Hﬂ“@n

Der GauBische Satz liefert nach Berechnung der Kurvenintegrale
— ,
iiber €4, €, und A4, B,

02 1 02 1.,
azlog—-dt féx—,zlog7dt-—
Pn—Rs Pn—Ro

(SR

— oty — 8in oty COS oy
damit folgt aus (2,15)

%g— (x, Yy) =— (% + an + sin oy cos ozn) He, y) +
(2,16)

+f(0’—0)azlog dv’ + f@?’ log dr’
Hn—an

und hieraus durch den Grenziibergang d, — oo die behauptete Gleichung
(2,10).

In ganz analoger Weise lassen sich die Formeln (2,11), (2,13) und (2,14)
beweisen.

Satz 3: Geniigt die Funktion ¥z, y) in Hy +F den Voraussetzungen
(1,2), (1,3) und (1,5), so gilt in Hy fiir hinreichend grofe R
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(2,17) 1@z, y)|, |P@y)|=O0R")
0Q 0P ~
(2,18) lgg(x, y)\,...,l-ég (2, y)! = O(R-2)

= R/2 und um O den Kreis R, mit dem Radius dy = R/2. Ferner setzen
wir

Beweis: Um P(z, y) legen wir den Kreis R, mit dem Radius d; =

$Ho =Ro n Ho, $1 =R n H
Zur Abschitzung von é(x, y) schreiben wir diese Funktion in der Form
(2,19) Oz, y) = fﬂ' — log dr’ + f ¥ = log dz’

Hoe—$
Mit Hilfe von (1,2)

Ia 1 ’
fﬂ &log—;dr _

1

R/2
< 4c,R2 f %2::1) dv = 4dnc,R-1.
0

Wegen (1,5) ergibt sich

i . 1 1
I_ — ’ I__ ’ _l
‘fﬁaxlogrdr§f|ﬁlrd1_s_2csR.

Hoe—$ Ho—$

Aus (2,19) und diesen Abschitzungen folgt daher
(2,20) 1§z, 9) | S (4nez + 205) R
Analog ergibt sich die entsprechende Ungleiohung fiir P(z, y).

Die Abschdtzung von —6—9 (z,y) bilden wir einem Beweis von

oz

L. Lichtenstein ([2], S. 218—219) nach und gehen aus von der Darstellung
(2,16)

% .
5% (=, y) =— (g + &y + sin a; cos ou) ¥z, y) +
+f(0’ ﬂ)azlog-—dt +f0’ log—-dt

Hoe—$,
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mit d; = R/2. Ausfiihrlicher schreiben wir dafiir
a4 o
-a-g— (x,y) = — (1, + a1 + sin oy cos ocl) He, y) -+

(2,21) +/. " —1) —ﬂ-log d'r —}—f’ﬂ’ log dr +

-+ f 19' ‘(2~10g dT —Io +I1 -}*Iz—%—[:;
Hy—H1—DHo

Aus (2,1) erhalten wir
2,22) | Io| g(’zf + oy - | sin oy €08 oy |> | 9, y) | < (x + 1) c,R2

Mit Hilfe von (2,4) ergibt sich
2

(2,28) | I,| £ cgR24 fri—z dr’ £ ¢yR2 ‘[7"1—2 dr’ :::;Ec‘;R—Z
A
O 2

Mit Hilfe von (2,5) erhalten wir

@224) |L| < 4R—2f|ﬂ' |de < 4R—2f| & | dv’ = desR2
Do H,

Um I; abzuschéitzen, beachte man zunéchst, dal fiir P' € Hy — Ho — H
die Ungleichungen

r< R +RZ 3R mithin [ D] £ c(R)2 L Y2

gelten. Daher ergeben sich
v o

(2,25)  |I3] £ 9c; r~4dt’ £ 9, fr—32n dr = 36¢c,R2
"0"-91""'90 . . ng A

Aus (2,21) erhalten wir schhethh mit Hilfe der Abschéltzuhgen (2,22)

bis (2,25)

(2,26) ' aQ (x ) [ (7 -+ 37) ¢z +27”c4 + 4(,-5}}3—2

womit die erste der Aussagen von (2,18) bewiesen ist. Die iibrigen von
(2,18) ergeben sich in analoger Weise. .
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Die Sitze 1 bis 3 kann man zur Losung des folgenden Randwert-
problems fiir die Halbebene H, heranziehen.
Gesucht werden in H, alle Losungen des Systems der inhomogenen
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
0Q op 8P 40
227) - S — =g, y), -+ =y,
(2,27) i M ACE I e i (S8

die unter gewissen Voraussetzungen iiber die Vorgaben ¢(x, y), y(x, y)
eine gewisse Randbedingung erfiillen und fiir B — oo verschwinden.
Randwertprobleme fiir das System der inhomogenen Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen wurden besonders fiir beschrankte
Gebiete unter sehr allgemeinen Voraussetzungen iiber die Vorgaben
von I. N. Vekua (Vgl. [4], S. 2 ff) untersucht.
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