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D I E K U M M E R S C H E N T R A N S F O R M A T I O N E N 
I N R Ä U M E N M I T A B G E S C H L O S S E N E N P H A S E N 

Teil A: Allgemeine E igenschaf ten 

Kv&TOMiii STACH, Ostrava 

Eingegangen am 18. März 1968 

EINLEITUNG 

0. Borüvka beschäftigte sich in seiner Arbeit [2] mit dem Studium 
der vollständigen Kummerschen Transformationen der Systeme von 
Integralen der Differentialgleichungen 

y" = q(t)y, Y" = Q(t)Y 

aufeinander. Eine wesentliche Rolle spielte dabei der Begriff der Phasis 
und der Begriff der fundamentalen Folgen von konjugierten Zahlen. 

Das Lösungssystem der linearen Differentialgleichung y" = q(t) y 
bildet einen zweidimensionalen Raum von stetigen Funktionen. Deshalb 
hatte mich O. Borüvka beauftragt, mich mit der* Frage zu beschäftigen, 
ob solche Transformationen in beliebigen zweidimensionalen Räumen 
möglich sind. 

Den ersten Teil dieses Studiums bildeten meine Arbeiten [3] und [4]. 
In diesen habe ich gezeigt, daß es auch in allgemeinen zweidimensionalen 
Räumen möglich ist, den Begriff der Phasis sehr einfach einzuführen 
und die allgemeinen Eigenschaften der sogenannten Kummerschen 
Transformationen zu untersuchen. Es hat sich gezeigt, daß in solchen 
Räumen die Phasen nicht notwendig monoton sein müssen und das 
gerade die Extrempunkte eine Hauptrolle bei den Kummerschen 
Transformationen spielen. In diesen Arbeiten habe ich gezeigt, daß 
es vorteilhaft ist, die Räume in drei Typen einzuteilen: die Räume 
mit abgeschlossenen, offenen und unbestimmten Phasen. Dabei habe 
ich festgestellt, daß die Integrale der Differentialgleichungen vom end­
lichen Typ zu den Räumen mit abgeschlossenen Phasen und die Integrale 
der oszillierenden Gleichungen zu den Räumen mit offenen Phasen 
gehören. 

In der vorliegenden Arbeit beschäftige ich mich mit den Räumen 
mit abgeschlossenen Phasen. Sie ist also eine direkte Verallgemeinerung 
der Arbeit [2]. Am Anfang habe ich gezeigt, daß in jedem zweidimensio­
nalen Raum von stetigen Funktionen ein dreiparametrisches System: 
von Phasen existiert (Satz 1,1), was eine Verallgemeinerung des Satzes 
aus [2] ist (Seite 238, Punkt 11). 



142 

Weiter habe ich den Begriff der charakteristischen Punkte eingeführt. 
Es ist in Wirklichkeit eine Analogie der Fundamentalfolge von kon­
jugierten Zahlen. Ein kleiner Unterschied in dieser Definition gab 
mir die Möglichkeit die Räume vom Typus 1 in der Gesamtheit mit 
den Räumen vom Typus m > 1 zu studieren. 

Im ersten Teil dieser Arbeit, der die Paragraphen 1 und 2 enthält, 
beschäftige ich mich mit den allgemeinen Eigenschaften aller Räume 
mit abgeschlossenen Phasen und ihren Transformationen. 

Im zweiten Teil, der die Paragraphen 3—5 enthält, beschäftige ich 
mich mit den Transformationen in Räumen einer gegebenen Klasse. 
Im § 3 untersuche ich die Räume ohne Extrempunkte. Es zeigt sich, 
daß die Transformationen in diesen Räumen sehr ähnliche Eigenschaften, 
wie die Transformationen der Lösungen von obenerwähnten Differential­
gleichungen, haben. Z. B, der Satz 3 $ ist ganz analog dem Satz aus [2] 
auf der Seite 251. Im §4 studiere ich die Räume, deren Extrempunkte 
charakteristisch sind und im § 5 beschäftige ich mich mit den übrigen 
Fällen. 

Die Hauptergebnisse sind besonders in den Sätzen 3,8; 4,7 und 5,1 
enthalten. 

Da ich sehr oft auf die Sätze und Definitionen aus [3] und [4] hin­
weisen muß, mache ich es so, daß ich vor die Nummer des Satzes resp. 
der Definition aus [3] die Vorzahl 3 und aus [4] die Vorzahl 4 setze. 
Also z. B. S. 3,2,5 bedeutet den Satz 2,5 aus [3]; D. 4,2,1 bedeutet 
die Definition 2,1 aus [4]. 

Ich möchte mich bei S. Travnicek von der Palacky-Universität 
in Olomouc für seine wertvollen Ratschläge bezüglich dieser Arbeit 
herzlichst bedanken. 

§1: DIE CHARAKTERISTISCHEN PUNKTE 

Vereinbarung 1,1: In der ganzen Arbeit werden wir die folgenden 
Bezeichnungen benützen: S, S1? S2 sind lineare zweidimensionale Räume 
von stetigen Funktionen [D. 3,1,2], die in den Intervallen i = (a, b), 
it = (a1? bt), i2 = (a2, b2) definiert sind. Dabei sind a, alt a2 reelle 
Zählen oder —oo; b, bl9 b2 reelle Zahlen oder -f-oo. Mit (u, v), (ux, Vj), 
(u2, v2) werden wir die Basen der Räume S, Sl9 S2 [D. 3,1,3] und mit 
de, ax, a2 die Phasen dieser Räume [D. 4,1,1; D. 3,2,5] bezeichnen. 

Zuerst werden wir einen Satz beweisen, der für alle zweidimensionale 
Räume von stetigen Funktionen (und nicht nur für die Räume mit 
abgeschlossenen Phasen) gilt. 

Satz 1,1: Es sei ein Raum S gegeben. Es seien tx < t2 < tz drei nicht 
miteinander konjugierte Punkte des Intervalls i, die so gewählt sind, 
daß in dem Intervall (tt, t3) keine Extrempunkte und keine mit tl912, tz 
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konjugierten Punkte existieren. Ferner seien x1 < xz < x3 (x1 > x2> x3) 
beliebige reelle Zahlen, die so gewählt sind, daß \x3 — xt\ < n ist. 
Dann existiert genau eine Phase a des Raums S, für die 

R. 1,1 oc(t{) = x{ (i = l, 2,3) 
gilt. 

Beweis: (wir werden ihn für den Fall xx < x2 < xz vorführen), 
a) Setzen wir zuerst voraus, daß x{ ^ n/2 + kn (k ganz) ist. Dann 

können wir schreiben: 

R. 1,2 t g ^ : = kt. (i = 1,2,3) 

Da 0 < #3 — xx < n ist, ist 

R. 1,3 kx ^k2^k3 ^kx. 

Setzen wir voraus, daß eine Phase oc, die die von uns verlangten 
Eigenschaften hat, existiert. Bezeichnen wir mit (u, v) eine Basis, zu der 
die Phase a gehört. Nach S. 3,2,4 gilt für alle t e (a, b), für die ot(t) ^ nß + 
+ kn ist, die Gleichheit 

u(t) 

Deshalb muß für t = t{ (i = 1, 2, 3) 

sein. 

Nach S. 3,1,5 existiert genau eine Basis (ü, v) des Raums S so, daß 

R. 1,5 ü(tx) = T(t3) = 0, ü(t2) = v(t2) = 1 

ist. Nach S. 3,1,2 können wir u, v eindeutig in der Form 
u -= CX1M + c12v 

' ' 6 v = c21u + c22v 
schreiben. Dabei sind cik feste reelle Zahlen, deren Determinante von 
Null verschieden ist. Aus R, 1,6, R. 1,6 und R. 1,4 bekommen wir 
nach einer einfachen Umformung 

C12 ^1^22 ===: ^ 

x i . 1,7 Cj^ + C12 iC2C21 k2^22 = = ^ 

C l l " V ^ l = = " • 

Folglich 

^11 * ^12 ' ^21 • ^22 :=z "'3\"'l ^ 2 / * "'l\"'2 "'S/ * '" '1 ^ 2 / • \*2 *z) 
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Die Koeffizienten cik (i, k == 1, 2) sind also bis auf einen Propor­
tionalitätskoeffizienten eindeutig bestimmt, und deshalb ist auch das 
Verhältnis u/v eindeutig bestimmt. Da die Phase a, für die die Glei­
chungen R. 1,1 erfüllt sein sollen, eine Phase der Basis (u, v) sein 
muß und da alle Phasen der Basis (u, v) sich voneinander durch eine 
feste Konstante unterscheiden, kann höchstens eine Phasis, die die 
erforderten Eigenschaften hat, existieren. 

Konstruieren wir jetzt die Funktionen 

u = k3(kx — k2) ü + kx(k2 — k3) v 

v = (kx — k2) ü + (k2 — k3) i\ 
D a 

k3(k! k2) kx(k2 #3) 

fcx /c2 fc2 « J 3 
= (*i — *t) (*t — *•) (*• — kJфO 

ist, ist (u, v) eine Basis. Da —r~- — tg xx ist, existiert eine Phase a 
v(tx) 

der Basis (u, v) so, daß a(^) = xx ist. Da weiter 
u(t2) A tt(L) 
t>(£2) v(J3) 

d . h . 

t g <x(t2) =-tgx2, tg «(*a) = tg xz 

gilt, müssen ganze Zahlen nx u n d w2
 s o existieren, daß 

R. 1,9 <x(t2) = x2 + %^, a(£3) = xB + w2jr 
ist. 

Da in dem Intervall (^, t2) keine Extrempunkte existieren, muß 
die Funktion a in <^, £3> entweder steigend oder fallend sein. Wäre a 
in <$-., £3> fallend, so wäre 

oc(tx) > <x(t2) > oc(tz), 
d. h . 

Xl > X2 + %?* > #3 + %?*• 
Wegen 

d.h. 
I > x% > — xz 

erhalten wir durch subtrahieren: 0 > nxn > n2n, also nx <| — 1 , 
% S —2. 
Weiter ist nach der Voraussetzung 

R. 1,10 x% — xx < n d . h . xx — x» > —-n. 
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Aus R. 1,9 und R. 1,10 wäre 

<*(*i) — <*(h) > —n + 271 = 71, 
also 

0t(tx) > 0l(tx) n > oc(tz). 

Deshalb müßte in dem Intervall (tlt tz) ein Punkt t0 existieren, für 
den oc(t0) = a(^) — n gälte. Folglich wäre t0 mit tx konjugiert [S. 4,1,2], 
was aber unmöglich ist. Deshalb ist a wachsend, d. h. oc(tx) < ot(t2) < 
< oi(tz). Folglich ist xx < x2 -f nxnt wovon: 

—nxn < x2 — xt. 

Da nach der Voraussetzung x2 — xx < xz — xx < n ist, muß —nxn < n 
sein und deshalb ist: nx > — 1 . 

Setzen wir voraus, daß nx ^ 1 wäre. Dann gälte: 

(x,(tx) = xx < x2 < x2 + nx7i = oc(t2). 

Deshalb müßte auf dem Intervall (tlt t2) ein Punkt t0 existieren, für 
den ot(t0) = x2 wäre. Dann wären t0 und t2 miteinander konjugiert 
[S. 4,1,2], was aber unmöglich ist. Darum ist nx = 0. Auf ähnliche Weise 
finden wir, daß n2 = 0 ist. Also wir haben bewiesen, daß ot(t{) = x{ 

(i = 1,2, 3) ist. 
b) Wenn z. B. xx = n/2 + kn (k ganz) ist, so muß v(tx) = 0 sein 

und deshalb muß nach R. 1,6 und R. 1,5 c22 = 0 sein. Deshalb müssen 
wir die erste Gleichung in R. 1,7 durch die Gleichung c22 = 0 ersetzen 
und weiter können wir wie in a) fortfahren. Ähnlicherweise können 
wir den Beweis auch in Fällen x2 = nj2 + kn oder xz = jc/2 + kn 
führen. 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Vereinbarung 1,2: Wir werden immer voraussetzen, daß S, Sx, Sa 

regulär [D. 3,1,4; D. 3,1,5] und von einem bestimmten Typus [D. 3,2,1; 
D. 3,2,2] sind. Weiter werden wir voraussetzen, daß S, Sx, S2 die Räume 
mit abgeschlossenen Phasen sind [D. 4,2,4]. 

Vereinbarung 1,3: Die Funktion y == 0 wollen wir aus unseren 
Erwägungen immer ausschließen. 

Nach Bemerkung 4,2,1 existieren für jede Phase a(£) die endlichen 
Grenzwerte lim a(£) und lim ot(t). Deshalb können wir die Definition 

«-w-f t-*b— 

der Funktion a folgendermaßen erweitern: 
Definition 1,1: Es sei a eine Phase des Raums S. Wir setzen ot(a) » 

= lim a(t) und a(6) = lim ot(t). 
«-->«-f t~*b— 
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Satz 1,2: Die Funktion <x(t) ist im Intervall <a, 6> stetig. 
Beweis: Die Stetigkeit in (a, b) folgt aus S. 3,2,4, die Stetigkeit in 

den Punkten a und b folgt aus D. 1,1. 

Definition 1,2: Wir sagen, daß die Funktion h(t) im Punkt t0 von 
rechts resp. links einen unendlichen Grenzwert oo hat und schreiben 
lim h(t) = oo, resp. lim h(t) = oo, wenn 
/-*o+ t-+t0-

1. eine gewiesse rechte resp. linke Umgebung 0 des Punktes t0 existiert, 
in der die Funktion h mit höchstens abzählbar vielen Ausnahmen 
definiert ist, 

2. zu jedem reellen K eine gewisse rechte resp. linke Umgebung 
0K C 0 des Punktes tQ so existiert, daß für alle teOK, für die h(t) 
definiert ist, die Ungleichheit | h(t) \ > K gilt. 

Satz 1,3: Es sei (u, v) eine Basis des Raums S und a ihre Phase. 

Dann existiert der Grenzwert L = lim ——— . Wenn <x(a) =£ n\2 + kn 
t-+a+ v(t) 

(k ganz) ist, so ist L = tg <x(a). Wenn a(a) = n/2 + kn (k ganz) ist, so 
ist L = oo. 

Ähnlicherweise für lim ——-. 
«_>6__ v(t) 

Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung der Sätze S. 3,2,4 
und S. 1,2. 

Satz 1,4: In jedem Raum S existiert eine Funktion u so, daß für 
jede Funktion v e S , die an u unabhängig ist, der Grenzwert 

lim 4*1 = 0 
t-+a+ Ht) 

ist. Wenn ü eine andere Funktion mit derselben Eigenschaft ist, so 
sind u und ü~ abhängig. Eine ähnliche Behauptung gilt auch für den 
Punkt b. 

Beweis: I . Es sei (ul9 vx) eine beliebige Basis des Raums S. Zufolge 

S. 1,3 existiert der Grenzwert lim 1 \ { = k. 
t-+a+ V&) 

a) Es sei zuerst k endlich. Wählen wir u(t) = ux(t) — kvx(t). Es seifet) 
eine beliebige, an u(t) unabhängige Funktion des Raums S. Dann 
existieren reelle Zahlen cl9 c2, für die 

1 h 
R. 1,11 v(t) = CjuS) + c&x(t) und ^ 0 

cx c2 

ist. Da k endlich ist, existiert eine rechte Umgebung Oa des Punkts a so, 
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Í-ИI+ *>(*) 
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daß für 16 O,-^*) -^ 0 ist. Nach R. 1,11 ist auch ca + *#i ?-- 0. Nach 

"i(0 t 

lim ----- = lim — — -̂--— = Um jz = —= = 0 
L+a+ V(t) t-+a+ CxUt(t) + C2Vx(t) t-+a+ **(*) , Cxk + C2 

u (t) ^ 
b) Es sei lim , v = oo. Aus S. 1,3 folgt, daß der Grenzwert 

t^a+ vx(t) 

lim 1 existiert und da k = oo ist, muß er gleich Null sein. Deshalb 
t-+a+ Ux(t) 
können wir u(t) = vx(t) setzen und weiter wie in a) fortfahren. Damit 
ist der Beweis des ersten Teils der Behauptung beendet. 

II. a) Es sei u = c . u, wobei u e S eine Funktion ist, für die 

lim ——— = 0 für jede an u unabhängige Funktion v ist. Dann ist 
,^a+ V(*) 

u(t) ,- ^(0 
lim ~ 4 f = c . lim - l f = 0. 

t^a+ V(t) t-+a+ V(t) 
b) Setzen wir jetzt voraus, daß zwei unabhängige Funktionen u und u 

existieren, die die von uns geforderte Eigenschaft haben. Darm wäre 

Hm -=—— = lim —— = 0, was aber ein evidenter Widerspruch 
«-*»+ U(t) t-+a+ U(t) 
wäre. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Definition 1,3: Es sei u e S so, daß für jede, an u unabhängige Funktion 
v gilt: 

hm - ) - f = 0 hm -j-L = 0 . 
t-+a+ V(t) (_«-*- V(t) J 

Dann sagen wir, daß u eine linke (rechte) Randfunktion ist. Wenn u 
gleichzeitig die linke und die rechte Randfunktion ist, so sagen wir, 
sie ist eine Randfunktion. 

Definition 1,4: Es sei u eine linke (rechte) Randfunktion. Der Punkt 
a (b) und alle Nullstellen der Funktion u heißen die linken (rechten) 
charakteristischen Punkte. 

Definition 1,5: Es seien u eine linke und v eine rechte Randfunktion 
des Raums S. Wenn u und v unabhängig (abhängig) sind, so sagen wir, 
daß S ein allgemeiner (spezieller) Raum ist. 

Satz 1,5-a: Es sei t0 -^ a ein linker charakteristischer Punkt. Der 
Punkt t0 ist genau dann ein rechter charakteristischer Punkt, wenn S 
ein spezieller Raum ist. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus D. 1,5 und S. 3,1,4. 
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Bemerkung 1,1: Nach S. 1,5 fallen in speziellen Räumen die linken 
und rechten charakteristischen Punkte des Intervalls (a, b) zusammen. 
Deshalb ist es vorteilhaft in speziellen Räumen den Punkt b (a) zu den 
linken (rechten) charakteristischen Punkten zu zählen. Nach dieser 
Vereinbarung können wir den Satz 1,5 folgendermaßen erweitern: 

Satz 1,5-b: Die linken und rechten charakteristischen Punkte fallen 
gerade dann zusammen, wenn S ein spezieller Raum ist. 

Satz 1,6: Es sei oc(t) eine Phase des Raums S. Der Punkt t0 ist genau 
dann ein linker (rechter) charakteristischer Punkt, wenn 

ot(t0) = oc(a) + kn [ot(t0) = oc(b) + mn] 

gilt. Dabei ist k(m) eine gelegene ganze Zahl. 
Beweis: (Wir werden ihn für den Fall des linken charakteristischen 

Punktes führen). 
A. Für t0 = a ist unser Satz evident. 
B. Jetzt werden wir zeigen, daß der Satz für t0 = b gilt. Bezeichnen 

wir mit (u, v) irgendeine Basis der Phase a und mit y eine linke Rand­
funktion. 

I. Es sei 6 ein linker charakteristischer Punkt. Nach S. 1,5-a ist S 
speziell und y ist die rechte Randfunktion. 

a) Es seien v. y unabhängig. Nach S. 1,4 ist lim ~ - = lim —— = 0 
*_*-+ v(t) ,_^_, v(t) 

und es existieren reelle Zahlen cx -^ 0 und c2 so, daß 

u(t) = cxy(t) + c2v(t). 

Nach S. 1,3 existieren die Grenzwerte 

= ] j m ciy(t) + c2v(t) ^ 
t^a+ v(t) 2 

Lг = lim 
ŕ-wï-f 

u(t) 
v(t) 

L, = lim 
i-*ь— 

u(t) 
v(t) 

und es ist tg cc(a) = c2 = tg a(6) und deshalb a(6) = oc(a) + kn. 
b) Es seien v, y abhängig. Dann ist v eine linke und gleichzeitig eine 

rechte Randfunktion. Nach S. 1,3 und S. 1,4 ist 

r u(t) y u(t) 
hm -—- = hm —— = oo 

t-tal- V(t) ^ & - V(0 
und deshalb — wieder nach S. 1,3 

n n 
a ( a ) = — + mxn, oc(b) = — + m2n (mlim2 ganz) 

2t Z 
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d.h. 
a(6) = x(a) + kn (k ganz). 

II. Es sei a(6) = <x(a) + kn. Nach S. 1,3 ist 

r> i i o r U W 1- w ( 0 r 
R. 1,12 hm —— = hm — ----- = L 

*_•«+ t;(*) e->&__ v(f) 
a) Wenn ?/ und t; unabhängig sind, so ist L ^ oo und es existieren 

reelle Zahlen kx und k2 so, daß 

i—6 
+ *2 = 

y(0 i. kxu(t) + k2v(t) _. r , w(o , 1 
hm ---ff = hm _ -- w r 2 w = j . w_ + ^ 
_6_ «(*) ^ _ v(t) ^ f t - L »(0 J 

^ l i m f k 1 4 ) + k l = l imlW=0 
*->«+ L »(0 J £-«+ »(o 

t/(£) ist also eine rechte Randfunktion, S ist speziell und 6 ist ein linker 
charakteristischer Punkt. 

b) Wenn y und v abhängig sind, ist v eine linke Randfunktion und 
L = 00. Nach R. 1,12 ist 

Hm 4 L = l i m - ^ - 0 
!_>«+ U(t) ^ ö _ tt(*) 

und v(J) ist gleichzeitig eine rechte Randfunktion. S ist wieder speziell 
und 6 ist ein linker charakteristischer Punkt. Damit ist unser Satz 
für t0 = 6 bewiesen. 

C Es sei t0 e (a, 6). Bezeichnen wir mit Sx den Raum, der im Intervall 
(a,t0) definiert ist und dessen Basis (ulf vx) ist, wobei ux(t) = u(t), 
vx(t) = v(t) für alle te(a,t0). Der Raum Sx hat die Funktion oc1, für 
die oc^t) = oc(t) für t e (a, toy gilt, für seine Phasis. Offensichtlich ist t0 

ein linker charakteristischer Punkt des Raums S gerade dann, wenn 
er ein linker charakteristischer Punkt des Raums Sĵ  ist. Nach B. ist es 
gerade dann, wenn eine solche ganze Zahl k existiert, daß 

ocx(t0) = at(a) + kn, 
d. h. 

oc(t0) = oc(a) + kn 

ist. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Definition 1,6: Es sei u eine linke und v eine rechte Randfunktion 
eines allgemeinen Raums S. Die Basis (u, v) heißt die linke und die 
Basis (v, u) die rechte Randbasis. Die Phasen, die zu (u, v) gehören, 
heißen die linken Randphasen. Die Phasen, die zu (v, u) gehören, heißen 
die rechten Randphasen. 
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Definition 1,6-a: Es sei ueine Randfunktioneines speziellen Raums S. 
Es sei ferner v e S eine auf u unabhängige Funktion. Die Basis (ut v) 
heißt die Randbasis und die zu ihr gehörigen Phasen heißen die Rand­
phasen des Raums S. 

Satz 1,7: Es sei a(t) eine linke (rechte) Randphase eines allgemeinen 
Raums S. Dann ist 

71 I 7t I 

on(a) = kn, oc(b) = — + mn I oc(a) = — + mn, oc(b) ~ knl, 

wobei k, m ganze Zahlen sind. Und umgekehrt. 

Beweis: I . Es sei (u, v) eine linke Randphase. Dann ist lim 
t-+a+ V(t) 

= lim —— = 0. Daraus Um —-— = oo. Aus S. 1,3 folgt also unsere 
(_&_ u(t) t^„ v(t) 

Behauptung. 

II . Es sei a die Phase der Basis (u, v) und dabei gelte oc(a) = ibr, 
7t U(t) v(t) 

a(b) = — + mn. Dann ist lim ——— = 0 = lim ——. Deshalb ist u 
2 t^a+ v(t) t-+b- u(t) 

die linke und v die rechte Randfunktion und a ist die linke Randphase. 

Satz 1,8: Der Satz 1,1 tritt nicht außer Kraft, wenn wir tx = a 
(tz = b) setzen. Dabei müssen wir aber alle linken (rechten) charakteris­
tischen Punkte als miteinander konjugiert betrachten. 

Der Beweis kann auf ähnliche Weise wie der des Satzes 1,1 verlaufen. 
Anstatt der Funktion u aus diesem Bewreis müssen wir eine linke Rand­
funktion u wählen, für die u(t2) = 1 ist. 

Satz 1,9: Jeder Raum mit abgeschlossenen Phasen, der zu einer 
endlichen Klasse (D. 4,3,2) gehört, ist auch ein Raum vom endlichen 
Typus (D. 3,2,1). 

Beweis: Es sei S ein Raum einer endlichen Klasse. Setzen wir voraus, 
daß er z. B. vom Typus —oo ist. Dann existiert eine Funktion u e S, 
die nach links oszilliert (D. 4,2,1). Folglich existiert eine unendliche 
Punktfolge tx > t2 > ... so, daß ti die Nullstellen der Funktion u sind, 
lim ti = a ist und auf dem Intervall (a, tx) keine weiteren mit ti konjugier-

ten Punkte existieren. Wählen wir eine beliebige an u unabhängige 
Funktion v und konstruieren wir irgendeine Phase der Basis (u, v). 

Für jedes i ist * • = 0 und deshalb existiert nach S. 3,2,4 eine ganze 
v(ti) 

Zahl k4 so, daß 

R. 1,16 a(t4) = k^7t 
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ist. Da die Funktion oc im Punkt a von rechts stetig ist, existiert eine 
rechte Umgebung 0 des Punktes a so, daß für t e O 

oc(a) — 1 < oc(t) < oc(a) + 1 

ist. In Hinsicht auf R. 1,16 und darauf, daß lim t{ — a ist, muß ein 
i—•-© 

solches i0 existieren, daß für i > i0 ist: 

R. 1,17 oc(t.) == oc(a). 

Daraus folgt, daß für jedes i > i0 ein solcher Punkt f { e (ti+1, t{) existiert, 
daß |t- ein Extrempunkt ist, und f{ nicht mit t{ konjugiert ist. Es ist 
offenbar lim £t- = a. Da S einer endlichen Klasse ist, muß eine unendliche 

t->00 

Punktfolge il9 i2i ... so existieren, daß {&„}*--I miteinander konjugiert 
sind. Deshalb muß nach D. 3,1,6 eine Funktion ^ e S existieren, für 
die y(£in) = 0 für jedes natürliches n ist, d.h. y oszilliert nach links. 
Da iin und t{ nicht konjugiert sind, sind nach S. 3,1,4 y und u unab­
hängig. Das ist aber ein Widerspruch mit S. 4,2,1. 

Auch die Voraussetzung, daß S vom Typus +co oder ±00 ist, führt 
zum ähnlichen Widerspruch. Damit ist unser Satz bewiesen. 

§2: DIE VOLLSTÄNDIGEN TRANSFORMATIONEN 

Satz 2,1-a: Es sei T(z, x) eine vollständige Transformation (D. 4,3,1) 
des Raums Sx auf S2 mit einer wachsenden Amplitude x (D. 3,4,1). 
Es sei t0ei2. Der Punkt x(t0) ist genau dann ein linker (rechter) charak­
teristischer Punkt, wenn t0 ein linker (rechter) charakteristischer Punkt 
ist. 

Beweis: Es sei (ut, vx) irgendeine Basis des Raums Sx. Nach S. 3,4,1 
ist [u2 = T(%), v2 = T(vt)] eine Basis des Raums S2. Bezeichnen wir 
mit ocx resp. 0% die Phasen der Basen (ux, vt) resp. (u2, v2). Zufolge S. 4,3,2 
existiert eine ganze Zahl k so, daß 

R. 2,1 oc2(t) = ajxit)] + kn 

für jedes te(a2i b2) ist. Da T eine vollständige Transformation mit 
einer wachsenden Amplitude x ist, gilt: 

R. 2,2 lim x(t) = at, lim x(t) == bx. 

t~+aM+ t-+bt— 

Aus der Definition D.1,1 folgt: 

R. 2,3 a ^ ) = ocx(ax) + kn, oc2(b2) = oc^bj) + kn. 
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Nach S. 1,6 ist der Punkt t0 ein linker charakteristischer Punkt genau 
dann, wenn eine solche ganze Zahl m existiert, daß 

R. 2,4 «2(̂ 0) = #2(̂ 2) + m7t 

ist. Aus R. 2,1, R. 2,3 und R. 2,4 bekommen wir 

R. 2,5 oü1[x(t0)'\ = ax(ax) + mn. 

Nach S. 1,6 ist x(t0) ein linker charakteristischer Punkt. 
Auf ähnliche Weise verläuft der Beweis auch, wenn t0 ein rechter 

charakteristischer Punkt ist. 
Für die Transformationen mit fallenden Amplituden können wir 

ähnlicherweise den folgenden Satz beweisen: 

Satz 2,1-b: Es sei T(z, x) eine vollständige Transformation des Raums 
St auf S2 mit einer fallenden Amplitude x. Es sei t0 e i2. Der Punkt x(t0) 
ist genau dann ein linker (rechter) charakteristischer Punkt des 
Intervalls il9 wenn t0 ein rechter (linker) charakteristischer Punkt des 
Intervalls i2 ist. 

Satz 2,2: Es sei ^ auf S2 vollständig durch die Transformation 
T(z, x) transformierbar. Dann sind Sj und S2 gleichzeitig entweder 
allgemein oder speziell. 

Beweis: Der Satz ist eine Folgerung der Sätze S. 2,1 und S. 1,5-a. 

Satz 2,3: Es sei Sx auf S2 durch die Transformation T(z, x) vollständig 
transformierbar. Es sei Sx vom Typus k (k natürlich, +oo, —00, ±00) 
[D. 3,2,1]. 

Wenn k natürlich oder +00 ist, so ist auch S2 vom Typus k. 
Wenn k = + 00 und x wachsend (fallend) ist, so ist S2 vom Typus 

+ 00 (—00). 
Wenn k = — 00 und x wachsend (fallend) ist, so ist S2 vom Typus 

—00 ( + 00). 
Beweis: Wenn k natürlich ist, so existiert mindestens eine Funktion 

& € § ! , die gerade k Nullstellen tl9 t2, . . . , tk hat. Nach S. 3,4,5 sind 
die Punkte x(tt), x(t2)t . . . , x(tk) die Nullstellen der Funktion T(^). 
Deshalb ist S2 vom Typus m ^ k. Wäre m, > Je, so müßte eine Funktion 
y2 e S2 mit m Nullstellen xl9 x2, . . . , xm existieren. Nach S. 3,4,5 müßte 
die Funktion T~Hy2) (S. 3,4,7) die Nullstellen a;-1^), . . . , x-*(xm) haben, 
was aber unmöglich ist, da T~%2) höchstens k Nullstellen haben kann. 
Daher: m = k. 

In anderen Fällen verläuft der Beweis ähnlicherweise. 

Bemerkung 2,1: Nach S. 2,2 müssen zwei aufeinander vollständig 
transformierbare Räume gleichzeitig allgemein oder speziell sein. Nach 
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S. 4,3,4 müssen sie zu derselben Klasse gehören (D. 4,3,2). Und nach 
S. 2,3 müssen sie im gewissen Sinn desselben Typus sein. 

Satz 2,4: Es existiere eine vollständige Transformation T(z, x) des 
Raums Sx auf S2 mit der wachsenden (fallenden) Amplitude x. Es 
sei (ux, vx) eine linke Randbasis. Die Basis [T(%), T(vx)] ist eine linke 
(rechte) Randbasis. 

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus S. 2,1 und S. 3,4,5. 

Satz 2,5: Es seien (ux, vx) und (u2, v2) beliebige Basen der Räume 
Sx und S2. Dann existiert höchstens eine vollständige Transformation 
T(z, x) des Raums Sx auf S2, für die T(ux) = u2, T(vx) = v2 und x(t) 
wachsend ist, und höchstens eine Transformation T(z, x), für die T(ux) = 
= u2, T(vx) = v2, x fallend ist. 

Beweis: I. Im Verlauf dieses Beweises werden wir folgende Termino­
logie und Bezeichnungen benützen: 

Wenn t0 e i2 ist, so bezeichnen wir mit {£jf„ r alle mit t0 konjugierten 
Punkte, und zwar so, daß 

. . . < L_j < t0 < tx < ... 

ist. Dabei kann r oder s Null, eine natürliche Zahl oder +oo sein. Wenn r 
sowie auch s endlich sind, so werden wir sagen, daß t0 von einem endlichen 
Typus ist. Wenn r = +oo (s = +oo) ist, so werden wir sagen, daß t0 

vom Typus —oo (+oo) ist. Die Punktfolge {^}|=_r werden wir die 
Begleitpunktfolge des Punktes t0 nennen. 

II. Nach S. 4,2,1 sind alle Punkte vom Typus —oo (wenn sie exis­
tieren) miteinander konjugiert. Dasselbe gilt auch für die Punkte, 
die vom Typus +co sind. Folglich können die Punkte vom Typus +oo 
(—oo) höchstens die Punkte b(a) als Häufungspunkte haben. Daraus 
folgt, daß zu jedem Punkt t0ei eine solche Umgebung 0 existiert, 
daß alle Punkte t ^ t0 aus 0 vom endlichen Typus sind. 

III. Setzen wir voraus, daß T ^ , xx) und T2(z2, x2) vollständige 
Transformationen sind, für die gilt: Tx(ux) == T2(%) = u2, Tx(vx) = 
= T2(vx) = v2, xx, x2 sind wachsend. 

IV. Es sei t0 6 i2 ein Punkt von einem endlichen Typus. Konstruieren 
wir die Begleitpunktfolge {^}|=_r. Es sei y2 = ctu2 + c2v2 eine Funktion, 
deren Nullstellen gerade die Punkte t{ sind. Bezeichnen wir weiter 
Vl = Clux + c2vx. Nach S. 3,4,2 ist T ^ ) = T2(yx) = y2. Aus S. 3,4,5 
und aus der Vollständigkeit der Transformationen Tx und T2 folgt, 
daß {#&(^)}!=-r (k == 1,2) alle Nullstellen der Funktion yx sind. Da xk 

wachsend sind, ist 

xß„r) < ... < xk(t0) < ... < xk(t8). 
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Folglich muß xx(t{) = x2(tt) für alle i = —r, . . . , s sein. Besonders: 

R. 2,5-a xx(t0) = x2(t0). 

Also in jedem Punkt t e i%, der vom endlichen Typus ist, gilt R. 2,5-a. 
V. Aus II., IV. und aus der Stetigkeit der Funktionen xx und xt 

folgt, daß R. 2,5-a auch für die Punkte vom Typus —oo oder +00 gilt. 
Also xx=~ x2. Nach S. 3,4,4 ist auch zx === z2. Folglich Tx === T2. 

Im Falle einer fallenden Amplitude verläuft der Beweis auf ähnliche 
Weise. 

Satz 2,6: Es seien Sx, S2 allgemeine Räume. Die Punkte x0eil9 

t0 e iz sollen keine charakteristischen Punkte sein. Dann existiert 
höchstens eine wachsende und höchstens eine fallende Funktion x, 
die die Amplitude irgendeiner vollständigen Transformation des Raums 
St auf S2 ist und für die x(t0) = x0 gilt. 

Beweis: I. Setzen wir voraus, daß Tx(zx, xx) und T2(z2, x2) voll­
ständige Transformationen des Raums Sx auf S2 sind, für die xx(t0) = 
= x2(t0) = x0 gilt und xx, x2 wachsend sind. 

Wählen wir irgendeine linke Randbasis (ux, vx) des Raums Sx. Nach 
S. 2,4 sind [ T ^ ) , Tx(vx)] und [T2(ux), T2(vx)] linke Randbasen des 
Raums S2. Nach S. 1,4 können wir setzen: 

R. 2,6 T ^ ) = u2, T2(ux) = cxu2, Tx(vx) = v2, T2(vx) = c2v2, 

wobei cx, e2 von Null verschiedene Konstanten sind. Nach S. 3,4,6 
gilt: 
R. 2,7-a ux(x0) v2(t0) —u2(t0) vx(x0) = 0 

R. 2,7-b ux(x0) c2v2(t0) — cxu2(t0) vx(x0) = 0 

Da x0 und t0 keine charakteristischen Punkte sind, sind ux(x0), vx(x0), 
u2(t0), v2(t0) von Null verschieden. Deshalb erhalten wir aus R. 2,7: 

R. 2,8 cx = c2 ( = c). 

II. Setzen wir jetzt für jedes tei2: 

R. 2,9 xS) = xx(t), zz(t) = c . zx(t). 

Dann ist 
c . u2(t) = c . zx(t) ux[xx(t)] = zS) ux[xz(t)] 

c . v2(t) = c . zx(t) vx[xx(t)] = zz(t) vx[xz(t)]. 

Nach S. 3,4,3 existiert eine vollständige Transformation T$(zz> xz) so> 
daß 

R.2,10-a T3(^) = c.te2, Tt(vt) = c . v2 
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mit einer wachsenden Amplitude #3. Nach R. 2,6 und R. 2,8 ist 

R. 2,10-b T2(W--) — c * ^2- T2(%) = c . v2. 

Nach R. 2,10, R. 2,9 und S. 2,5 ist xx ==z x2. Damit ist unser Satz für 
die wachsenden Amplituden bewiesen. Für die fallenden Amplituden 
verläuft der Beweis ähnlich. 

Satz 2,7: Es seien Sr und S2 spezielle Räume und tl9 t2ei2 xlt x2e it 

keine charakteristischen Punkte. Ferner seien weder tx und t2 noch xx und 
x2 miteinander konjugiert. Dann existiert höchstens eine Funktion x(t), 
die eine Amplitude irgendeiner vollständigen Transformation T(z, x) 
des Raums Sx auf S2 ist, und für die x(t{) = xi (i = 1, 2) gilt. 

Beweis: Setzen wir voraus, daß T(z, x) und T(z, x) vollständige 
Transformationen des Raums Sx auf S2 sind und daß 

R.2,11 x(tt) = x(t<) = x{ (t = l , 2 ) 

gilt. 
Setzen wir z. B. voraus, daß xx < x2, t± < t2 ist. Aus R. 2,11 folgt, 

daß x und x wachsend sind. Da x{ nicht miteinander konjugiert sind, 
existiert eine Basis (ux, vx) e Sx so, daß ux(xx) = vx(x2) = 0 ist. Be­
zeichnen wir u2 = T(%), v2 = T(vt). Nach S. 3,4,5 existieren reelle 
Zahlen cx, c2 so, daß T(ux) = cxu2, T(vx) = c2^ ^- Wählen wir irgendeine 
Randfunktion ^ e S - ^ . Dann existieren reelle Zahlen klt k2 so, daß 
Vi = &i^i + ^2vi -8k I*a #*• keine charakteristischen Punkte sind, ist 
kj ^ 0 ^ k2. Nach S. 2,4 sind die Funktionen T(yt) = k^a -f &2v2 und 
T(yx) = kjCx^g + k2c2v2 die Randfunktionen des Raums S2. Nach S. 1,3 
sind sie also abhängig und deshalb existiert eine reelle Konstante 
c ^ 0 so, daß 

A/-jC| ' CtG-t, KnCn • CfCn • 

Daraus (da kx -7-= 0 -5-= k2): 
c1 = c = c2. 

Weiter können wir wie im Beweis des Satzes 2,6 — Teil II. fortfahren. 
Im zweiten Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daß unter bestimmten 

weiteren Bedingungen genau eine Funktion x(t) existiert, die die Eigen­
schaften aus den Sätzen 2,6 oder 2,7 hat. 
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