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DIE KUMMERSCHEN TRANSFORMATIONEN
IN RAUMEN MIT ABGESCHLOSSENEN PHASEN

Teil A: Allgemeine Eigenschaften

KvETroMmIiL STAcH, Ostrava

Eingegangen am 18. Mirz 1968

EINLEITUNG

0. Bortvka beschiftigte sich in seiner Arbeit [2] mit dem Studium
der vollstindigen Kummerschen Transformationen der Systeme von
Integralen der Differentialgleichungen

Yy =q)y; Y=Qt Y

aufeinander. Eine wesentliche Rolle spielte dabei der Begriff der Phasis
und der Begriff der fundamentalen Folgen von konjugierten Zahlen.

Das Losungssystem der linearen Differentialgleichung %" = q(t)
bildet einen zweidimensionalen Raum von stetigen Funktionen. Deshalb
hatte mich O. Boruivka beauftragt, mich mit der-Frage zu beschiftigen,
ob solche Transformationen in beliebigen zweidimensionalen Réumen
moglich sind.

Den ersten Teil dieses Studiums bildeten meine Arbeiten [3] und [4].
In diesen habe ich gezeigt, daB es auch in allgemeinen zweidimensionalen
Raumen moéglich ist, den Begriff der Phasis sehr einfach einzufiihren
und die allgemeinen Eigenschaften der sogenannten Kummerschen
Transformationen zu untersuchen. Es hat sich gezeigt, daB in solchen
Riumen die Phasen nicht notwendig monoton sein miissen und das
gerade die Extrempunkte eine Hauptrolle bei. den Kummerschen
Transformationen spielen. In diesen Arbeiten habe ich gezeigt, daf
es vorteilhaft ist, die Rdume in drei Typen einzuteilen: die Riume
mit abgeschlossenen, offenen und unbestimmten Phasen. Dabei habe
ich festgestellt, da die Integrale der Differentialgleichungen vom end-
lichen Typ zu den Rdumen mit abgeschlossenen Phasen und die Integrale
der oszillierenden Gleichungen zu den Rédumen mit offenen Phasen
gehoren. ,

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich mit den Réumen
mit abgeschlossenen Phasen. Sie ist also eine direkte Verallgemeinerung
der Arbeit [2]. Am Anfang habe ich gezeigt, daB in jedem zweidimensio-
nalen Raum von stetigen Funktionen ein dreiparametrisches System
von Phasen existiert (Satz 1,1), was eine Verallgemeinerung des Satzes
aus [2] ist (Seite 238, Punkt 11). '
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Weiter habe ich den Begriff der charakteristischen Punkte eingefiihrt.
Es ist in Wirklichkeit eine Analogie der Fundamentalfolge von kon-
jugierten Zahlen. Ein kleiner Unterschied in dieser Definition gab
mir die Moglichkeit die Réume vom Typus 1 in der Gesamtheit mit
den Réumen vom Typus m > 1 zu studieren.

Im ersten Teil dieser Arbeit, der die Paragraphen 1 und 2 enthilt,
beschéftige ich mich mit den allgemeinen Eigenschaften aller Rdume
mit abgeschlossenen Phasen und ihren Transformationen.

Im zweiten Teil, der die Paragraphen 3—5 enthilt, beschéftige ich
mich mit den Transformationen in Réumen einer gegebenen Klasse.
Im §3 untersuche ich die Rdume ohne Extrempunkte. Es zeigt sich,
daB die Transformationen in diesen Réumen sehr dhnliche Eigenschaften,
wie die Transformationen der Lsungen von obenerwihnten Differential-
gleichungen, haben. Z. B. der Satz 38 ist ganz analog dem Satz aus [2]
auf der Seite 251. Im §4 studiere ich die Rdéume, deren Extrempunkte
charakteristisch sind und im §5 beschiftige ich mich mit den iibrigen
Fillen.

"~ Die Hauptergebnisse sind besonders in den Sitzen 3,8; 4,7 und 5,1
enthalten. ' .

Da ich sehr oft auf die Sidtze und Definitionen aus [3] und [4] hin-
weisen muBl, mache ich es so, daB ich vor die Nummer des Satzes resp.
der Definition aus [3] die Vorzahl 3 und aus [4] die Vorzahl 4 setze.
Also z. B. 8. 3,2,5 bedeutet den Satz 2,5 aus [3]; D. 4,2,1 bedeutet
die Definition 2,1 aus [4].

Ich méchte mich bei S. Travnicek von der Palacky-Universitit
in Olomouc fiir seine wertvollen Ratschlige beziiglich dieser Arbeit
herzlichst bedanken.

§1: DIE CHARAKTERISTISCHEN PUNKTE

Vereinbarung 1,1: In der ganzen Arbeit werden wir die folgenden
Bezeichnungen beniitzen: S, S,, S, sind lineare zweidimensionale Réume
von stetigen Funktionen [D. 3,1,2], die in den Intervallen ¢ = (a, b),
i, = (@, by), %3 = (@,, by) definiert sind. Dabei sind @, a,, a, reelle
Zahlen oder —o0; b, b,, b, reelle Zahlen oder +oco. Mit (u, v), (¥, vy),
(uy, v) werden wir die Basen der Rdume S, S;, S, [D. 3,1,3] und mit
o, oy, &, die Phasen dieser Raume [D. 4,1,1; D. 3,2,5] bezeichnen.

Zuerst werden wir einen Satz beweisen, der fiir alle zweidimensionale
Réume von stetigen Funktionen (und nicht nur fiir die Rdume mit
abgeschlossenen Phasen) gilt.

Satz 1,1: Es sei ein Raum S gegeben. Es seien ¢, < t, < t; drei nicht
miteinander konjugierte Punkte des Intervalls 4, die so gewdhlt sind,
daB in dem Intervall (¢, t;) keine Extrempunkte und keine mit ¢,, ¢,, ¢,
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konjugierten Punkte existieren. Ferner seien z; < z, < x4 (; > %3 > )
beliebige reelle Zahlen, die so gewihlt sind, daB |z — =z, | < = ist.
Dann existiert genau eine Phase « des Raums S, fiir die
R.11 oft;) = @; (t=1,2,3)
gilt.

Beweis: (wir werden ihn fiir den Fall z, < z, < z; vorfiihren).

a) Setzen wir zuerst voraus, daB xz; # ®/2 + kx (k ganz) ist. Dann
kénnen wir schreiben:

R.1,2 tg x; = k; (t=1,2,3)
Da 0 < 2y — 2, < 7 ist, ist
R.1,3 ky # ky # kg #~ k.

Setzen wir voraus, dafl eine Phase «, die die von uns verlangten
Eigenschaften hat, existiert. Bezeichnen wir mit (u, v) eine Basis, zu der
die Phase « gehort. Nach S. 3,2,4 gilt fiir alle ¢ € (a, b), fiir die a(t) # 7/2 +
+ kn ist, die Gleichheit

u(t)
tg oc(t) = ;)-(t—)— .
Deshalb muf§ fir ¢t =¢; (¢ = 1,2, 3)
R.14 k= Al
v(t;)
sein.
Nach 8. 3,1,5 existiert genau eine Basis (u, v) des Raums S so, daB

R.1,5 Uty) = ilts) = 0,  Tty) = i(ty) = 1

ist. Nach 8. 3,1,2 konnen wir %, v eindeutig in der Form
U = CyyU + Cy9¥
V= Cgy% + Cag¥

R.1,6

schreiben. Dabei sind c;; feste reelle Zahlen, deren Determinante von
Null verschieden ist. Aus R.1,6, R.1,6 und R.1,4 bekommen wir
nach einer einfachen Umformung

C12 — kyCyy =0
| R.1,7 €11 + €12 — KgCoy — KgCyp = 0
‘n — K3Cqy =0.

Folglich
€11 Crp : Coy & Cop = ka(ky — ko) : ky(y — Keg) = (ky — k) = (ky — Ky)
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Die Koeffizienten c; (¢, k =1, 2) sind also bis auf einen Propor-
tionalitidtskoeffizienten eindeutig bestimmt, und deshalb ist auch das
Verhiltnis u/v eindeutig bestimmt. Da die Phase «, fiir die die Glei-
chungen R. 1,1 erfiillt sein sollen, eine Phase der Basis (u,v) sein
mufBl ‘'und da alle Phasen der Basis (u, v) sich voneinander durch eine
feste Konstante unterscheiden, kann hochstens eine Phasis, die die
erforderten Eigenschaften hat, existieren.

Konstruieren wir jetzt die Funktionen

u = ky(ky — k) u + ky(ky — k) #

R. 1,8 — _
v=(ky —kg) u + (kg — k3) ».

Da

Keg(ky — ky)  y(ky — k) :
i 3’011— kzz lkzz__ ’C33 = (kl - I‘c2) (kZ - k3) (k3 - kl) 7/: O

. . . ¢ . .
ist, ist (u, ») eine Basis. Da %% = tg x, ist, existiert eine Phase a
1
der Basis (u, v) so, daB «(f,) = x, ist. Da weiter
u(ts) u(ty)
= tg x,, S = tg X,
ot CT ) T
d. h.

tg alty) = tg ,, tg alts) = tg x,
gilt, miissen ganze Zahlen 7, und n, so existieren, daf3
R. 19 afty) = x5 + ny, a(ts) = x5 + ny7
ist. /
Da in dem Intervall (¢, ¢;) keine Extrempunkte existieren, mufl

die Funktion « in {#;, t;> entweder steigend oder fallend sein. Wiire a
in {t,, ty> fallend, so wire

a(ty) > afty) > a(ts),

d. h.
Ty > Xy + Ny > T3 + Ny
Wegen .
X < Xy < T4

d. h.
‘ Xy > =Ty > — X
erhalten wir durch subtrahieren: 0 > n7 > n,n, also =,
”ﬁ é —_2.
Weiter ist nach der Voraussetzung

< —1,

R.1,10 X3— X, < 7 d. h. x, — Xy > —.
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Aus R. 1,9 und R. 1,10 ware

a(ty) —olty) > —n + 2m = 7,
also
alty) > alty) — 7 > aflts).

Deshalb miiite in dem Intervall (¢, 3) ein Punkt £, existieren, fiir
den «(t,) = a(t,) — 7 gélte. Folglich wire ¢, mit ¢, konjugiert [S. 4,1,2],
was aber unmoglich ist. Deshalb ist & wachsend, d. h. a(t;) < a(ty) <
< afty). Folglich ist x, < x, 4+ n,7, wovon:

—n T < Ty — .

Da nach der Voraussetzung 2, — %, < 3 — x; < 7 ist, mull —n,w < =
sein und deshalb ist: n, > —1.

Setzen wir voraus, da n, = 1 wire. Dann gilte:
alty) =, < Xy < Ty, + vy = afty).

Deshalb miiite auf dem Intervall (¢, ,) ein Punkt ¢, existieren, fiir
den «ff,) = xz, wire. Dann wiren ¢, und f, miteinander konjugiert
[S. 4,1,2], was aber unméglich ist. Darum ist n, = 0. Auf dhnliche Weise
finden wir, daB n, = 0 ist. Also wir haben bewiesen, daB} «a(t;) = «;
(¢t =1, 2, 3) ist.

b) Wenn z. B. », = /2 + kn (k ganz) ist, so muB »(f;) = 0 sein
und deshalb muB nach R. 1,6 und R. 1,5 ¢, = 0 sein. Deshalb miissen
wir die erste Gleichung in R. 1,7 durch die Gleichung ¢y, = 0 ersetzen
und weiter konnen wir wie in a) fortfahren. Ahnlicherweise konnen
wir den Beweis auch in Fillen x, = #/2 4 kn oder x; = n/2 4 kn
fithren.

Damit ist unser Satz bewiesen.

‘Vereinbarung 1,2: Wir werden immer voraussetzen, daB S, S;, §;
regulir [D. 3,1,4; D. 3,1,5] und von einem bestimmten Typus [D. 3,2,1;
D. 3,2,2] sind. Weiter werden wir voraussetzen, da8 S, S,, S, die Rdume
mit abgeschlossenen Phasen sind [D. 4,2,4].

Vereinbarung 1,3: Die Funktion y = 0 wollen wir aus unseren
Erwigungen immer ausschlieBen.

Nach Bemerkung 4,2,1 existieren fiir jede Phase a(t) die endlichen
Grenzwerte lim o(¢) und lim x(tf). Deshalb konnen wir die Definition

t—>b—

+
der Funktlon o folgendermaBen erweitern:

Definition 1,1: Es sei @ eine Phase des Raums S. Wir setzen a(a) =
= lim a(t) und o(b) = hm a(t)

t—a+
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Satz 1,2: Die Funktion «(t) ist im Intervall <a, b) stetig.
Beweis: Die Stetigkeit in (a, b) folgt aus S. 3,2,4, die Stetigkeit in
den Punkten a und b folgt aus D. 1,1.

Definition 1,2: Wir sagen, dafl die Funktion A(f) im Punkt ¢, von
rechts resp. lmks einen unendlichen Grenzwert oo hat und schreiben

lim A(t) = oo, resp. lim A(f) = oo, wenn
>ty t>tog—

1. eine gewiesserechte resp. linke Umgebung O des Punktes ¢, existiert;
in der die Funktion A mit hochstens abzihlbar vielen Ausnahmen
definiert ist,

2. zu jedem reellen K eine gewisse rechte resp. linke Umgebung
Ox C O des Punktes f, so existiert, daBl fiir alle t € Oy, fiir die h(t):
definiert ist, die Ungleichheit | k(¢) | > K gilt.

Satz 1,3: Es sei (u, v) eine Basis des Raums S und « ihre Phase.

Dann existiert der Grenzwert L = lim ((t)) Wenn «(a) # 72 + kn
t—at+ VU
(£ ganz) ist, so ist L = tg o(a). Wenn a(a) = n/2 + kx (k ganz) ist, so
ist L = oo.
Ahnlicherweise fiir im )
t—>b— 'U(t)
Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung der Satze S. 3, 2 4
und S. 1,2.

Satz 1,4: In jedem Raum S existiert eine Funktion  so, daB fur
jede Funktlon veS, die an u una,bha,nglg ist, der Grenzwert

oy
Jim 2y =0

ist. Wenn % eine andere Funktion mit derselben Eigenschaft ist, .80
sind w und % abhiingig. Eine #hnliche Behauptung gilt auch fur den_}
Punkt b.

Beweis: 1. Es sei (4,, v,) eine beheblge Basis des Raums S. Zufolge

S.1,3 existiert der Grenzwert lim —1 - ul) _ k

t—a+ vl(t) X

a) Es sei zuerst k endlich. Wihlen wir u(t) = w,(t) — kv,(¢). Es sei v(t)

eine beliebige, an wu(f) unabhingige Funktion des Raums S. Dann
existieren reelle Zahlen c,, ¢,, fiir die

(1 —k

PR

#0.

R. 1,11 o(t) = cquy(t) + cavy(t) und

ist. Da k endlich ist, existiert eine rechte Umgebung O, des Punkts a.so,
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daB fiir t € 0, v,(t) # 0 ist. Nach R. 1,11 ist auch ¢, + k¢, % 0. Nach

S. 1,3 existiert lim —— u(t) . Folglich
t—a-+ ( ) ’ll«l(t) .
) L w(l) — ke (0) ) vy (f) k—k
lim 2 7 iy ———— =~
ot U0 ooy Ot(®) F a0y ot ) T okt

Vo ()
b) Es sei lim u‘g; =oc0. Aus S.1,3 folgt, daB der Grenzwert
t—>a+
(t)

t—~>a-+- ul(
konnen wir «(t) = v,(¢) setzen und weiter wie in a) fortfahren. Damit
ist der Beweis des ersten Teils der Behauptung beendet.

II. a) Es sei u = c¢.u, wobei €S eine Funktion ist, fiir die
. u(t)
lim —~
()

existiert und da k = oo ist, muB er gleich Null sein. Deshalb

= 0 fiir jede an u unabhingige Funktion v ist. Dann ist

“O) _ o im0

1 .
t—a+- ’U(t) t—sa-+ ’”(t)

= 0.

b) Setzen wir jetzt voraus, dall zwei unabhingige Funktionen « und %
existieren, die die von uns geforderte Eigenschaft haben. Dann wire
. u(t) . u(t)
lim — - =lim —-
t—a-+ u(t) t+a+ u(t)
wire. Damit ist unser Satz bewiesen.

Definition 1,3: Es sei » € S so, da8 fiir jede, an » unabhéngige Funktion

» gilt:
ou(t) - ou(t)
r{gﬁ o(t) 0 [t&lbri o(t) O]'

Dann sagen wir, da u eine linke (rechte) Randfunktion ist. Wenn
gleichzeitig die linke und die rechte Randfunktion ist, so sagen wir,
sie ist eine Randfunktion.

Definition 1,4: Es sei « eine linke (rechte) Randfunktion. Der Punkt
a (b) und alle Nullstellen der Funktion » heilen die linken (rechten)
charakteristischen Punkte.

Definition 1,5: Es seien u eine linke und v eine rechte Randfunktion
des Raums S. Wenn « und » unabhiingig (abhingig) sind, so sagen wir,
daB S ein allgemeiner (spezieller) Raum ist.

Satz 1,56-a: Es sei £, 7 a ein linker charakteristischer Punkt. Der
Punkt ¢, ist genau dann ein rechter charakteristischer Punkt, wenn §
ein spezieller Raum ist.

Der Beweis folgt unmittelbar aus D. 1,5 und S. 3,1,4.

=0, was aber ein evidenter Widerspruch




148

Bemerkung 1,1: Nach 8. 1,5 fallen in speziellen Riumen die linken
und rechten charakteristischen Punkte des Intervalls (a, b) zusammen.
Deshalb ist es vorteilhaft in speziellen Rdumen den Punkt & (a) zu den
linken (rechten) charakteristischen Punkten zu zdhlen. Nach dieser
Vereinbarung kénnen wir den Satz 1,5 folgendermaBen erweitern:

Satz 1,6-b: Die linken und rechten charakteristischen Punkte fallen
gerade dann zusammen, wenn S ein spezieller Raum ist.

Satz 1,6: Es sei «(t) eine Phase des Raums S. Der Punkt ¢, ist genau
dann ein linker (rechter) charakteristischer Punkt, wenn

alty) = a(a) + ke [a(ty) = a(b) + mn]

gilt. Dabei ist k(m) eine gelegene ganze Zahl.

Beweis: (Wir werden ihn fiir den Fall des linken charakteristischen
Punktes fiihren).

A. Fiir ty = a ist unser Satz evident.

B. Jetzt werden wir zeigen, daB der Satz fiir t; = b gilt. Bezeichnen
wir mit (u, v) irgendeine Basis der Phase o und mit y eine linke Rand-
funktion.

I. Es sei b ein linker charakteristischer Punkt. Nach S. 1,5-a ist S
speziell und y ist die rechte Randfunktion.

a) Esseien v, y unabhingig. Nach S. 1,4 ist lim ¥ —1lim 2 (t) =0
tmat V) tmp— V()
und es existieren reelle Zahlen ¢; % 0 und c, so, daB

u(t) = cy(t) + coo(t).
Nach 8. 1,3 existieren die Grenzwerte

u(t) Cy(t) + cv(t)

L, = lim = lim —
! t=>a+ ’U(t) t—a+ U(t) :
L, — im0 _

= Cq.
t—b— ’U(t) 2

und es ist tg a(a) = ¢, = tg a(b) und deshalb a(b) = a(a) + kn.
b) Es seien v, y abhingig. Dann ist v eine linke und gleichzeitig eine
rechte Randfunktion. Nach S.1,3 und S.14 ist

20wl
Jim ) =

und deshalb — wieder nach S.1,3

a@) = 7+ mm,  ab) =5 +mm  (my, my gonz)
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d. h.
a(b) = a(a) + kxn (k ganz).
II. Es sei a(b) = a(a) + kn. Nach S.1,3 ist
R. 1,12 lim 28 _ pi 0 _
tvat V() s V()

a) Wenn y und v unabhingig sind, so ist L # oo und es existieren
reelle Zahlen k, und k, so, daB

lim y(t) = lim »Mz lim [ u() +k ]

b= V() p— v(?) o | ¥ 0(t)
i [ ) _
‘iii‘i[ () +’“] =lm

y(t) ist also eine rechte Randfunktion, § ist speziell und b ist ein linker
charakteristischer Punkt.

b) Wenn y und » abhingig sind, ist v eine hnke Randfunktion und
L = oo. Nach R. 1,12 ist

o) ()
Jim Ty = Am Ty

und v(¢) ist gleichzeitig eine rechte Randfunktion. S ist wieder speziell
und b ist ein linker charakteristischer Punkt. Damit ist unser Satz
fiir ¢, = b bewiesen.

C. Esseit, € (a, b). Bezeichnen wir mit S; den Raum, der im Intervall
(a, ty) definiert ist und dessen Basis (u,, v,) ist, wobei wu,(t) = wu(t),
v,(t) = v(t) fir alle ¢t € (a, ¢;). Der Raum S; hat die Funktion «,, fir
die a,(t) = e(t) fiir ¢t € <a, ty» gilt, fiir seine Phasis. Offensichtlich ist ¢,
ein linker charakteristischer Punkt des Raums S gerade dann, wenn
er ein linker charakteristischer Punkt des Raums S, ist. Nach B. ist es
gerade dann, wenn eine solche ganze Zahl k existiert, dafl

% (ty) = oy(a) + ka,

=0

d. h.
a(ty) = a(a) + kn

ist. Damit ist unser Satz bewiesen.

Definition 1,6: Es sei « eine linke und v eine rechte Randfunktion
eines allgemeinen Raums S. Die Basis (u, v) heilt die linke und die
Basis (v, u) die rechte Randbasis. Die Phasen, die zu (u, v) gehéren,
heiBen die linken Randphasen. Die Phasen, die zu (v, u) gehoren, heiflen
die rechten Randphasen.
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Definition 1,6-a: Es sei u eine Randfunktion eines speziellen Raums 8.
Es sei ferner v € S eine auf » unabhingige Funktion. Die Basis (u, v)
heit die Randbasis und die zu ihr gehérigen Phasen heiBlen die Rand-
phasen des Raums S.

Satz 1,7: Es sei «(t) eine linke (rechte) Randphase eines allgemeinen
Raums S. Dann ist

x(a) = krn, a(b) = —;—t— + man [a(a) = % + ma, a(b) = Icn],

wobei k, m ganze Zahlen sind. Und umgekehrt.
u(t)

Beweis: I. Es sei (u, v) eine linke Randphase. Dann ist lim

t—sa+ ’U(t)
= lim o6 = (. Daraus lim b _ . Aus S. 1,3 folgt also unsere
t—b— U(t) 1o V(t)
Behauptung.
I1. Es sei o die Phase der Basis (u, v) und dabei gelte a(a) = kz,
a(d) = — + mzn. Dann ist lim ﬂ = 0 = lim v_(t_)_ Deshalb ist »
t~a+ V() t-p— U(t)

die llnke und v die rechte Randfunktion und « ist die linke Randphase.

Satz 1,8: Der Satz 1,1 tritt nicht auBler Kraft, wenn wir ¢, = a
(t3 = b) setzen. Dabei miissen wir aber alle linken (rechten) charakteris-
tischen Punkte als miteinander konjugiert betrachten.

Der Beweis kann auf dhnliche Weise wie der des Satzes 1,1 verlaufen.
Anstatt der Funktion » aus diesem Beweis miissen wir eine linke Rand-
funktion u wihlen, fiirr die u(f,) = 1 ist.

Satz 1,9: Jeder Raum mit abgeschlossenen Phasen, der zu einer
endlichen Klasse (D. 4,3,2) gehort, ist auch ein Raum vom endlichen
Typus (D. 3,2,1).

Beweis: Es sei S ein Raum einer endlichen Klasse. Setzen wir voraus,
daB er z. B. vom Typus —oo ist. Dann existiert eine Funktion € S,
die nach links oszilliert (D.4,2,1). Folglich existiert eine unendliche
Punktfolge £, > t, > ... s0, daB ¢; die Nullstellen der Funktion u sind,
lim ¢; = a ist und auf dem Intervall (a,,) keine weiteren mit ¢; konjugier-
+—>0
ten Punkte existieren. Wahlen wir eine beliebige an u unabhingige
Funktion v und konstruieren wir irgendeine Phase der Basis (u,- v).

u(t;)
o(t;)

Fiir jedes 1 ist

Zahl k, so, daB
R.1,16 alt) =k, . x

= 0 und deshalb existiert nach S. 3,2,4 eine ganze
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ist. Da die Funktion & im Punkt a von rechts stetig ist, existiert eine
rechte Umgebung O des Punktes a so, daB fiir t€ O

ala) —1 < aft) < a(a) + 1

ist. In Hinsicht auf R. 1,16 und darauf, daBl lim ¢, = e ist, mu} ein
T=poD
solches i, existieren, daf fiir ¢ > 4, ist:

R. 1,17 a(t;) = a(a).

Daraus folgt, daf} fiir jedes ¢ > ¢, ein solcher Punkt §; € (¢4, , t;) existiert,
daB &; ein Extrempunkt ist, und &; nicht mit ¢; konjugiert ist. Es ist

offenbar }im &, = a. Da S einer endlichen Klasse ist, muB eine unendliche
t=>0

Punktfolge ¢,, ¢,, ... so existieren, daB {&; }2 , miteinander konjugiert
gind. Deshalb mufl nach D. 3,1,6 eine Funktion y € S existieren, fiir
die y(&;,) = O fiir jedes natiirliches n ist, d. h. y oszilliert nach links.
Da &;, und ¢, nicht konjugiert sind, sind nach S.3,1,4 ¥ und % unab-
hangig. Das ist aber ein Widerspruch mit S. 4,2,1.

Auch die Voraussetzung, daBl S vom Typus + oo oder 4 oo ist, fithrt
zum dhnlichen Widerspruch. Damit ist unser Satz bewiesen.

§2: DIE VOLLSTANDIGEN TRANSFORMATIONEN

Satz 2,1-a: Es sei T(z, z) eine vollstindige Transformation (D. 4,3,1)
des Raums S, auf S, mit einer wachsenden Amplitude = (D. 3.4,1).
Es sei ¢, € i,. Der Punkt x(f,) ist genau dann ein linker (rechter) charak-
teristischer Punkt, wenn £, ein linker (rechter) charakteristischer Punkt
ist.

Beweis: Es sei (u,, v;) irgendeine Basis des Raums §,. Nach 8. 3,4,1
ist [u, = T(u,), vy = T(v,)] eine Basis des Raums S,. Bezeichnen wir
mit «, resp. a, die Phasen der Basen (,, v,) resp. (4,, v,). Zufolge S. 4,3,2
existiert eine ganze Zahl k so, dafl

R.2,1 oy(t) = ony[z(t)] + kn

fiir jedes te€ (ay, b,) ist. Da T eine vollstindige Transformation mit
einer wachsenden Amplitude z ist, gilt:

R.2,2 lim z(t) = a,,  lim a(f) = b,.
t—>aqg+ t—by—

Aus der Definition D.1,1 folgt:
R.23 oa(ag) = ay(a,) + km, oa(by) = oty(by) + k.
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Nach 8. 1,6 ist der Punkt ¢, ein linker charakteristischer Punkt genau
dann, wenn eine solche ganze Zahl m existiert, daf3

R.2,4 a(ty) = og(a) + ma
ist. Aus R. 2,1, R. 2,3 und R. 2,4 bekommen wir
R.2,5 o [x(t)] = oy(ay) + ma.

Nach S. 1,6 ist z(t,) ein linker charakteristischer Punkt.

Auf dhnliche Weise verlduft der Beweis auch, wenn #, ein rechter
charakteristischer Punkt ist.

Fiir die Transformationen mit fallenden Amplituden kénnen wir
dhnlicherweise den folgenden Satz beweisen:

Satz 2,1-b: Es sei T(z, z) eine vollstandige Transformation des Raums
S, auf S, mit einer fallenden Amplitude z. Es sei ¢, € i,. Der Punkt z(t,)
ist genau dann ein linker (rechter) charakteristischer Punkt des
Intervalls ¢,, wenn ¢, ein rechter (linker) charakteristischer Punkt des
Intervalls 4, ist.

Satz 2,2: Es sei S, auf S, vollstindig durch die Transformation
T(z, ) transformierbar. Dann sind S, und S, gleichzeitig entweder
allgemein oder speziell.

Beweis: Der Satz ist eine Folgerung der Sétze S. 2,1 und S. 1,5-a.

Satz 2,3: Es sei S, auf S, durch die Transformation T(z, x) vollstindig
transformierbar. Es sei 8, vom Typus & (¥ natiirlich, 400, —o0, 4-00)
[D. 3,2,1].

Wenn k natiirlich oder 4-co ist, so ist auch S, vom Typus k.

Wenn k = 400 und z wachsend (fallend) ist, so ist S, vom Typus
+ 00 (—00).

Wenn k = —oo und x wachsend (fallend) ist, so ist S, vom Typus
—o0 (4 00).

Beweis: Wenn k natiirlich ist, so existiert mindestens eine Funktion
Y, €S,, die gerade k Nullstellen ¢,, ¢,, ..., £, hat. Nach S. 3,4,5 sind
die Punkte xz(t,), x(3), ..., «(f;) die Nullstellen der Funktion T(y,).
Deshalb ist S, vom Typus m = k. Wire m > k, so miite eine Funktion
Yz € S mit m Nullstellen x,, z,, ..., z,, existieren. Nach S. 3,4,5 miilte
die Funktion T-(y,) (S. 3,4,7) die Nullstellen z-(z,), ...,  (z,,) haben,
was aber unmdéglich ist, da T-1(y,) héchstens & Nullstellen haben kann.
Daher: m = k.

In anderen Fillen verlduft der Beweis dhnlicherweise.

Bemerkung 2,1: Nach S.2,2 miissen zwei aufeinander vollstindig
transformierbare Réume gleichzeitig allgemein oder speziell sein. Nach
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S.4;3,4 miissen sie zu derselben Klasse gehoren (D.4,3,2). Und nach
S. 2,3 miissen sie im gewissen Sinn desselben Typus sein.

Satz 2,4: Es existiere eine vollstindige Transformation T(z, x) des
Raums S, auf S, mit der wachsenden (fallenden) Amplitude z. Es
sei (u;, v;) eine linke Randbasis. Die Basis [T(u,), T(v,)] ist eine linke
(rechte) Randbasis.

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus S. 2,1 und S. 3,4,5.

Satz 2,6: Es seien (u,, v;) und (u,, v;) beliebige Basen der Ridume
S; und S,. Dann existiert hochstens eine vollstindige Transformation
T(2, z) des Raums S, auf S,, fiir die T(u,) = u,, T(v;) = v, und z(¢)
wachsend ist, und hichstens eine Transformation 'T'(E, z), fiir die 'T'(ul) =
= uy, T(v;) = v,, z fallend ist.

Beweis: I. Im Verlauf dieses Beweises werden wir folgende Termmo
logie und Bezelchnungen beniitzen:

Wenn ¢, € 1, ist, so bezeichnen wir mit {t,}:__, alle mit ¢, konjugierten
Punkte, und zwar so, daB3

<ty <t <t <

ist. Dabei kann 7 oder s Null, eine natiirliche Zahl oder + 0o sein. Wenn r
sowie auch s endlich sind, so werden wir sagen, daB ¢, von einem endlichen
Typus ist. Wenn r = 400 (s = +o0) ist, so werden wir sagen, daB £,
vom Typus —oo (+oo0) ist. Die Punktfolge {¢;}i._, werden wir die
Begleitpunktfolge des Punktes £, nennen.

II. Nach S.4,2,1 sind alle Punkte vom Typus —oo (wenn sie exis-
tieren) miteinander konjugiert. Dasselbe gilt auch fiir die Punkte,
die vom Typus + o0 sind. Folglich kénnen die Punkte vom Typus + oo
(—o0) héchstens die Punkte b(az) als Hiufungspunkte haben. Daraus
folgt, daB zu jedem Punkt £, eine solche Umgebung O existiert,
daB alle Punkte ¢ # ¢, aus O vom endlichen Typus sind.

II1. Setzen wir voraus, daB T,(z;, ;) und Ty(z,;, z;) vollstdndige
Transformationen sind, fiir die gilt: Ty(u,) = To(u;) = u,, Ty(v,) =
= Ty(v,) = v,; #,, 2, sind wachsend.

1V. Es sei ¢, € 1, ein Punkt von einem endlichen Typus. Konstruieren
wir die Begleitpunktfolge {¢;}:__,. Es sei y, = c,u; + C4¥, eine Funktion,
deren Nullstellen gerade die Punkte ¢; sind. Bezeichnen wir weiter
¥ = U, + cov;. Nach S.3,4,2 ist Ty(y;) = Ty(yy) = y.. Aus S.34,5
und aus der Vollstindigkeit der Transformationen T, und T, folgt,
daB {w(t;)};._, (k =1,2) alle Nullstellen der Funktion y, sind. Da z
wachsend sind, ist

x(b,) < ... < @ty < ... < Zlt,).
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Folglich muB =,(t;) = x,(t;) fiir alle 4+ = —r, ..., & sein. Besonders:
R.2,5-a Z1(by) = 25(t).

Also in jedem Punkt ¢ € ¢y, der vom endlichen Typus ist, gilt R. 2,5-a.
V. Aus II, IV. und aus der Stetigkeit der Funktionen z, und z,
folgt, daB R. 2,5-a auch fiir die Punkte vom Typus —oo oder oo gilt.
Also z, = x,. Nach 8. 3,4,4 ist auch 2, = 2,. Folglich T, = T,.
Im Falle einer fallenden Amplitude verlduft der Beweis auf dhnliche
Weise.

Satz 2,6: Es seien S;, S, allgemeine Riume. Die Punkte z,€1,,
ty€i, sollen keine charakteristischen Punkte sein. Dann existiert
h6chstens eine wachsende und hochstens eine fallende Funktion «,
die die Amplitude irgendeiner vollstindigen Transformation des Raums
S; auf S, ist und fir die z(t,) = =, gilt.

Beweis: I. Setzen wir voraus, daB T,(z,, z;) und Ty(z,, z,) voll-
stindige Transformationen des Raums S, auf S, sind, fiir die z,(¢,) =
= xy(ty) = 2, gilt und =,, x, wachsend sind.

Wihlen wir irgendeine linke Randbasis (u,, v;) des Raums §,. Nach
S.2,4 sind [Ty(n,), Ty(v;)] und [Ty(u,), Ty(v,)] linke Randbasen des
Raums S;. Nach S. 1,4 kénnen wir setzen: ,

R.26  Ty(u) = us, Ty(wy) = 38y, Ty(v)) = vy, Ty(v;) = ca0s,

wobei ¢,, ¢, von Null verschiedene Konstanten sind. Nach 8. 34,6
gilt:

R.2,7-a Uy (o) Valto) — Ua(ty) v1(%o) = O

R.2,7-b (%) CaVa(to) — Crug(ty) vy(xy) = 0

Da z, und ¢, keine charakteristischen Punkte sind, sind u,(x,), v,(%,),
ug(ty), va(ty) von Null verschieden. Deshalb erhalten wir aus R. 2,7:

R.2,8 ¢ = ¢, (= o).

II. Setzen wir jetzt fiir jedes ¢ € iy:
R.2,9 zy(t) = x,(t), 24(t) = ¢ . z(?).
Dann ist

C . Ug(t) = c . 2y(8) uy[my(£)] = 24(t) uy[4(t)]
¢ . vy(t) = ¢ . () vy[2,(¢)] = 23(¢) vy[25(0)].

Nach 8.3,4,3 existiert eine vollstindige Transformation Ts(%s, %3) 80,
daB

R. 2,10-a Ts(%,) = ¢ . u,, Ty(vy) =c¢. vy
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mit einer wachsenden Amplitude ;. Nach R. 2,6 und R. 2,8 ist
R. 2,10-b Ty(u;) = ¢ . u,, Ty(vy) = ¢ . v,.

Nach R. 2,10, R.2,9 und S. 2,5 ist x; = z,. Damit ist unser Satz fiir
die wachsenden Amplituden bewiesen. Fiir die fallenden Amplituden
verlauft der Beweis dhnlich.

Satz 2,7: Es seien S, und S, spezielle Rdume und ¢,, ¢, €1y 2,, Ty € ¢,
keine charakteristischen Punkte. Ferner seien weder ¢, und £, noch z; und
Z, miteinander konjugiert. Dann existiert hochstens eine Funktion z(t),
die eine Amplitude irgendeiner vollstdndigen Transformation T(z, x)
des Raums S, auf S, ist, und fiir die z(¢;) = z; (# = 1, 2) gilt.

Beweis: Setzen wir voraus, da T(z, ) und T(z, z) vollstindige
Transformationen des Raums S; auf S, sind und daB

R.2,11 i) = alt) =,  (i=1,2)

gilt.

Setzen wir z. B. voraus, daBl z; < x,, ¢, < t, ist. Aus R. 2,11 folgt,
dal # und & wachsend sind. Da z; nicht miteinander konjugiert sind,
existiert eine Basis (u,, v,) €S, so, daB wu,(z;) = v,(x;) = 0 ist. Be-
zeichnen wir u, = T(u,), v, = T(v;). Nach 8. 3,4,56 existieren reelle
Zahlen c,, ¢y 80, daB T(u,) = ¢ uy, T(v;) = cyu ist. Wihlen wir irgendeine
Randfunktion y, € S;. Dann existieren reelle Zahlen k;, k; so, daf3
Y, = kyu, + koo, ist. Da x; keine charakteristischen Punkte sind, ist
ky # 0 £ ky. Nach S. 2,4 sind die Funktionen T(y;) = k4, + kv, und

T(y,) = kycyuy + kocyv, die Randfunktionen des Raums S,. Nach S. 1,3
sind sie also abhdngig und deshalb existiert eine reelle Konstante
¢ # 0 so, daB

ke, = cky, kocy = cksy.

Daraus (da k; 7% 0 # k,):

€ = € == Cy.

Weiter kénnen wir wie im Beweis des Satzes 2,6 — Teil II. fortfahren.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daB unter bestimmten
weiteren Bedingungen genau eine Funktion z(t) existiert, die die Eigen-
schaften aus den Sitzen 2,6 oder 2,7 hat.
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