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DIE VOLLSTANDIGEN EUMMERSCHEN
TRANSFORMATIONEN ZWEIDIMENSIONALER
RAUME VON STETIGEN FUNKTIONEN

Kvétomil Stace (OSTRAVA)

Eingegangen am 13. Mérz 1967

EINLEITUNG

0. Boravka hat in seinen Arbeiten (1)—(5) die sogenannten Kummer-
schen Transformationen zweier Differentialgleichungen 2. Ordnung be-
trachtet. Einen sehr wichtigen Teil dieser Arbeiten bildet das Studium
der vollsténdigen Transformationen. Die vollstdndigen Transformationen
sind diejenigen Transformationen, die ganze Losungen einer Differential-
gleichung in ganze Lésungen einer anderen Differentialgleichung trans-
formieren.

Auf Veranlassung von O. Boravka habe ich, in meiner Arbeit [6] die
Frage studiert, inwieweit sich die Eigenschaften der Kummerschen
Transformationen von Losungen zweier Differentialgleichungen auf zwei
beliebige zweidimensionalen Funktionsrdume iibertragen lassen.

In der vorliegenden Arbeit werde ich, dieses Studium fortsetzen. Ich
will die Frage beantworten, welche Eigenschaften die zwei Funktions-
rdume haben miissen, um vollstindig aufeinander transformierbar zu
sein. Das Hauptergebnis ist im Satz 4,6 enthalten. Es zeigt sich, daB
die Existenz der Transformation von der Zerlegung der Extrempunkte
in beiden Funktionsrdume abhingt und nicht davon, ob die Funktionen
der Riume differenzierbar sind.

Da alle diese Fragen sehr eng mit den allgemeinen Eigenschaften der
Kummerschen Transformationen, die in der Arbeit [6] erortet worden
sind, zusammenhéngen, werden wir oft auf diese Arbeit verweisen. Diese
Hinweise werden wir mit der Vorzahl 6 bezeichnen. Z. B. S. 6,2,5 be-
deutet den Satz 2,5 aus dieser Arbeit.

Ich mochte mich bei S. Travni¢ek und J. Voraéek von der Palacky-
Universitidt in Olomouc fiir ihre wertvollen Ratschlage beziiglich dieser
Arbeit und bei E. Spitz von der Bergakademie in Ostrava fiir die sorg-
faltige Sprachenkorrektur herzlichst bedanken.
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§1 DIE PHASEN DES RAUMS

Vereinbarung 1,1: Wir werden die folgende Bezeichnung beniitzen:
S, 8,, 8, sind lineare zweidimensionale Rdume von stetigen Funktionen,
die an den Intervallen i = (a; b); i; = (a,; by); 1, = (@,; b,) definiert
sind (D. 6,1,2). (Dabei sind a, a,, a, reelle Zahlen oder — oo; b, b, b,
reele Zahlen oder 4 00.) Wir werden immer voraussetzen, daf sie re-
gulir und von einem bestimmten Typus sind. (D. 6,1,4; D. 6,1,5;
D. 6,2,1).

Vereinbarung 1,2: Die Funktion y = 0 wollen wir aus unseren Er-
wigungen immer aubschlieBen.

Definition 1,1: Wir sagen, daB die Funktione «(t) eine Phase des
Raums § ist, wenn eine solche Basis (u; v) des Raums § existiert, daf3
o(t) eine Phase der Basis (u; v) ist. (D. 6,2,5).

Satz 1,1: Es seien «, und «, Phasen des Raums 8, die im Punkt ¢,
€ (a; b) gleichzeitig von rechts fallend (wachsend) sind [D. 6,2.4].
Dann sind sie im Punkt ¢, von links entweder beide fallend, oder beide
wachsend.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 6,3,1.

Satz 1,2: Es sei « irgendeine Phase des Raums 8. Die Punkte ¢, €1,
t;ei sind gerade dann miteinander konjugiert [D. 6,1,6], wenn eine
ganze Zahl k so existiert, dafl

R. 1,1 a(ty) = a(ty) + k=
ist.

Beweis: Es sei (u; v) irgendeine Basis des Raums 8, deren Phase die
Phase « ist. Bezeichnen wir A(t) = :—Eg— fiir alle ¢, fiir die v(¢) # O ist.

Nach S. 6,2,4 gilt im ganzen Definitionsbereich der Funktion % die
Gleichheit
R. 1,2 h(t) = tg alt).

Wenn A(t) in irgendwelchem Punkt £, nicht definiert ist, ist

R. 13 alty) = g— + mm

wobei m eine ganze Zahl ist.

I. Es seien ¢,, ¢, miteinander konjugiert. Dann existiert eine Funktion
Y = ¢4 + ¢4v, die in den Punkten #, und ¢, die Nullstellen hat. Nach
S. 6,2,1 ist also entweder A(t;) = A(t,), oder die Funktion A(¢) ist gleich-
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zeitig in den Punkten ¢, und ¢, nicht definiert. Nach R. 1,2 oder R. 1,3
ist also R. 1,1 erfiillt.

II. Es sei R. 1,1 erfiillt.

a) Es sei alty) # % + max (m ganz). Dann ist h(t,) = tg alty) =
= tg [a(t,) + kn] = tg a(t,) = h(t,). Wahlen wir reelle zahlen ¢, und c,
so, daf} A(ty) = — Z—j und konstruieren wir die Funktion y = c;u + ¢,v.
Nach 8. 6,2,1 ist y(t,) = y(t;) = 0. Folglich #, und ¢, sind konjugiert.

b) Wenn «(t,) = % + ma ist, so ist nach R. 1,1 auch, «(t,) = % +

4+ (m — k) w und deshalb ist v(t,) = v(t,) = 0. Folglich, ¢, und ¢, sind
konjugiert.

Satz 1,3: Es sei o irgendeine Phase des Raums 8. Die Punkte ¢,
und ¢, seien zwei benachbarte miteinander konjugierte Punkte. Dann ist

R. 14 a(ty) = alty) + em,

wobei ¢ = 0 oder ¢ = 1 oder ¢ = —1 ist.
Beweis: Zufolge S. 6,2,4 ist « eine stetige Funktion. Unser Satz ist
also eine unmittelbare Folgerung des vorigen Satzes.

Satz 1,4: Es seien ¢, und ¢, benachbarte konjugierte Punkte. Ferner
seien «; und o, zwei beliebige Phasen des Raums §, die im Punkt ¢, von
links (rechts) entweder gleichzeitig wachsend oder gleichzeitig fallend
sind. Dann ist « () = «,(t;) + ex (¢ = 1,2), wobei die Zahl ¢ fiir beide
Phasen dieselbe ist und es ist entweder ¢ = 0 oder ¢ = +1.

Beweis: Setzen wir z. B. voraus, dal ¢, < £, ist und daf die Phasen o
im Punkt ¢ von rechts wachsend sind. Nach S. 1,3 ist «,(f,) = o,(;) +
+ &7, wobei ¢; entweder O oder + 1 sind. Da «; im Punkt #; von rechts
wachsend sind, existiert eine rechte Umgebung O des Punktes ¢;, so
daB «,(t) > «,t,) fir ¢t O ist. Da ¢, und f, benachbarte konjugierte
Punkte sind, kann also nicht &; = —1 sein.

Esseiz. B.g = 0, g, = 1. Dann ist a,(t;) = o(¢;). Da die Funktion e,
im Punkt ¢, von rechts wachsend ist, muBl sie auf dem Intervall (¢;; t,)
ein absolutes Maximum M # «f(t;) haben. Bezeichnen wir n; < 7, <
< ... < n; alle Punkte des Intervalls (¢;; ¢,), in denen a,(t) = M ist.
Die Punkte #(l=1,2, ..., k) sind also miteinander konjugiert, sie
sind alle Extrempunkte und es existieren im Intervall (¢,; ¢,) keine wei-
teren mit 5, konjugierten Punkte. Nach D. 6,2,1 und 6,2,2 ist k < oo.

Nach S. 6,3,1 hat die Funktion «, in den Punkten 7, auch Extrem-
werte. Es kénnen dabei folgenle Moglichkeiten eintreten:
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In allen Punkten 7, hat die Funktion «, ein Maximum.

In allen Punkten 7, hat die Funktion o, ein Minimum.

Es existiert ein Index ¢ so, dafl die Funktion «, in einem aus den
Punkten #; und #;;; ein Maximum und in dem anderen ein Mini-
mum besitzt.

@ o~

Wir werden jetzt zeigen, daB alle diese Moglichkeiten zum Wider-
spruch fiihren.

Im Fall 1. hat die Funktion «, im Punkt %, ein Maximum. Dann
existiert ein Punkt & > 7, so, daf}

aa(&) < an(n;) < aalty)

ist. Daraus folgt, dal auf dem Intervall (&; t,) ein Punkt &, so existieren
muB, daB oy(&y) = oy(7;) ist. Das ist aber unmoglich, da auf dem
Intervall (n;; &) o (&; &) kein mit %, konjugierter Punkt existiert.

Im Fall 2. bekommen wir auf 4hnliche Weise das Resultat, daB auf dem
Intervall (¢,; #,) ein mit 5, konjugierter Punkt existieren miiBte.

Im Fall 3. bekommen wir einen Widerspruch in der Behauptung,
daB im Intervall (n;; 1.,,) ein mit 7, konjugierter Punkt existiere.

Auf dhnliche Weise bekommen wir einen Widerspruch auch im Fall
g=1¢6=0

Also es ist entweder g, = ¢, = 0 oder ¢, = ¢, = 1. In anderen Fillen
verldguft der Beweis auf dhnliche Weise.

Satz 1,5: Es seien o, und o, Phasen des Raums 8 und ¢, , £, miteinander
konjugierte Punkte des Intervalls i. Es seien «, und o, im Punkt ¢,
gleichzeitig von rechts fallend (wachsend). Dann sind sie im Punkt ,
von links entweder beide fallend oder beide wachsend und es gilt:
oy(ty) — agty) = o (tg) — oxalty).

Beweis: 1. Es seien f, und ¢, zwei benachbarte miteinander konju-
gierte Punkte, ¢, < t,. Nach S. 1,4 existiert die Zahl ¢ so, daB

R. 14 o;(t) = a(ty) + en(i = 1, 2).

Wenn «; im Punkt ¢, von rechts wachsend sind, so ist entweder ¢ = 0
und die Funktionen «; sind im Punkt ¢, von links fallend, oder es ist
ie = 1 und die Funktionen o sind im Punkt ¢; von links wachsend. Wenn
o, im Punkt #, von rechts fallend sind, so ist entweder ¢ = 0 und die
Funktionen «; sind im Punkt £, von links wachsend, oder es ist ¢ = —1
aund die Funktionen «; sind im Punkt ¢, von links fallend.

Durch subtrahleren ‘der Gleichungen R. 1,4 bekommen wir

“1(‘2) - “2("’2) = a,(t;) — oy(ty).

II. Wenn tl und ts' ‘nicht benachbarte konjugierte Punkte sind, kon-
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struieren wir alle mit ¢, konjugierte Punkte t,, die zwischen ¢, und ¢,

liegen. Nach I. gilt unsere Behauptung im Punkt 7,, nach S.1,1 und

I. gilt sie auch im Punkt 7,, u. s. w. bis wir zum Punkt ¢, kommen.
Damit ist der Beweis unseres Satzes zur Ende gefiihrt.

Satz 1,6: Es sei a eine Phase des Raums §, die im Punkt ¢, €i von
rechts fallend (wachsend) ist. Es sei¢, > ¢,,¢, € is0, dafl auf dem Intervall
(t1; t,) keine mit £, und ¢, konjugierte Punkte sind. Es seien ¢, und ¢,
nicht miteinander konjugiert. Dann ist die Funktion « im Punkt ¢, von
links fallend (wachsend).

Beweis: Es sei a im ¢, von rechts fallend. Nach den Voraussetzungen
des Satzes ist a(t;) > a(t) fir jedes ¢ € (#;; t,>. Setzen wir voraus, dafl o
im t, von links wachsend ist. Dann existiert ein Punkt t; < ¢, so, daf}
afts) < alty) < af(ty) ist. Also es existiert ein Punkt ¢, € (¢;; ¢;) so, daB

a(ty) = aft,) ist. Das ist aber unmoglich, da auf dem Intervall (t;; t,)
kein mit ¢, konjugierter Punkt existiert. Deshalb ist o« im ¢, von links
fallend.

Wenn « im ¢, von rechts wachsend ist, ist der Beweis auf dhnliche
Weise erbracht.

Satz 1,7: Es seien o, und «, Phasen des Raums 8 und es existiere ein
Punkt ¢, so, dal «; und «, gleichzeitig im Punkt ¢, von rechts oder von
links fallend (wachsend) sind. Dann sind sie in jedem Punkt ¢ e (a; b)
von links gleichzeitig entweder wachsend oder fallend. Der Satz tritt
nicht auBer Kraft, wenn wir in der Behauptung dle Worte von links
durch die Worte von rezhts ersetzen. ‘

Beweis: Es seien z. B. a;, und «, im Punkt ¢, von rechts wachsend.

I. Es sei ¢, € (a; b), t, < t,, t, mit ¢, nicht konjugiert und es existiere
auf dem Intervall (¢,; #,) kein mit ¢, oder ¢, konjugierter Punkt. Nach
S. 1,6 sind «; und «, im Punkt ¢, von links wachsend. Nach S. 1,1 sind «,

und o, im Punkt ¢, gleichzeitig von rechts wachsend oder fallend.

II. Es sei ¢, mit ¢, konjugiert. Dann ist die Behauptung unseres Satzes
eine Folgerung von S. 1,5.

ITI. Es sei ¢, ein beheblger mit ¢ nicht konjugierter Punkt des Inter-
valls (t;; b). Bezeichnen wir ¢, = t,; < t;, < ... < t;; < t, alle mit ¢,
konjugierten Punkte und ¢, < t,, < ... < ¢y, = {, alle mit ¢, konju-
gierten Punkte, die im Intervall (t;; t,> liegen. Dann existieren die
Indexe k&, und mys0,daBl < kg S k,1 < m, < m, by, < bom, i8t, und daB
auf dem Intervall (ty;; tym,) keine mit ¢, und ¢, konjugierten Punkte
existieren. Dann gilt die Behauptung unseres Satzes im Punkt #;, nach
IT., im Punkt ¢y, nach I. und im Punkt ¢, wieder nach II.

Auf ahnliche Weise konnen wir den Beweis fiir den Fall £, < t1 fithren.
Damit ist der Beweis bzendet.
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Bemerkung 1,1: Nach dem gerade bewiesenen Satz kénnen wir alle
Phasen des Raums § in zwei Klassen einteilen. In die erste Klasse kon-
nen wir diejenigen Phasen einreihen, die im beliebig gewédhlten Punkt ¢,
von links wachsend sind, und in die zweite Klasse diejenigen, die in
demselben Punkt ¢, von links fallend sind.

Definition 1,2: Wir sagen, dafl die Phasen «, und «, des Raums
§ iibereinstimmend sind, wenn sie zu derselben Klasse (siche Bemer-
kung 1,1) gehoren. Anderseits sagen wir, daf} sie entgegengesetzt sind.

Satz 1,8: Es seien «, und «, iibereinstimmende Phasen des Raums §
und ¢, €1 so, daB «,(f;) = a,(f;) ist. Dann ist fiir jedes ¢ ei: ay(t) —
— < oy(t) < an(t) + 7.

Beweis: Wir werden z. B. die Ungleichheit «,(t) < ay(t) + 7 be-
weisen. Wir werden voraussetzen, daf diese Ungleichheit fiir irgendeines
t € (a; b) falsch ist. Dann muB ein solches ¢, € i existieren, dal} o,(t,) =
ay(ty) + mist. Aus S. 1,5 folgt, daB ¢, und ¢, miteinander nicht konjugiert

sind. Es sei z. B. t; <t,. Bezeichnen wir ¢{;, =& < & < ... < &
alle mit #, konjugierten Punkte, die auf dem Intervall (¢,; t,> liegen.
Ebenso bezeichnen wir 9, < ... < 9, < 5, = ¢, alle mit ¢, konjugierten
und im Intervall {¢;; ¢,) liegenden Punkte. Aus S. 1,5 folgt:

R. 15 (&) = an(§) fir c = 1,2, ..., k,

R. 1,6 a(n;) = op(m;) +mfir j=1,2, ..., 1L

Folglich existieren solche Indexen 7(1 <7 < k) und s (1 < s £ 1),
daB £, < 7, ist und daB auf dem Intervall (£,; 7,) kein mit &, und 7,
konjugierter Punkt ist. Es sei z. B. «; im Punkt &, von rechts wachsend.
Dann sind auch «, und «; + 7 im Punkt &, von rechts wachsend. Da
auf dem Intervall (£,; 7,> kein mit & konjugierter Punkt ist, muB

R. 1’7 “1(57) < “1("73) < “1(57) + T
und :
R. 1,8 a(é,) < ap(n,)

sein. Aus R. 1,8, R. 1,5 und R. 1,6 bekommen wir

“1(51') < “1(773) - 7,
d. h.

(&) + < oy(n,),

was im Widerspruch zu R. 1,7 steht. Auf dhnliche Weise bekommen wir
den Widerspruch auch in anderen moglichen Fillen.

Aus diesem Satz und aus der Stetigkeit der Funktionen «; und a,
folgt unmittelbar der néchste:
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Satz 1,9: Es seien o; und «, iibereinstimmende Phasen des Raums 8.
Dann existiert eine ganze Zahl k so, daB

a(t) + (b — 1) @ < oq(t) < o(t) + (kK + 1) 7
fiir jedes ¢ €1 ist.

Satz 1,10: Es sei o die Phase der Basis (4, v) und «, die Phage der
Basis (u,;, v;). Es sei u; = ¢y;% + €150, ¥; = Cp% + Coov. Die Phasen a
und «, sind iibereinstimmend oder entgegensetzt je nachdem, ob die

‘11

Determinante D = positiv oder negativ ist.

Car- 022
Beweis: Wahlen wir irgendeinen Punkt ¢, so, daB v(t,) # 0, v,(t,) # O
setzen wir z. B. voraus, daB «(t) im Punkt ¢, von rechts wachsend ist.
Dann existiert eine rechte Umgebung O des Punktes f, so, daB fiir
t e O gilt:
v(t) # 0, v(t) # O, o(t) > alty).

Folglich gilt fiir t € O:

) _ ity

v(t) . v(ty) > O, v4(t) . v1() > O, o) ATk
also )
u(t) . v(ty) — v(t) . u(ty) > 0.
Weiter ist:
u1(t) LA — uy(8) - v1(8g) — us(tg) - v4(0) _
”1(t) ;(to) (%) - v1(t)
— (C11Cen — C19Ca1) [(t) - V(tg) — ulto) - v(t)] _
v1(8) - v1(E)
-D u(f) . v(tg) — u(ly) - v(?) .
’ 0,(t) - v1(to)
Da
u(t) . v(ty) — ulty) . v(¢)
0
v1(t) - v4(to) >
ist, ist — () wally) positiv oder negativ je nachdem, ob die Determi-
vy(t) (k)
nante D positiv oder negativ ist. Daraus folgt, dafl lit; und deshalb
(¢

auch o,(f) im Punkt ¢, von rechts wachsend oder fallend ist, je nachdem
ob die Determinante D positiv oder negativ ist. Nach 8. 1 7 ist unser
Satz bewiesen.
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§2 BESTIMMTE UND UNBESTIMMTE PHASEN

Definition 2,1: Wir sagen, dal die im Intervall (a; b) definierte Funk-
tion f(£) nach links (rechts) oszilliert, wenn sie unendlich viele Nullstellen
hat, deren Hiufungspunkt der Punkt a(b) ist.

Satz 2,1: Es sei «(t) irgendeine Phase des Raums S und es existiere
ein endlicher Grenzwert lim «(¢). Es seien %; und v, zwei Funktionen,

t—>a+
des Raums S, die nach links oszillieren. Dann sind %, und », abhéngig.
Ahnliches gilt auch fiir lim a().

t—b—
Beweis: Bezeichnen wir lim «(f) = L. Es sei (u; v) eine solche Basis

t—>a+
des Raums 8, daB «(t) die Phase dieser Basis ist. Setzen wir voraus, daf§
u, und v, unabhingig sind und nach links oszillieren. Wir kénnen also
die fallenden Punktfolgen {£,}>.; und {7, }_, so wihlen, daB u,(£,) =
=0 =v,(,), %(n,) # 0 # v(&,) und lim §, = a = lim ¢,, fir alle

n— o m-» oo
natiirliche Zahlen n, m ist.
Da u,, v; unabhingig sind, existieren s'olche Zahlen cy;, ¢35, Cy1, Cag,
daB u = Oty + a1, U= Gyl + Cypy Tt Da auch % und » unab-
hingig sind, ist die Determinante

i1 Ci2
# 05
Co1 Co2
also
R.2,1 €11Ca2 — C19C9y 7 0.

Konstruieren wir jetzt die Charakteristik & der Basis (u; v)
u(t) _ 11ty (8) + €104 (8)
(f) Corty(8) + Coay(t)
fiir alle ¢, fiir die v(t) # O ist.
a) Es sei zuerst ¢y # 0 # ¢,,. Bezeichnen wir % =k, e LI k,.

21 Cop
Wegen R. 2,1 ist k, # k, und es gilt fiir natiirliche n, m:

_ Cnt(£n) + crava(€) — C1591(£,) —
h(éw) = cqny(§,) 4 caav1 (&) Caa01(&,) ks
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Aus der Definition der Funktion «(¢) [D. 6,2,5 und S. 6,2,4] folgt:

R.2.2-a tg a(&,) = ks,
R.2.2-b tg a(n,) = k.

Daraus erhalten wir, daBl zu jedem Punkt &, eine ganze Zahl r, so
existiert, daf3

R.23 o(&,) = arctg ky + 7,7

ist. Die unendliche Folge {r,}~ ; muf} aber mindestens einen Haufungs-
punkt » haben. Ware r = oo oder r = — 00, so wiirden wir aus R. 2,3
erhalten, dafl die Funktion « in der Umgebung des Punktes a unbe-
schriankt ware, was aber im Widerspruch mit der Voraussetzung, daB
lim «(t) endlich ist, stinde.So mufl » endlich sein. Da aber r, ganze
t—>a+

Zahlen sind, bedeutet die vorige Behauptung, daB fiir unendlich viele
Indexe n r, = r sein mufl. Daraus geht hervor, daf in jeder Umgebung

des Punktes @ in unendlich vielen Punkten &, die Gleichheit

v a(&,) = arctg k, + ra
erfiillt ist. Folglich ist

L = arctg k, + rm.
Ahnlicherweise gilt auch

L = arctg k, + s7 (s ganz).

Das ist aber unmoglich, da k, # k, ist.

b) Wire ¢y = 0, ¢y # 0, so wiirde der Beweis auf dhnliche Weise,
wie im Fall a) durchlaufen, nur die Gleichheit R. 2,3 miiite man durch
[S. 6,2,4]

a(é,) = -275 + r,.m

ersetzen. Dasselbe gilt auch fiir den Fall ¢y # 0, ¢y, = 0. Der Fall
¢y, = 0 = ¢y, kann nicht wegen R. 2,1 eintreten.

Damit ist der ganze Beweis zu Ende gefiihrt.

Satz 2,2: Es sei «(t) irgendeine Phase des Raums S und es existiere

ein unendlicher Grenzwert lim «(¢f) = + oo oder lim «(f) = — c0. Dann
t—>a-+ t—-a-+
oszilliert jede Funktion y(t) € § nach hnks Eine dhnliche Behauptung

gilt auch fiir lim of(?).
t—~>b—

Beweis: Es sei z. B. lim «(t) = + oo. Wéhlen wir eine Basis (ﬁ; )
t—a+
des Raums § so, daf} «(¢) die Phase der Basis (u; v) ist. Wéahlen wir weiter



126

eine beliebige Funktion y(t) € 8. Dann existieren reele Zahlen ¢, und c,
so, daB y(¢) = cyu(t) + cv(t) ist. Es sei £e(a; b). Aus der Stetig-
keit der Funktion «(t) [S. 6,2,4] und der Voraussetzung lim «(f) = + oo

t—>a+

folgt, daB die Funktion «(t) im Intervall (a; £) einen beliebigen Wert
k > «(£) mindestens in einem Punkt annimmt.
a) Setzen wir zuerst voraus, daf} ¢, # 0 ist und wihlen wir eine ganze

Zahl m so, daB arctg (-— z—) + ma > o) ist. Dann ist auch fiir jedes
1

natiirliches n: arctg (—— %) + (m 4+ n) @ > «(£) und deshalb existiert

1
zu ihm ein solches ¢, € (a; &), daB

R.24 a(t,) = arctg (— ?—) 4+ (m 4+ n) =
1
ist. Aber das bedeutet:
c
tgalt,) = — >
1
Aus 8. 6,2,4, folgt:
u(t,)

tg a(t,) = ;;(T)- .

Daraus geht hervor:
R.2,5 cult,) + co(t,) = 0.

Diese Gleichheit sagt, dal ¢, eine Nullstelle der Funktion y ist. Nach
S. 6,2,1 und 6,2,4 folgt daraus, daB es im (a; &) unendlich viele Null-
stellen der Funktion «(t) gibt. Da S von einem bestimmten Typus ist,
muB der Héufungspunkt der Folge {¢,}7>; der Punkt a sein.

b) Auf dhnliche Weise wird der Beweis auch im Fall ¢, = 0 gefiihrt,

' nur anstatt R. 2,4 miissen wir «ft,) = ~21 + (m + n) w nehmen. Damit

ist der Beweis beendet.

Satz 2,3: Es sei «(t) irgendeine Phase des Raums § und es existiere kein

endlicher Grenzwert lim a(t). Dann existiert mindestens eine Basis (u; v)
t—a+
des Raums 8 so, dafl die Funktionen w und v nach links oszillieren.

Eine dhnliche Behauptung gilt auch fiir lim o(t).

t—>b—
Beweis:
a) Falls lim a(t) = 4 oo oder lim «(f) = — oo ist, folgt unser Satz
t—+a+ t->a+

aus S. 2,2
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b) Es existiere also kein (weder endlicher noch unendlicher) Grenzwert
lim «(t). Dann ist
t—>a+

R.2,6 ! = lim inf «(t) < lxm sup oft) = |
t—sa+

Folglich existieren die reellen Zahlen & und 7 so, daf} l <é<n<lkL
und 9 — & < s ist. Aus R. 2,6 und aus der Stetigkeit der Funktion «
folgt, daB die fallenden Punktfolgen {£,}7., und {#,.}_; existieren, fiir
die lim &, = lim %,, = aund «(£,) = &, a(y,,) = 7 fir ]edes natiirliche m

n—w m—-
und n ist. Aus S. 6,2,1 und S. 6,2,4 folgt, daB die Funktionen % und v
ex stieren, fir die u(,) = v»(%,,) = 0 ist. Da 5 — & < 7 ist, miissen
nach denselben Sitzen die Funktionen « und v unabhingig sein.

Satz 2,4: Es seien oy(¢) und ay(f) beliebige Phasen des Raums 8.

Dann sind die Grenzwerte lim a,(f) und lim a,() gleichzeitig entweder
t—a + t—a -

endlich, oder unendlich, oder existiert weder der eine noch der andere.
Eine dhnliche Behauptung gilt auch fiir lim o, (f) und hm oa(t).
t—+b— —b—
Beweis:

I. Fiir den Fall eines endlichen Grenzwertes ist der Satz eine Folgerung
des Satzes S. 2,1 und S. 2,3.

II. Es existiere ein unendlicher Grenzwert, z. B.lim o,(f) = 4 oo.
t—>a 4-
a) Es sel a,(t) eine mit a,(f) iibereinstimmende Phase. Dann existiert
nach S. 1,9 eine ganze Zahl k so, daB

() + (k—1) 7 < a(t) <my(8) + (k4 D
fiir jedes t €1 ist. Folglich ist
lim o, (t) + (k — 1) z < lim a,(t) < hm “1(” + (k + 1) 7,

t—a+ t—>a+

4+ 0 = limea, () £ + oo
t—>a+
also es ist
lim «,(t) = + oo.
t—ra+

b) Es sei ay(t) eine zu «,; entgegengesetzte Phase. Dann sind — ay(t)

und «,(t) iibereinstimmede Phasen. Nach a) ist lim ..atz(t) = 4 oo und
deshalb lim a,(f) = — oo. trat o :
t—>a+
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Definition 2,2: Wir sagen, dafl die Phase «(t) irgendeines Raums §
von links resp. rechts 1. abgeschlossen 2. offen 3. unbestimmt ist je

nachdem ob der Grenzwert lim «(¢) resp. lim «(t) 1. existiert und endlich
t—>a+ t—->b—

ist 2. existiert und unendlich ist 3. nicht existiert. In ersten zwei Fillen
sagen wir auch, dafl «(t) von links resp. rechts bestimmt ist.

. Definition 2,3: Wir sagen, daBl die Phase «(t) irgendeines Raums §
abgeschlossen, offen, bestimmt oder unbestimmt ist, wenn sie gleich-
zeitig von links und von rechts abgeschlossen, offen, bestimmt oder
unbestimmt ist.

Bemerkung 2,1: Nach S. 2,4 sind alle Phasen eines Raums § von links
(von rechts) gleichzeitig entweder abgeschlossen oder offen oder un-
bestimmt.

Definition 2,4: Wir sagen, dafl der Raum S ein Raum mit abge-
schlossen (offenen, umYbestimmten) Phasen ist, wenn jede Phase dieses
Raums abgeschlossen (offen, unbestimmt, bestimmt) ist. Dasselbe gilt
von links resp. von rechts.

Satz 2,5: Es sei 8 ein Raum mit von links (von rechts) unbestimmten
Phasen. Dann ist der Punkt a(b) ein Hiufungspunkt von Extrempunkten
des Intervalls (a; b).

Beweis: Es sei «(t) irgendeine Phase des Raums S. Da sie von links
unbestimmt ist, ist

! = lim inf «(t) < lim sup «(t) = L.
t—a+ . t—>a+

Whihlen wir irgendeine Zahl ¢ € (I; L). Da «(t) stetig ist, mul eine fallende

Folge {t,}  so existieren, dal lim ¢, = a und «(t,) = cfiir jedes natiir-
n—> 0

liche n ist. Fiir jedes natiirliche » ist also «(t,) = a(tn+1), t,41 < t, und

deshalb muB auf dem Intervall (¢,.; ¢,) mindestens ein Extrempunkt z,

sein und es ist lim 2, = a. Ahnlicherweise beweist man den Satz auch

n—00

fiir den Punkt b.

§3 VOLLSTANDIGE TRANSFORMATIONEN

Deﬁmtlon 3,1: Die Transformation T (z; z; ]1, J2) des Raums 8, auf §,
[D 6,4,1] heiBt vollstindig, wenn j, = i, und j, = i, ist. Die vollstandl-
gen Transformationen werden wir kurz T (2; ) bezeichnen.
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Satz 3,1: Jede vollstdndige Transformation ist optimal [D. 6,5,2].

Beweis: Der Satz ist eine Folgerung von D. 6,5,2.

Satz 3,2: Es seien (u,;v;) eine Basis des Raums 8, , (#,; v,) eine Basis des
Raums §, und «,, «, irgendwelche Phasen der Basen (u,, v,) und (u,, v,).
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
vollstindigen Transformation T(z; x), fir die T(u;) = u,, T(v,) = v,
gilt, ist: Es existiert eine ganze Zahl k und eine Funktion x(t) so, da

1. «(¢) monoton und stetig in i, ist
2. z(i,) =1,
3. oy(t) = oy[x(t)] + kx fur jedes ¢t ei,.

Beweis: I. Setzen wir voraus, daf eine solche Transformatlon
existiert. Dann ist nach S. 6,4,6 fiir jedes ¢t€1,

R.31 wy[2(1)] . vy(t) — uy(t) - vy[x(?)] = 0.

a) Es sei vy(t) # 0. Dann ist nach S.6,4,5 v,[(t)] #-0 und wir konnen
R. 3,1 folgenderweise umschreiben:

u[(t)] _ un(t)

nlz®)] o)’

tg oy[2(t)] = tg ay(t).

folglich

Es existiert also eine ganze Zahl k() so, daB
R. 3,2 o [z(t)] = ay(t) + k(t) . 7.

b) Es sei v,(t) = 0. Dann ist v;[z(t)] = 0 und deshalb existieren ganze
Zahlen n,(t) und n,(t) so, daBl ay[z(t)] = g + ny(t) . @, oy(t) = g +

+ ny(t) . m. Deswegen ist auch in diesem Fall R. 3,2 erfiillt. Aus R. 3,2
folgt, daB zu jedem ¢ € 1, eine ganze Zahl k(t) existiert, fiir die die Relation

k(t) = — {al[w ()] — ay(t)]}

gllt Da x(t), a;(x) und a,(t) stetig sind, ist auch Ic(t) stetig. Aber k(t) 1st;
eine ganze Zahl und deshalb muB & konstant sein.

II. Setzen wir jetzt voraus, daf die Funktion z(f) und die ganze
Zahl k, die die oben erwihnten Eigenschaften haben, existieren. Dann
gilt fiir jedes ¢ € iy ay(t) = ay[2(t)] 4+ kn. Nach S. 6,2,4 gilt fir jedes ¢,
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fiir das v,(t) # 0 # v,[w(t)] ist:

tg ap(t) = tg ou[z(t)],
R. 33 uy(t) . vi[2(t)] — u,[2(2)] . vy(t) = O.

Wenn v,(f) = 0 ist, so folgt aus der Stetigkeit der Funktion «,, daB

oy(t) = —Z- + mzm (m eine ganze Zahl) und deshalb auch o, [z(t)] = —Z— +

+ (k — m) 7 ist. Foglich ist v,[x(f)] = 0 und R 3,3 ist wieder erfiillt.
Ebenso im Fall »,[x(f)] = 0. Mit der Beniitzung des Satzes S. 6,4,6 ist
unser Satz bewiesen.

Satz 3,3: Es sei 8, auf S, durch eine vollstdndige Transformation
T(2; #) mit einer wachsenden (fallenden) Amplitude transformierbar.
Es sei 8; ein Raum mit von links

1. offenen 2. abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen.

Dann ist 8, ein Raum mit von links (von rechts)

1. offenen ,2. ‘abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen

und in den ersten zwei Fillen gilt:

lim o (%) = Hm oy(f) + kv [lim o (2) = lim ay(t) + ko)
T-ra,+ t>a+ T+ t—>by—

wobei k dieselbe ganze Zahl, wie im S. 3,2 ist. Eine &hnliche Behauptung
gilt auch, wenn 8, ein Raum mit von rechts
1. offenen 2. abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen ist.

Beweis: Es sei z. B. x(i) wachsend. Dann ist lim z(t) = a,. Wéhlen
t—a,

: 2+
wir irgendeine Basis (u,; v;) des Raums 8, und bezeichnen wir T(u,) =
= Uy, T(v;) = v,. Dann ist dem Satze 3,2 zufolge o, [x(t)] = an(t) + kn

fiir alle ¢ € i, und deshalb: wenn der Grenzwert lim «,(z) existiert und
- Ty 4+
- endlich (unendlich) ist, so ist: '

R.34 . Jim oy (z) = lim oy[2(¢)] = lim oy(¢) + k=,

a4+ t—>ag+4 t—ay

d. h. der Grenzwert lim a,(¢) existiert und endlich (unendlich) ist. Wenn
t>a,+
«(¢) fallend ist, so ist lim z(f) = a, und der Beweis verlduft auf dhnliche
s t—by—
Weise, wie im vorigen Fall.

Deflnition 3,2: Wir sagen, da8 der Raum § m-ter Klasse ist (m =
=0,1,2, ..., ), wenn genau m Extrempunkte, von denen keine zwei
miteinander konjugiert sind, existieren.
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Satz 3,4: Es seien 8, und 8, zwei Raume, die aufeinander durch eine
vollstindige Transformation T(z; z) transformierbar sind. Dann ge-
horen S, und S, zu derselben Klasse.

Beweis: Die Funktion 2(t) ist schlicht und nach S.6,4,9 sind ¢
und z(t) gleichzeitig extrem oder gewShnlich. Die Funktion z(t) vermittelt
also eine schlichte Abbildung der Menge aller Extrempunkte des Inter-
valls i, auf die Menge aller Extrempunkte des Intervalls i;. Dabei bilden
sich zwei miteinander konjugierte Punkte zufolge der Bemerkung 6,4,1
auf zwei miteinander konjugierte Punkte ab. Der Beweis ist zu Ende
gefiihrt.

§4 AHNLICHE RAUME

Definition 4,1: Es seien S, und 8, zwei Rédume, ferner sei M, die Menge
aller Extrempunkte und Grenzpunkte des Intervalls i; und M, die
Menge aller solchen Punkte des Intervalls i,. SchlieBlich seien a; und a,
irgendwelche Phasen der Riume 8, und 8,, die die folgenden Eigen-
schaften haben:

1. Wenn ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim a,(t) existiert

tay+

und gleich L, ist, so existiert auch lim o, () [lim e, (#)] und ist gleich L,
T—>a,+ T—hy—

und umgekehrt. ' ' :

2. Wenn ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim a,(t) existiert
Z—>by—
und gleich L, ist, so existiert auch lim a,(z) [lim «,(x)] und ist gleich L,
L-+by— Tra,+
und umgekehrt. '
3. Es existiert eine wachsende [fallende] Funktion ¢, die M, auf M,
abbildet und fiir die

as(t) = oy[@(t)]

fir jedes t e My, ¢ # a,, t # b, gilt.
Dann sagen wir, dal «;, und «, gerade [ungerade] kongruent sind.

Definition 4,2: Wir sagen, daB die Phasen «, und «, fast gerade
(ungerade) kongruent sind, wenn eine ganze Zahl k so existiert, daB o,
und o, + kz gerade (ungerade) kongruent sind.

Definition 4,3: Wir sagen, daB die Rdume 8, und 8, gerade (ungerade)
dhnlich sind, wenn gerade (ungerade) kongruente Phasen o, und oy
der Rdume §; und 8, existieren.

Satz 4,1: Es soll eine vollstindige Transformation T(z; «) des Raums 8,
auf 8, existieren. Es sei (u,; v,) irgendeine Basis des Raums 8, und o,
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eine Phase dieser Basis. Ferner sei u, = T(%;), v, = T(v;) und «, eine
Phase der Basis (uy; ;). Dann sind o, und o, fast gerade oder ungerade
kongruent, je nachdem z wachsend oder fallend ist.

Beweis: Der Satz folgt aus S. 6,4,9, S. 3,2 und S. 3,3.

Satz 4,2: Es seien «; und «, gerade oder ungerade kongruente Phasen
der Rdume 8, und 8,. Die Mengen M, und M,, die dieselbe Bedeutung
wie in D. 4,1 haben, seien unendlich. Die Funktion ¢ soll auch dieselbe
Bedeutung, wie in D. 4,1, haben. Es sei {¢,}2 , eine monotone Punkt-
folge aus M, und ty = lim ¢,. Wenn ¢, € M, ist, so ist Z = lim ¢(t,) e M,

n—»o n—>00
und es gilt 7 = @(t,). Wenn ¢, € M,, so ist auch z € M,.

Beweis: Wir werden ihn fiir den Fall, dafl «, und «, gerade kongruent
(d. h. @ wachsend) sind und daB {t,}> , wachsend ist, vorfithren. In
anderen Fillen sollten wir den Beweis auf dhnliche Weise fiihren. Be-
zeichnen wir g(t,) =z, fiirn =1, 2, ... und ¢! die inverse Abbildung
zu @.

I. Da @ und {¢,};> ; wachsend sind, ist auch {2, } , wachsend und des-
halb existiert der Grenzwert lim #, und es gilt: lim z, = sup z,. Be-

n—+ n—0 n=1
zeichnen wir diesen Grenzwert mit Z.

II. Setzen wir zuerst voraus, daB f,e M, ist und bezeichnen wir
xy = @(ty). Da t, > t, fiir jedes » ist, ist auch z, > «, fir jedes » und
deshalb ist 2, = z. Setzen wir voraus, daB =, > Z ist.

Es seéi £ irgendein Extrempunkt des Intervalls i;, der kleiner als x,
ist, d. h. § < z,, £eM,. Dann ist ¢~1(£) < @~l(z,) = t,. Es existiert
also ein Index m so, daB ¢~1(&) < ¢, ist. Daraus folgt & < ¢(t,) =
=, < 7. Also jeder Extrempunkt des Intervalls i,, der vor dem
Punkt #, liegt, liegt auch vor dem Punkt Z. Folglich liegt im Intervall
{Z%; %y) kein Extrempunkt.

a) Es sei 2, < b,. Dann ist auch £, < b, und es gilt

"R.4,1 ay(to) = ot(7,)
und
R. 4,2 osft,) = oy(x,) firn =12, ...

Aus der Stetigkéit der Funktionen o, und «, und aus R. 4,2 ergibt sich:
R.4.3 os(ty) = lim op(t,) = lim oy (2,) = o (%).
n—-0 7n—00
Aus R. 4,1 und R. 4,3 folgt:
oty (%) = ().

Deshalb mu8 im Intervall (Z; ,) mindestens ein Extrempunkt existieren.
Das ist aber ein Widerspruch.
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b) Es sei y = b,. Dann ist auch t; = b,. Da auf dem Intervall <z; b,)
kein Extrempunkt existiert, mufl nach S. 2,6 die Phase «; von rechts
bestimmt sein und es existiert der Grenzwert lim o;(z). Deshalb muf}

x—>by—
auch der Grenzwert lim a,(t) existieren und es gilt:
t—>by—

R. 44 lim a,(x) = lim o,(t)

2—>by— t—>by—

Aus R. 4,2, die auch in diesem Fall nach D. 4,1 gelten muf}, bekommen
wir, daf3

R.4,5 lim ot,y(t) = lim ay(t,) = lim ay(x,) = a,(7).
t—>by— n—>0 n—>00
Aus R. 4,5 und R. 4,4 folgt, daB lim «,(z) endlich ist und darum kénnen
x—>by—
wir die Funktion «, im Punkt b, durch die Definition o (by) = lim oy ()

z—+by—
auf eine stetige Funktion im Intervall (z; b;> verlingern. Fiir diese
Funktion gilt nach R. 4,5 und R. 4,4:

ay(by) = ay(x)

und es muB auf dem Intervall (Z; b,) mindestens ein Extremwert existie-
ren. Das ist wieder ein Widerspruch. Deshalb ist xy = Z, was bedeutet,
daB lim ¢(t,) = @(t,) € M, ist.

n—w

ITI. Es sei ze€M,. Nach II. ist lim ¢~'(z,) e M, und es gilt: ¢, =
n—>awo
= lim ¢~Y(z,) = ¢ 1(Z). Also es ist t; € M,.
n—o

Satz 4,3: Es seien o; und a, gerade resp. ungerade kongruente Phasen
der Réume 8; und §,. Ml, M, und ¢ sollen dieselbe Bedeutung wie in

D. 4,1 haben. Es seien M; und M, die AbschlieBungen der Mengen M,
und M, . Dann existiert eine wachsende resp. fallende Funktion @, die M,
auf Ml abbildet und fiir die in jedem Punkt t € M,, t # a,, t # b, gilt:

ag(f) = o [P(8)]-

Beweis: Wir werden ihn wieder fiir den Fall der gerade kongruenten
Phasen «, und «, fiihren. Bezeichnen wir mit M; und M; die Ableitungen
der Mengen M; und M,. Dann ist

=M,uM, M,=MuM,,

M,
M,=Mu M —M), M=MuM—M,)
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wobei die Mengen auf den rechten Seiten von den beiden letzten Glei-
chungen punkfremd sind.
I. Es sei t; e M,. Setzen wir @(t) = @().
II. a) Es sei t,e M, — M,, ¢, ein Hiufungspunkt der Menge M, von
links. Nach Satz 74 aus [7] existiert der Grenzwert

lim g(t) = sup @(t) = z,.
t—>tog— t<ty

teM, teM, .
Aus S.4,2 folgt, daB xye M; — M, ist. Es ist z, # a,, xy # by, ty # as,
ty # b,. Deshalb sind die Funktionen «, im Punkt z, und «, im Punkt ¢,
stetig und es gilt:

os(to) = lim ay(t) = lim or,(t) = lim «,[@(t)] =

t—1y t—>ty— t—ty—

teM, teM,
= lim o, (x) = lim o, () = a,(x,),
LT y— 29—
xeM,
also ‘
R. 4,6 ay(te) = oty(2)-

b) Es sei t, € My — M, ¢, ein Hiéufungspunkt der Menge M, von rechts.
Auf dhnliche Weise wie im Fall a) konnen wir beweisen, dafl der Grenz-
wert

lim ¢(t) = inf ¢(t) = 7z,

t—to+ t>to

teM, teM,
existiert und es gilt:
R. 4,7 as(te) = o,(To)

c) Es sei ty € My — M,, ¢, ein Haufungspunkt der Menge M, von beiden
Seiten. Da ¢(t) wachsend ist, ist offensichtlich =, < z,.

Setzen wit jetzt voraus, daBl z, < Z, ist. Nach R. 4,6 und R. 4,7 ist in
diesem Fall «,(zy) = a;(%,) und deshalb mufl auf dem Intervall (zy; Z,)
ein Extrempunkt &, existieren. Bezeichnen wir mit 7y = ¢=1(&,). Es
ist 19 € M, und es koénnen drei Moglichkeiten eintreten:

o) Mo < tp. Da ¢, ein Haufungspunkt der Menge M, von links ist,
-existiert ein Punkt n, e M, so, daB 7 < 7, < ¢, ist. Deshalb ist &, =
= @(no) < @(n,) < sup @(t) = z,. Das ist aber unmoglich, da &€
€ (zy; T,) ist.

B) ne > ty. Auf dhnliche Weise wie im Fall « kommen wir zu einem
Widerspruch. ,

¥) no = t,. Das ist auch unmoglich, da 7, € M,, ¢, non € M, ist.
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Also die Voraussetzung z, # %, filhrt zum Widerspruch. Deshalb
ist &y = Z,. Wir konnen also im Fall t;e M; — M, als den Funktionswert
der Funktion g den Wert z, oder %, annehmen.

III. Die Gleichheit o,(f) = a,[@(t)] folgt im Fall ;e M, aus I. und
D. 4,1 und im Fall {t;e M; — M, aus II. und R. 4,6 resp. R. 4,7.

IV. Jetzt miissen wir noch beweisen, daBl  wachsend ist.

a) Es sei tyeM,, t,eM,, t, < i,. Dann ist (t,) = @(ty) < @(t,) =
= @(to)-

b) Es sei tyeM,, f,e My — M,, £, < ;. Dann ist §(f,) = @(f,) und
entweder g(f,) = ?Etp p(t) Z @(ty) = P(ty) oder F(fy) =’i;1tf @) 2 @lty) =

teM, €M,
= @(t,). Die letzte Ungleichheit folgt daraus, daB (p(t)’ wachsend ist.
Also jedenfalls gilt: @(7,) = @(f). Setzen wir voraus, dal (%) = @(t,)
ist. Nach III. gilt:

ay(ty) = 0‘1[317(50)] = o[@(tp)] = ay(ty)s

Daraus folgt, daB8 die Funktion a, auf dem Intervall (t,; f,) einen Extrem-
wert hat, d. h. daB ein Punkt ¢, € M, n (f; £,) existiert. Aus a) folgt
F(t) < 9ty). Da tye My, t,e My — M,, & < £, ist, ist @(t) < P(F).
Folglich @(t,) < P(f,). Das ist ein Widerspruch. Deshalb mu §(Z,) >
> p(t,) sein.

¢) Auf dhnliche Weise konnen wir auch im Fall ¢, e M; — M,, {, € M,
und tyeM; — M,, i, M; — M, fortsetzen. Damit ist der Beweis be-
endet.

Satz 4,4: Es sei § ein Raum mit dem Definitionsbereich (a; b) und M
die Menge aller Extrempunkte und Grenzpunkte des Intervalls (a; b).

Es sei M die AbschlieBung der Menge M. Dann ist die Menge N = <a; b) —
— M in (— o0; + o0) offen.

Beweis: Da ae M, be M ist, ist auchaeM, be M, und deshalb gilt:
a€N, bEN. Folglich N = (a; b) — M = (a;b) — M = (a; b) n[(— 00; +0)
— M]. Da (a; b) und (— o©; + ) — M offen sind, ist auch N offen.

Satz 4,6: Es seien die Voraussetzuigen des Satzes 4,3 erfiillt. Dann

existiert eine stetige wachsende resp. fallende Funktion z(t), die
(ay; b,) an (@,; b;) abbildet und fiir die

ay(t) = oy[2(t)]
fiir jedes ¢ € (ay; b,) gilt. '

Bemerkung 4,1: Im Beweis des S. 4,5, den wir wieder fiir den Fall
der gerade kongruenten Phasen «,; und «, filhren werden, werden wir die
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Funktionen «;, und «, folgendermaBen verlingern: Wenn lim a(x) =
T—>ayq

ist, so setzen wir a(a) = I; [l;€ < — o0; + o)) Wenn lim a,(x) = m,
x—by

ist, so setzen wir o;(b;) = m[m,e{— ©; + ©)]. Nach D.4,1 ist

(@) = as(a,) und ay(hy) = ay(by). Wir werden dieselbe Bezeichnung

wie in den Sitzen 4,2, 4,3 und 4,4 beniitzen.

Beweis des Satzes 4,5: Nach 8.4.4 sind die Mengen N; = {a;; b;> —
— 1\_IL. in (— o0; + o) offen. Nach Satz 69 aus [7] kénnen wir diese
Mengen eindeutig als eine Vereinigung von offenen und paarweise punkt-
fremden Intervallen schreiben, d. h.

N, = 'J (@5 bix) (1 =12),
k=1

wobei m; entweder natiirliche Zahlen oder 4 co sind.

1. Wir werden zuerst zeigen, dall m, = m, ist. Es sei (ay,; by;) irgendein
Intervall aus N,. Dann sind a,, € M,, by, € M,. Folglich ist ®(a,;) € M;,
Pby) € My, @(ay,) < @(by,). Wiahlen wir irgendeinen Punkt =«
so, da P(ay,) < x < @(by,). Wire z e M;, so miiBte p~1(x) e M, und
gleichzeitig a,, < §Yz) < b,, séin, was aber unmoglich ist, da
(@g.;b9;) N My = 0 ist. Daraus folgt, dal (@(ay,); P(by,)) < N, ist. Anderseits
ist P(ay,) € M;, P(by) € M, und deshalb existiert eine natiirliche Zahl j
so, daB @(ay) = ay;, @(b,) = by; ist. Auf dhnliche Weise kénnen wir
auch, zeigen, daf} zu jedem natiirlichen j ein solches natiirliches k existiert,
da8 @(a,) = a,; ist. Es existiert also eine schlichte Abbildung der
Menge {(ay;; by.)}52, auf die Menge {(ay;; by;)}}",. Folglich kénnen
wir die Menge {(a;; b;;)}j?; so umnummerieren daB (a,; by;) =
= (p(ay;); P(by)) ist. Im folgenden werden wir voraussetzen, daB sine
solche Umnummerierung vorgenommen wurde.

IT. Nach 8.4,3 und I. ist a,(a,;) = ay(ay;) und o(by;) = ay(by;) fiir
jedes natiirliches j und auf den Intervallen (a,;; b;;) und (ay;; by;) be-
findet sich kein Extrempunkt. Deshalb sind die Funktionen «, und «,
auf diesen Intervallen monoton (und zwar gleichzeitig wachsend oder
fallend) und haben denselben Wertevorrat. Dabei nimmt die Funktion a;
sowie auch, die Funktion «, jeden Wert aus diesem Wertevorrat gerade
in einem Punkt an. Folglich existiert zu jedem ¢, € (ay;; by;) gerade ein
7o € (@y;; by;) so, daB

R. 4,8 () = ty(ty)
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gilt. Wir kénnen die Funktion z(t) folgendermafBien definieren:

< P(ty) fur tye M,
t =
#llo zy i ty € (ay; b)),
wobei z, ein solcher Punkt aus (a,;; by;) ist, fiir den R. 4,8 gilt. Diese
Funktion bildet das Intervall {a,; b,> auf das Intervall {a,; b,> ab.

II1. Jetzt werden wir zeigen, dafl die Funktion x(f) wachsend ist.
Es seien t; € {ag; byp, ty € Lay; by, b, < t,.

a) Wenn ¢, € M, ¢, € M, ist, so ist:

a(ty) = @ty) < Pty) = x(ty).

b) Wenn t, € M,, t, € N, ist,so0 existiert ein natiirliches j so, daB t, e
€ (@y;; by;) ist und es gilt: t; < ay; <t < by;. Aus der Definition der
Funktion x(t) folgt:

z(t) = 9(t) = Play) < z(ty).

c¢) Auf dhnliche Weise konnen wir im Fall ¢, € N,, ¢, € M, fortsetzen.

d) Wenn ¢, €N,, ¢, €N, ist, existieren die Indizien j und % so, daB
t) € (agj; byy), b5 € (agy; byy) und j < kist. Wenn j < kist, ist ¢; < by; <
< ay < t, und daraus

x(ty) < Plby;) = Plag) < 2(ty).

Wenn j = k ist, ist ay; < t; < t, < by;. Auf den Intervallen (a,;; by;)
und (ay;; by;) smd nach I1. die Funktionen o, und o, gleichzeitig wachsend
oder fallend und es gilt

ogfx(t;)] = ay(ty); og[a(ty)] = ay(t,).

Wenn o, und «, fallend sind, so ist a,(f;) > oy(ty) und deshalb auch
a,[x(t)] > oy[z(t,)]. Daraus erhalten wir: z(t;) < ®(t,). Wenn «, und a,
wachsend sind, so ist ay(t;) < a,(f,) und deshalb auch x,[x(t,)] << o, [#(t,)]-
Daraus bekommen wir wieder z(t;) < (t;).

IV. Die Funktion z(t) bildet das Intervall (a,; b,) auf das Intervall
(a;; b,;) ab und ist monoton. Deshalb ist sie stetig.

V. Nach II. und S. 4,3 gilt fiir jedes ¢ € (a3; by)

ay(t) = o[2(t)]-
Der Beweis ist damit zur Ende gefiihrt.

Satz 4,6: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz

einer vollstandigen Transformation des Raums 8, auf 8, mit einer

" wachsenden (fallenden) Amphtude ist: Die Réume 8, und §, sind gerade
(ungerade) dhnlich.
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Beweis: I. Es seien 8, und S, z. B. gerade dhnlich. Dann existieren
gerade kongruente Phasen a; und «, dieser Réume. Konstruieren wir
die Funktion z(t) nach S.4,5. Sie ist in (a,; b,) definiert, sie ist dort
wachsend und stetig und ihr Wertevorrat ist (a,; b;). Fiir jedes t € (a,; b,)
gilt: oy(¢) = &, [2(t)]. Nach 8. 3,2 existiert eine vollstindige Transfor-
mation des Raums 8, auf §,.

II. Die Umkehrung des Satzes folgt aus S. 4,1 und D. 4,3.
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ITOJHBIE HIPEOBPA3BOBAHUS KHYMMEPA
IABYXOAUMEH3UHOHAJBHBIX IMTPOCTPAHCTB
HENPEPLIBHBIX @O YHKIIUN

PesoMe

0. Bopyska B cBoux paborax sammMajicd BOIpocaMu mpeo6pa3oBaHms pe-
menuit AByX AnddepeHUnaNbHBIX ypaBHeHUA 2-TO MOPAAKA, T. H. Ipeobpaso-
panuAMu Hymmepa. OcobenBoe MecTo B 3TOH TeOpHM 3aHHMAIOT IIOJIHBIE IIpe-
obpasoBanus.

A1 sammManca mo cosery O. BopyBku B cBoeil pabore [6] BompocoM, Kaxue
CBOicTBA 3THX Npeo6pa3oBaHMi 3aBHCAT TOIBKO OT TOrO, YTO MH IIpeobpasyeM
ABYX/IHMeH3HOBAJIbHble IPOCTPAHCTBA HENPEePHBHLIX (QyHKIA.

B nanmoii paboTe A mpojo/kal pazGop 3TOro BONpPOCA M XO4y IIOKa3aTh,
KAKHe CBOMCTBA MOJKHBI BBHITh IPUCYINH ABYM JBYXJAHMEH3HOHAJIbHBIM IpPO-
CTPAHCTBaM HeNpepHBHBIX (yHKOWH, 4TO OB BO3MOKHO GBIO IOJHOCTBIO
npeo6pasdoBarh OHO B /ipyroe npeobpasoBanneM Tmna Hymmepa. B Teopeme
4,6 # noxasbiBalo, YTO CYIECTBOBaHME JTOr0 HpeoOpPa3OBaHMSA 3aBHCHT OT
PacHoIOKeHUA T. H. 9KCTPEMaJIbHBIX TOYeK. ’ ’
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