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D I E VOLLSTÄNDIGEN KUMMERSCHEN 
TRANSFORMATIONEN ZWEIDIMENSIONALER 

RÄUME VON STETIGEN FUNKTIONEN 

Kvetomil STACH (OSTRAVA) 

Eingegangen am 13. März 1967 

E I N L E I T U N G 

O. Borüvka hat in seinen Arbeiten (1)—(5) die sogenannten Kummer­
sehen Transformationen zweier Differentialgleichungen 2. Ordnung be­
trachtet. Einen sehr wichtigen Teil dieser Arbeiten bildet das Studium 
der vollständigen Transformationen. Die vollständigen Transformationen 
sind diejenigen Transformationen, die ganze Lösungen einer Differential­
gleichung in ganze Lösungen einer anderen Differentialgleichung trans­
formieren. 

Auf Veranlassung von O. Borüvka habe ich in meiner Arbeit [6] die 
Frage studiert, inwieweit sich die Eigenschaften der Kummerschen 
Transformationen von Lösungen zweier Differentialgleichungen auf zwei 
beliebige zweidimensionalen Funktionsräume übertragen lassen. 

In der vorliegenden Arbeit werde ich dieses Studium fortsetzen. Ich 
will die Frage beantworten, welche Eigenschaften die zwei Funktions­
räume haben müssen, um vollständig aufeinander transformierbar zu 
sein. Das Hauptergebnis ist im Satz 4,6 enthalten. Es zeigt sich, daß 
die Existenz der Transformation von der Zerlegung der Extrempunkte 
in beiden Funktionsräume abhängt und nicht davon, ob die Funktionen 
der Räume differenzierbar sind. 

Da alle diese Fragen sehr eng mit den allgemeinen Eigenschaften der 
Kummerschen Transformationen, die in der Arbeit [6] erörtet worden 
sind, zusammenhängen, werden wir oft auf diese Arbeit verweisen. Diese 
Hinweise werden wir mit der Vorzahl 6 bezeichnen. Z. B. S. 6,2,5 be­
deutet den Satz 2,5 aus dieser Arbeit. 

Ich möchte mich bei S. Travnicek und J. Voracek von der Palacky-
Universität in Olomouc für ihre wertvollen Ratschläge bezüglich dieser 
Arbeit und bei E. Spitz von der Bergakademie in Ostrava für die sorg­
fältige Sprachenkorrektur herzlichst bedanken. 
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§1 DIE PHASEN DES RAUMS 

Vereinbarung 1,1: Wir werden die folgende Bezeichnung benützen: 
S, Sx, S2 sind lineare zweidimensionale Räume von stetigen Funktionen, 
die an den Intervallen i == (a; b); i t = (ax; 6X); i2 == (a2; b2) definiert 
sind (D. 6,1,2). (Dabei sind a, a±) a2 reelle Zahlen oder — oo; 6, bl9 b2 

reele Zahlen oder + oo.) Wir werden immer voraussetzen, daß sie re­
gulär und von einem bestimmten Typus sind. (D. 6,1,4; D. 6,1,5; 
D. 6,2,1). 

Vereinbarung 1,2: Die Funktion y = 0 wollen wir aus unseren Er­
wägungen immer aulschließen. 

Definition 1,1: Wir sagen, daß die Funktione <x(t) eine Phase des 
Raums S ist, wenn eine solche Basis (u; v) des Raums S existiert, daß 
<x(t) eine Phase der Basis (u; v) ist. (D. 6,2,5). 

Satz 1,1: Es seien <xx und a2 Phasen des Raums S, die im Punkt t0 e 
6 (a; b) gleichzeitig von rechts fallend (wachsend) sind [D. 6,2,4]. 
Dann sind sie im Punkt t0 von links entweder beide fallend, oder beide 
wachsend. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 6,3,1. 

Satz 1,2: Es sei a irgendeine Phase des Raums S. Die Punkte tt e i , 
t2ei sind gerade dann miteinander konjugiert [D. 6,1,6], wenn eine 
ganze Zahl k so existiert, daß 

R. 1,1 <x(t2) = <x(tx) + kn 
ist. 

Beweis: Es sei (u; v) irgendeine Basis des Raums S, deren Phase die 

Phase a ist. Bezeichnen wir h(t) = für alle t, für die v(t) ^ 0 ist. 
v(t) 

Nach S. 6,2,4 gilt im ganzen Definitionsbereich der Funktion h die 
Gleichheit 
R. 1,2 h(t) = tg oc(t). 

Wenn h(t) in irgendwelchem Punkt t0 nicht definiert ist, ist 

R. 1,3 <x(t0)=~ + mn 
z 

wobei m eine ganze Zahl ist. 
I. Es seien tl912 miteinander konjugiert. Dann existiert eine Funktion 

y = cxu + c2v, die in den Punkten tx und t2 die Nullstellen hat. Nach 
S. 6,2,1 ist also entweder h(tt) = h(t2), oder die Funktion h(t) ist gleich-
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zeitig in den Punkten tx und t2 nicht definiert. Nach R. 1,2 oder R. 1,3 
ist also R. VI erfüllt. 

IL Es sei R. VI erfüllt. 
n 

a) Es sei ot(t2) / ——\- mn (m ganz). Dann ist h(t2) = tg oc(t2) = 
z 

= tg [a(^) + kn] = tg x(tt) = h(t±). Wählen wir reelle zahlen ct und c% 

so, daß h(t2) = und konstruieren wir die Funktion y = cxu + c2v. 

Nach S. 6,2,1 ist y(t2) = y(tx) = 0. Folglich tx und t2 sind konjugiert. 
n n 

b) Wenn a(l2) = — + mn ist, so ist nach R. 1,1 auch a(^) = — + 
+ (m — k) n und deshalb ist v(tx) = v(t2) = 0. Folglich tx und t2 sind 
konjugiert. 

Satz 1,3: Es sei a irgendeine Phase des Raums S. Die Punkte tx 

und t2 seien zwei bsnachbarte miteinander konjugierte Punkte. Dann ist 

R. V4 oc(t2) = oc(t±) + en, 

wobei e = 0 oder e = 1 oder s = — 1 ist. 
Beweis: Zufolge S. 6,2,4 ist a eine stetige Funktion. Unser Satz ist 

also eine unmittelbare Folgerung des vorigen Satzes. 

1,4: Es seien tx und t2 benachbarte konjugierte Punkte. Ferner 
seien oc± und a2 zwei beliebige Phasen des Raums S, die im Punkt tx von 
links (rechts) entweder gleichzeitig wachsend oder gleichzeitig fallend 
sind. Dann ist a (t2) = a,(£i) + en (i = V2), wobei die Zahl s für beide 
Phasen dieselbe ist und es ist entweder s = 0 oder s = + 1 . 

Beweis: Setzen wir z. B. voraus, daß tx < t2 ist und daß die Phasen oc 
im Punkt tx von rechts wachsend sind. Nach S. 1,3 ist oc((t2) = a ^ ) + 
+ s-n, wobei et entweder 0 oder + 1 sind. Da oc{ im Punkt tx von rechts 
wachsend sind, existiert eine rechte Umgebung O des Punktes tv so 
daß <xL(t) > a ^ ) für ^ G O ist. Da tt und t2 benachbarte konjugierte 
Punkte sind, kann also nicht e. = — 1 sein. 

Es sei z. B. gj = 0, e2 = V Dann ist ax(^) = a ^ ) * -D» die Funktion oct 

im Punkt tx von rechts wachsend ist, muß sie auf dem Intervall (tx; t2) 
ein absolutes Maximum M 7- a(^) haben. Bezeichnen wir r\x < rj2 < 
< . . . < rjk alle Punkte des Intervalls (t±; t2), in denen ax(t) = M ist. 
Die Punkte rjt(l = 1, 2, . . . , k) sind also miteinander konjugiert, sie 
sind alle Extrempunkte und es existieren im Intervall ($x; t2) keine wei­
teren mit r\x konjugierten Punkte. Nach D. 6,2,1 und 6,2,2 ist k < 00. 

Nach S. 6,3,1 hat die Funktion a2 in den Punkten r\x auch Extrem­
werte. Es können dabei folgende Möglichkeiten eintreten: 
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1. In allen Punkten rjl hat die Funktion a2 ein Maximum. 
2. In allen Punkten rjx hat die Funktion a2 ein Minimum. 
3. Es existiert ein Index i so, daß die Funktion a2 in einem aus den 

Punkten rj, und rji+1 ein Maximum und in dem anderen ein Mini­
mum besitzt. 

Wir werden jetzt zeigen, daß alle diese Möglichkeiten zum Wider­
spruch führen. 

Im Fall 1. hat die Funktion a2 im Punkt rjk ein Maximum. Dann 
existiert ein Punkt f > rjk so, daß 

a
2(£) < <*2(rjk) < a 2(y 

ist. Daraus folgt, daß auf dem Intervall (£; t2) ein Punkt f0 so existieren 
muß, daß a2(f0) = oc^rjj.) ist. Das ist aber unmöglich, da auf dem 
Intervall (rjk; t2) z> (£; t2) kein mit rjk konjugierter Punkt existiert. 

Im Fall 2. bekommen wir auf ähnliche Weise das Resultat, daß auf dem 
Intervall (tx; rjx) ein mit rjx konjugierter Punkt existieren müßte. 

Im Fall 3. bekommen wir einen Widerspruch in der Behauptung, 
daß im Intervall (rj;; rj;+1) ein mit rj. konjugierter Punkt existiere. 

Auf ähnliche Weise bekommen wir einen Widerspruch auch im Fall 
€i = l> e2 = 0. 

Also es ist entweder ex = e2 = 0 oder ex = e2 — 1. In anderen Fällen 
verläuft der Beweis auf ähnliche Weise. 

Satz 1,5: Es seien ax und a2 Phasen des Raums S und tx, t2 miteinander 
konjugierte Punkte des Intervalls i. Es seien ax und a2 im Punkt tx 

gleichzeitig von rechts fallend (wachsend). Dann sind sie im Punkt t2 

von links entweder beide fallend oder beide wachsend und es gilt: 
*i(*i) — a2(*i) = o:x(t2) — oc2(t2). 

Beweis: I. Es seien tx und t2 zwei benachbarte miteinander konju­
gierte Punkte, tx < t2. Nach S. 1,4 existiert die Zahl e so, daß 

' R - M . oci(t2) = oci(t1)+e7t(i = l,2). 

Wenn <xt im Punkt tx von rechts wachsend sind, so ist entweder e = 0 
und die Funktionen ä; sind im Punkt t2 von links fallend, oder es ist 
<*s = 1 und die Funktionen a sind im Punkt t2 von links wachsend. Wenn 
a,: im Punkt tx von rechts fallend sind, so ist entweder e = 0 und die 
Funktionen a ; sind im Punkt t2 von links wachsend, oder es ist e = —1 
und die Funktionen at- sind im Punkt t2 von links fallend. 

Durch subtrahieren der Gleichungen R. 1,4 bekommen wir 

! A ;/; / a l ( ^ ) ~ a2v*2) = al(^l) - a 2^l ) ' 

II . Wenn tx und %.nicht benachbarte konjugierte Punkte sind, kon-
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struieren wir alle mit tx konjugierte Punkte rm die zwischen tx und t2 

liegen. Nach I. gilt unsere Behauptung im Punkt TX, nach S. 1,1 und 
I. gilt sie auch im Punkt T2, U. S. W. bis wir zum Punkt t2 kommen. 

Damit ist der Beweis unseres Satzes zur Ende geführt. 

Satz 1,6: Es sei a eine Phase des Raums S, die im Punkt tx e i von 
rechts fallend (wachsend) ist. Es sei t2 > tx, t2 e i so, daß auf dem Intervall 
(tx; t2) keine mit tx und t2 konjugierte Punkte sind. Es seien tx und t2 

nicht miteinander konjugiert. Dann ist die Funktion a im Punkt t2 von 
links fallend (wachsend). 

Beweis: Es sei a im tx von rechts fallend. Nach den Voraussetzungen 
des Satzes ist oc(tx) > oc(t) für jedes t e (tx; t2}. Setzen wir voraus, daß a 
im t2 von links wachsend ist. Dann existiert ein Punkt ts < t2 so, daß 
oc(t3) < oc(t2) < oc(tx) ist. Also es existiert ein Punkt t0e(tx; tz) so, daß 
oc(t0) = a(£2) ist. Das ist aber unmöglich, da auf dem Intervall (tx; t2) 
kein mit t2 konjugierter Punkt existiert. Deshalb ist a im t2 von links 
fallend. 

Wenn a im tx von rechts wachsend ist, ist der Beweis auf ähnliche 
Weiss erbracht. 

Satz 1,7: Es seien ocx und a2 Phasen des Raums S und es existiere ein 
Punkt tx so, daß oc1 und a2 gleichzeitig im Punkt tx von rechts oder von 
links fallend (wachsend) sind. Dann sind sie in jedem Punkt t e (a; b) 
von links gleichzeitig entweder wachsend oder fallend. Der Satz tritt 
nicht außer Kraft, wenn wir in der Behauptung die Worte von links 
durch die Worte von re3hts ersetzen. * ' 

Beweis: Es seien z. B. ocx und a2 im Punkt tx von rechts wachsend. 
I. Es sei t2e (a; b), tx < t2, t2 mit tx nicht konjugiert und es existiere 

auf dem Intervall (tx; t2) kein mit tx oder t2 konjugierter Punkt. Nach 
S. 1,6 sind ocx und a2 im Punkt t2 von links wachsend. Nach S. 1,1 sind ocx 

und a2 im Punkt t2 gleichzeitig von rechts wachsend oder fallend. 
I I . Es sei t2 mit tx konjugiert. Dann ist die Behauptung unseres Satzes 

eine Folgerung von S. 1,5. 
III . Es sei t2 ein beliebiger mit tx nicht konjugierter Punkt des Inter­

valls (tx; b). Bezeichnen wir tx = txx < tX2 < . . . < tlk < t2 alle mit tx 

konjugierten Punkte und tx < t2m < . . . < t2X = t2 alle mit t2 konju­
gierten Punkte, die im Intervall (tx; t2y liegen. Dann existieren die 
Indexe k0 und m0 so, daß 1 ^ k0 <: k, 1 <; m0 <I m, tlko < t2mo ist, und daß 
auf dem Intervall (txko; t2m) keine mit tx und t2 konjugierten Punkte 
existieren. Dann gilt die Behauptung unseres Satzes im Punkt t^ nach 
II., im Punkt t2mo nach I. und im Punkt t2 wieder nach I L ; 

Auf ähnliche Weise können wir den Beweis für den Fall t2 < t% führen. 
Damit ist der Beweis beendet. 
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Bemerkung 1,1: Nach dem gerade bewiesenen Satz können wir alle 
Phasen des Raums S in zwei Klassen einteilen. In die erste Klasse kön­
nen wir diejenigen Phasen einreihen, die im beliebig gewählten Punkt t0 

von links wachsend sind, und in die zweite Klasse diejenigen, die in 
demselben Punkt t0 von links fallend sind. 

Definition 1,2: Wir sagen, daß die Phasen ocx und a2 des Raums 
S übereinstimmend sind, wenn sie zu derselben Klasse (siehe Bemer­
kung 1,1) gehören. Anderseits sagen wir, daß sie entgegengesetzt sind. 

Satz 1,8: Es seien ocx und a2 übereinstimmende Phasen des Raums S 
und txei so, daß ccx(tx) = a ^ ) ist. Dann ist für jedes tei: oc2(t) — 
—• n < OCx(t) < OC2(t) + TT. 

Beweis: Wir werden z. B. die Ungleichheit ocx(t) < oc2(t) + n be­
weisen. Wir werden voraussetzen, daß diese Ungleichheit für irgendeines 
t 6 (a; b) falsch ist. Dann muß ein solches t2 e i existieren, daß a1(î 2) = 
oc2(t2) + n ist. Aus S. 1,5 folgt, daß tx und t2 miteinander nicht konjugiert 
sind. Es sei z. B. tx < t2. Bezeichnen wir tx = £x < f2 < . . . < fk 

alle mit tx konjugierten Punkte, die auf dem Intervall (tx\ t2} liegen. 
Ebenso bezeichnen wir r\} < ... < rj2 < r)x = t2 alle mit t2 konjugierten 
und im Intervall (tx\ t2} Hegenden Punkte. Aus S. 1,5 folgt: 

R. 1,5 «,.(£) = a2(£,) für i = 1, 2, . . . , Je, 

R. 1,6 «-Xfy) = a2(^) + n für j = 1, 2, . . . , l, 

Folglich existieren solche Indexen r(l ^ r S k) und s (1 ^ s S l), 
daß fr < rj9 ist und daß auf dem Intervall (ff; rj8) kein mit fr und rjs 

konjugierter Punkt ist. Es sei z. B. ocx im Punkt fr von rechts wachsend. 
Dann sind auch a2 und a2 + n im Punkt £r von rechts wachsend. Da 
auf dem Intervall (£r; rjs} kein mit £r konjugierter Punkt ist, muß 

R. 1,7 o-.(ff) < ocx(rjs) < ocx(^r) + n 
und 
R. 13 oc2(ir) < oc2(rj8) 

sein. Aus R. 1,8, R. 1,5 und R. 1,6 bekommen wir 

*i(fr) < ai(*?*) - ™> 
d. h. 

<*l(fr) + n < Od(rjs)> 

was im Widerspruch zu R. 1,7 steht. Auf ähnliche Weise bekommen wir 
den Widerspruch auch in anderen möglichen Fällen. 

Aus diesem Satz und aus der Stetigkeit der Funktionen ax und a2 

folgt unmittelbar der nächste: 
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Satz 1,9: Es seien ocx und oc2 übereinstimmende Phasen des Raums 8. 
Dann existiert eine ganze Zahl k so, daß 

oc2(t) + (k - 1) n < ocx(t) < oc2(t) + (k + l) n 

für jedes t e i ist. 

Satz 1,10: Es sei oc die Phase der Basis (u, v) und ocx die Phase der 
Basis (ux, vx). Es sei ux = cnu + c12v, vx = c21u + c22v. Die Phasen oc 
und ocx sind übereinstimmend oder entgegensetzt je nachdem, ob die 

Déterminante D == positiv oder negativ ist. 

Beweis: Wählen wir irgendeinen Punkt t0 so, daß v(t0) =«= 0, vx(t0) ?= 0 
setzen wir z. B. voraus, daß oc(t) im Punkt t0 von rechts wachsend ist. 
Dann existiert eine rechte Umgebung 0 des Punktes t0 so, daß für 
t e O gilt: 

v(t) 7=0, Vl(t) # 0 , oc(t) > oc(t0). 

Folglich gilt für t e O : 
U(t) U(tn) 

v(t) . v(t0) > 0, vx(t) . vM > 0, - l f > u ; 

also 

Weiter ist: 

v(t) v(t0) 

u(t) . v(t0) - v(t) . u(t0) > 0. 

ux(t) u±(t0) = ut(t) . у$0) - ux(t0) . vt(t) = 

v±(t) vx(t0) vx(t). vx(t0) 

(cnc22 - c12c21) [u(t). v(t0) - u(t0). v(t)] 

= D. 

Da 

vг(t) . vľ(t0) 
ц(Q . г;(g — u(t0). г?(č) 

«i(0 • M*o) 

ц(Q . trø0) - u(t0). y(Q ^ p 

vг(t) . V^ІQ) 

ist, ist —-I— V ° T positiv oder negativ je nachdem, ob die Determi-
«i(0 «i(«o) 

nante D positiv oder negativ ist. Daraus folgt, daß —— und deshalb 
Vi(t) 

auch a t̂f) im Punkt t0 von rechts wachsend oder fallend ist, je nachdem 
ob die Determinante D positiv oder negativ ist. Nach S. 1,7 ist unser 
Satz bewiesen. 
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§2 BESTIMMTE UND UNBESTIMMTE PHASEN 

Definition 2,1: Wir sagen, daß die im Intervall (a; b) definierte Funk­
tion f(t) nach links (rechts) oszilliert, wenn sie unendlich viele Nullstellen 
hat, deren Häufungspunkt der Punkt a(b) ist. 

Satz 2,1: Es sei oc(t) irgendeine Phase des Raums S und es existiere 
ein endlicher Grenzwert lim oc(t). Es seien ux und vx zwei Funktionen, 

t-+a + 

des Raums S, die nach links oszillieren. Dann sind ux und vx abhängig. 
Ähnliches gilt auch für lim oc(t). 

t->b— 

Beweis: Bezeichnen wir lim oc(t) = L. Es sei (u; v) eine solche Basis 
t-+a+ 

des Raums S, daß oc(t) die Phase dieser Basis ist. Setzen wir voraus, daß 
ux und vx unabhängig sind und nach links oszillieren. Wir können also 
die fallenden Punktfolgen {£M}£=i und {r]m}%=1 so wählen, daß %(£w) = 
= 0 = vx(r]m), ux(rjm) 7 - 0 , - vx(£n) und lim | n = a = lim rjm für alle 

n—>oo m-+co 

natürliche Zahlen n, m ist. 
Da ux, vx unabhängig sind, existieren solche Zahlen c u , c12, c21, c22, 

daß u = c11u1 -f- c12v1, v = c21ux + c22vx ist. Da auch u und v unab­
hängig sind, ist die Determinante 

ЧL2 

^21 C* 
# 0 , 

also 

R. 2,1 cxxc22 — cX2c2X # 0. 

Konstruieren wir jetzt die Charakteristik h der Basis (u; v) 

h(t) = ^L = C l l % W + c--^-(*) 
V(t) C2XUx(t) + CJJVXCO ' 

für alle £, für die v(t) ^ 0 ist. 

a) Es sei zuerst c2i T-= 0 ?- c22. Bezeichnen wir -------- = &!, - ^ - = &2. 
C 2 1 C 22 

Wegen R. 2,1 ist kx ¥" k2 und es gilt für natürliche n, m: 

Wn' %%(U + Vi(fn) <Vi(*J %m) -* fcľ 
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Aus der Definition der Funktion oc(t) [D. 6,2,5 und S. 6,2,4] folgt: 

R. 2,2-a tg oc(ln) = &2, 

R2 ,2 -b t g a ( ^ ) = k1. 

Daraus erhalten wir, daß zu jedem Punkt fn eine ganze Zahl rn so 
existiert, daß 

R. 2,3 a(fn) = arctg k2 + rnn 

ist. Die unendliche Folge {rn}n ^ muß aber mindestens einen Häufungs­
punkt r haben. Wäre r = oo oder r = —- oo, so würden wir aus R. 2,3 
erhalten, daß die Funktion a in der Umgebung des Punktes a unbe­
schränkt wäre, was aber im Widerspruch mit der Voraussetzung, daß 
lim oc(t) endlich ist, stände. So muß r endlich sein. Da aber rn ganze 

t-*a + 

Zahlen sind, bedeutet die vorige Behauptung, daß für unendlich viele 
Indexe n rn = r S3in muß. Daraus geht hervor, daß in jeder Umgebung 
des Punktes a in unendlich vielen Punkten £n die Gleichheit 

a(f n) = arctg k2 + rn 
erfüllt ist. Folglich ist 

L = arctg k2 + rn. 
Ähnlicherweise gilt auch 

L -== arctg kx + sn (s ganz). 

Das ist aber unmöglich, da kx ^ k2 ist. 
b) Wäre c21 = 0, c22 =£ 0, so würde der Beweis auf ähnliche Weise, 

wie im Fall a) durchlaufen, nur die Gleichheit R. 2,3 müßte man durch 
[S. 6,2,4] 

*(£») = Y + Tn7Z 

ersetzen. Dasselbe gilt auch für den Fall c21 # 0, c22 = 0. Der Fall 
c21 = 0 = c22 kann nicht wegen R. 2,1 eintreten. 

Damit ist der ganze Beweis zu Ende geführt. 
Satz 2,2: Es sei oc(t) irgendeine Phase des Raums S und es existiere 

ein unendlicher Grenzwert lim oc(t) = + oo oder lim oc(t) = — oo. Dann 
t-+a+ t-*a + 

oszilliert jede Funktion y(t) E $ nach links. Eine ähnliche Behauptung 
gilt auch für lim oc(t). 

Beweis: Es sei z. B. lim oc(t) = + oo. Wählen wir eine Basis (u; v) 
t->a + 

des Raums S so, daß oc(t) die Phase der Basis (u; v) ist. Wählen wir weiter 
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eine beliebige Funktion y(t) e S. Dann existieren reele Zahlen cx und c2 

so, daß y(t) = cxu(t) + c2v(t) ist. Es sei f e (a; b). Aus der Stetig­
keit der Funktion oc(t) [S. 6,2,4] und der Voraussetzung lim oc(t) = + oo 

t->a + 

folgt, daß die Funktion oc(t) im Intervall (a; | ) einen beliebigen Wert 
k > oc(£) mindestens in einem Punkt annimmt. 

a) Setzen wir zuerst voraus, daß cx =t 0 ist und wählen wir eine ganze 

Zahl m so, daß arctg j - I + mn > a( |) ist. Dann ist auch für jedes 

natürliches n: arctg j - I + (m + n) n > oc($) und deshalb existiert 

zu ihm ein solches tn e (a; | ) , daß 

R. 2,4 oc(tn) = arctg / _ i* I + (m + n) n 

ist. Aber das bedeutet: 

tg oc(tn) - ~ ~ 

Aus S. 6,2,4, folgt: 

t g a ( U = ^ j • 
Daraus geht hervor: 

B.2,5 cxu(K) + CMK) = 0. 

Diese Gleichheit sagt, daß tn eine Nullstelle der Funktion y ist. Nach 
S. 6,2,1 und 6,2,4 folgt daraus, daß es im (a; £) unendlich viele Null­
stellen der Funktion oc(t) gibt. Da S von einem bestimmten Typus ist, 
muß der Häufungspunkt der Folge {tn}n°^1 der Punkt a sein. 

b) Auf ähnliche Weise wird der Beweis auch im Fall cx = 0 geführt, 
n 

nur anstatt R». 2,4 müssen wir oc(tn) = — + (m + n) n nehmen. Damit 

ist der Beweis beendet. 

Satz 2,3: Es sei a(£) irgendeine Phase des Riaums S und es existiere kein 
endlicher Grenzwert lim oc(t). Dann existiert mindestens eine Basis (u; v) 

t->a+ 
des Raums S so, daß die Funktionen u und v nach links oszillieren. 
Eine ähnliche Behauptung gilt auch für lim oc(t). 

t-+b-

Beweis: 
a) Falls lim oc(t) = + oo oder lim oc(t) = — oo ist, folgt unser Satz 

t-+a+ t+a + 
aus S. 2,2. 
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b) Es existiere also kein (weder endlicher noch unendlicher) Grenzwert 
lim oc(t). Dann ist 

t-+a+ 

R. 2,6 l = lim inf oc(t) < lim sup oc(t) = L 
t-+a+ t-+a + 

Folglich existieren die reellen Zahlen f und rj so, daß l < | < rj < L 
und rj — £ < n ist. Aus R. 2,6 und aus der Stetigkeit der Funktion a 
folgt, daß die fallenden Punktfolg3n {Sn}n^i u n d {%»}»!?-= I existieren, für 
die lim f n = lim rjm = a und a(fn) = I, a(iym) = ?? für jedes natürliche m 

n-*~oo m-*-co 

und n ist. Aus S. 6,2,1 und S. 6,2,4 folgt, daß die Funktionen u und v 
ex'stieren, für die u(£n) = v(rjm) = 0 ist. Da rj — f < TC ist, müssen 
nach denselben Sätzen die Funktionen % und v unabhängig sein. 

Satz 2,4: Es seien otx(t) und a2(£) beliebige Phasen des Raums S. 
Dann sind die Grenzwerte lim ocx(t) und lim oc2(t) gleichzeitig entweder 

t-+a ! t-+a -j-

endlich, oder unendlich, oder existiert weder der eine noch der andere; 
Eine ähnliche Behauptung gilt auch für lim ocx(t) und lim oc2(t). 

t-»b— t~+b— 

Beweis: 

I. Für den Fall eines endlichen Grenzwertes ist der Satz eine Folgerung 
des Satzes S. 2,1 und S. 2,3. 

II . Es existiere ein unendlicher Grenzwert, z. B. lim ocx(t) = + oo,; 
t~*-a + 

a) Es sei oc2(t) eine mit ocx(t) übereinstimmende Phase. Dann existiert 
nach S. 1,9 eine ganze Zahl k so, daß 

öct(t) + (k — 1) n < oc2(t) < Xl(t) + (k + l)n 

für jedes t e i ist. Folglich ist 

lim ocx(t) + (k — 1) n S Hm a2(0 ^ lim ocx(t) + (k + 1) Uy 

t->a+ t-+a+ t-+a+ 

also es ist 

+ oo ś lim a2 (ť) <: + oo 
t-+a + 

lim oc2(t) = + co. 
t-*-a+ 

b) Es sei oc2(t) eine zu ocx entgegengesetzte Phase. Pa*m sind — oc2(t) 
und oct(t) übereinstimmede Phasen. Nach a) ist lim —-#2(0 = + 00 und 

t~>-a+ ^ ;
: ; 

deshalb lim oc2(t) = — 00. ; 

t-*-a+ 
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Definition 2,2: Wir sagen, daß die Phase oc(t) irgendeines Raums S 
von links resp. rechts 1. abgeschlossen 2. offen 3. unbestimmt ist je 
nachdem ob der Grenzwert lim oc(t) resp. lim oc(t) 1. existiert und endlich 

t->a+ t-+b— 

ist 2. existiert und unendlich ist 3. nicht existiert. In ersten zwei Fällen 
sagen wir auch, daß oc(t) von links resp. rechts bestimmt ist. 

Definition 2,3: Wir sagen, daß die Phase oc(t) irgendeines Raums S 
abgeschlossen, offen, bestimmt oder unbestimmt ist, wenn sie gleich­
zeitig von links und von rechts abgeschlossen, offen, bestimmt oder 
unbestimmt ist. 

Bemerkung 2,1: Nach S. 2,4 sind alle Phasen eines Raums S von links 
(von rechts) gleichzeitig entweder abgeschlossen oder offen oder un­
bestimmt. 

Definition 2,4: Wir sagen, daß der Raum S ein Raum mit abge­
schlossen (offenen, umgestimmten) Phassn ist, wenn jede Phase dieses 
Raums abgeschlossen (offen, unbestimmt, bestimmt) ist. Dasselbe gilt 
von links resp. von rechts. 

Satz 2,5: Es sei S ein Raum mit von links (von rechts) unbestimmten 
Phasen. Dann ist der Punkt a(b) ein Häufungspunkt von Extrempunkten 
des Intervalls (a; b). 

Beweis: Es sei oc(t) irgendeine Phase des Raums S. Da sie von links 
unbestimmt ist, ist 

l = lim inf oc(t) < lim sup oc(t) = L. 
t->a±- t->a-{-

Wählen wir irgendeine Zahl c e (l; L). Da oc(t) stetig ist, muß eine fallende 
Folge {tn}^Li so existieren, daß lim tn = a und oc(tn) = cfür jedes natür-

n~*oo 

liehe n ist. Für jedes natürliche n ist also oc(tn) = oc(tn+1), tn+1 < tn und 
deshalb muß auf dem Intervall (tn+1; tn) mindestens ein Extrempunkt xn 

sein und es ist lim xn = a. Ähnlicherweise beweist man den Satz auch 
n-*oo 

für den Punkt b. 

§3 VOLLSTÄNDIGE TRANSFORMATIONEN 

1 Definition 3,1: Die Transformation T (z; x; j x ; j2) des Raums Sx auf S2 

[D. 6,4,1] heißt vollständig, wenn jx = ix und j 2 = i2 ist. Die vollständi­
gen Transformationen werden wir kurz T (z; x) bezeichnen. 
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Satz 3,1- Jede vollständige Transformation ist optimal [D. 6,5,2]. 

Beweis: Der Satz ist eine Folgerung von D. 6,5,2. 

Satz 3,2: Es seien (ux; vx) eine Basis des Raums Sx, (u2; v2) eine Basis des 
Raums S2 und ocx, oc2 irgendwelche Phasen der Basen (ux,vx) und {u2, v2). 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer 
vollständigen Transformation T(z; x), für die T(^1) = u2, T(vx) = v2 

gilt, ist: Es existiert eine ganze Zahl k und eine Funktion x(t) so, daß 

1. x(t) monoton und stetig in i2 ist 
2. x(i2) = ix 

3. oc2(t) = ocx\x(t)] + kn für jedes Lei2. 

Beweis: I. Setzen wir voraus, daß eine solche Transformation 
existiert. Dann ist nach S. 6,4,6 für jedes tei2 

R. 3,1 ux[x(t)] . v2(t) — u2(t) . vx[x(t)] = 0. 

a) Es sei v2(t) # 0. Dann ist nach S. 6,4,5 ^[#(0] ¥*• 0 und wir können 
R. 3,1 folgenderweise umschreiben: 

ux[x(t)] u2(t) 

vx\x(t)] v2(t) ' 
folglich 

tg ocx[x(t)] = tg oc2(t). r. 

Es existiert also eine ganze Zahl k(t) so, daß 

R. 3,2 ocx\x(t)] = oc2(t) + k(t) . 7t. 

b) Es sei v2(t) = 0. Dann ist vx\x(t)] = 0 und deshalb existieren ganze 
7t 7t 

Zahlen nx(t) und n2(t) so, daß ocx[x(t)] = — + nx(t) . n, oc2(t) = — + 
+ n2(t) . 7t. Deswegen ist auch in diesem Fall R. 3,2 erfüllt. Aus R. 3,2 
folgt, daß zu jedem t e i2 eine ganze Zahl k(t) existiert, für die die Relation 

k(t) = ±-{Kx[x(t)]-0C2(t)]} 
7t 

gilt. Da x(t), ocx(x) und a2(£) stetig sind, ist auch k(t) stetig. Aber k(t) ist 
eine ganze Zahl und deshalb muß k konstant sein. 

IL Setzen wir jetzt voraus, daß die Funktion x(t) und die ganze 
Zahl k, die die oben erwähnten Eigenschaften haben, existieren. Dann 
gilt für jedes t e i2: a2(£) = ocx[x(t)] + kn. Nach S. 6,2,4 gilt für jedes t* 
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für das v2(t) ^ 0 ^ vx[x(t)] ist: 

tg aa(0 = tg a-Jarp)], 

R. 3,3 w2(*) . t>-Ja?(0] - %[a?(0] • ^W = °-

Wenn #2(£) .== 0 ist, so folgt aus der Stetigkeit der Funktion a2, daß 

a2(t) = — + mn (m eine ganze Zahl) und deshalb auch ocx[x(t)] = — + 
* & • ' • ' • • • " Z 

+ (k — m) 7t ist. Foglich ist vjx(t)] = 0 und R 3,3 ist wieder erfüllt. 
Ebenso im Fall î[a;(£)] = 0. Mit der Benützung des Satzes S. 6,4,6 ist 
unser Satz bewiesen. 

Satz 3,3: IJs sei Sx auf S2 durch eine vollständige Transformation 
T(z; x) mit einer wachsenden (fallenden) Amplitude transformierbar. 
Es sei Si ein Raum mit von links 

1. offenen 2. abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen. 
Dann ist S2 ein Raum mit von links (von rechts) 

1. offenen ,£. abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen 
und in den ersten zwei Fällen gilt: 

lim ocx(x) = lim oc2(t) + kn [lim ocx(x) = lim oc2(t) + kn] 
x-+ax+ t-+az+ #-•<*!-{- t-^b2— 

i .'•• • 

wobei k dieselbe ganze Zahl, wie im S. 3,2 ist. Eine ähnliche Behauptung 
gilt auch, wenn Sx ein Raum mit von rechts 

1. offenen 2. abgeschlossenen 3. unbestimmten Phasen ist. 

Beweis: Es sei z. B. x(t) wachsend. Dann ist lim x(t) = ax. Wählen 
t~>az+ 

wir irgendeine Basis (ux; vt) des Raums Sx und bezeichnen wir T(wx) = 
== u2, T(vt) = v2. Dann ist dem Satze 3,2 zufolge a1[ir(«)] = oc2(t) + kn 
für alle tei2 und deshalb: wenn der Grenzwert lim ocx(x) existiert und 

x~>at+ 

endlich (unendlich) ist, so ist: 

R. 3,4 lim ocx(x) = lim oc^xtf)] = lim oc2(t) + kn, 
x->a1+ t-+a2+ t-+at + 

d. h. der Grenzwert lim oc2(t) existiert und endlich (unendlich) ist. Wenn 
<-H*2 + 

%(t) fallend ist, so ist lim x(t) = ax und der Beweis verläuft auf ähnliche 

Weise, wie im vorigen Fall. 

Definition 3,2: Wir sagen, daß der Raum S m-ter Klasse ist (m = 
=- 0, 1, 2, . . . , oo), wenn genau m Extrempunkte, von denen keine zrwei 
miteinander konjugiert sind, existieren. 
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Satz 3,4: Es seien SL und S2 zwei Räume, die aufeinander durch eine 
vollständige Transformation T(z; x) transformierbar sind. Dann ge­
hören S t und S2 zu derselben Klasse. 

Beweis: Die Funktion x(t) ist sehlieht und nach S. 6,4,9 sind t 
und x(t) gleichzeitig extrem oder gewöhnlich. Die Funktion x(t) vermittelt 
also eine schlichte Abbildung der Menge aller Extrempunkte des Inter­
valls i2 auf die Menge aller Extrempunkte des Intervalls ix. Dabei bilden 
sich zwei miteinander konjugierte Punkte zufolge der Bemerkung 6,4,1 
auf zwei miteinander konjugierte Punkte ab. Der Beweis ist zu Ende 
geführt. 

§4 ÄHNLICHE RÄUME 

Definition 4,1: Es seien Sx und S2 zwei Räume, ferner sei Mx die Menge 
aller Extrempunkte und Grenzpunkte des Intervalls ix und M2 die 
Menge aller solchen Punkte des Intervalls i2, Schließlich seien ocx und a2 

irgendwelche Phasen der Räume 8X und S2, die die folgenden Eigen­
schaften haben: 

1. Wenn ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim oc2(t) existiert 
t->a%+ 

und gleich Lx ist, so existiert auch lim ocx(x) [lim ocx(x)] und ist gleich Lx 
x-*-ax+ x-t-bi— 

und umgekehrt. 
2. Wenn ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim oc2(t) existiert 

x-+bi— 

und gleich L2 ist, so existiert auch lim ocx(&) [lim ocx(x)] und ist gleich L2 
x-+b\— x-^at+ 

und umgekehrt. 
3. Es existiert eine wachsende [fallende] Funktion (p, die M2 auf Mx 

abbildet und für die 
oc2(t) = ocx[<p(t)] 

für jedes t G M2, t =£ a2, t # b2 gilt. 
Dann sagen wir, daß ocx und a2 gerade [ungerade] kongruent sind* 

Definition 4,2: Wir sagen, daß die Phasen ocx und a2 last gerade 
(ungerade) kongruent sind, wenn eine ganze Zahl k so existiert, daß ocx 

und a2 -f- kn gerade (ungerade) kongruent sind. 

Definition 4,3: Wir sagen, daß die Räume Sx und S2 gerade (ungerade) 
ähnlich sind, wenn gerade (ungerade) kongruente Phasen ocx und o% 
der Räume Sx und S2 existieren. 

Satz 4,1: Es soll eine vollständige Transformation T(z; x) des Raums 8t 

auf S2 existieren. Es sei (ux; vx) irgendeine Basis des Raums Sx und o\ 
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eine Phase dieser Basis. Ferner sei u2 = T(^x), v2 = T(vx) und a2 eine 
Phase der Basis (u2\ v2). Dann sind oc1 und a2 fast gerade oder ungerade 
kongruent, je nachdem x wachsend oder fallend ist. 

Beweis: Der Satz folgt aus S. 6,4,9, S. 3,2 und S. 3,3. 

Satz 4,2: Es seien oc1 und a2 gerade oder ungerade kongruente Phasen 
der Räume Sx und S2. Die Mengen Mj und M2, die dieselbe Bedeutung 
wie in D. 4,1 haben, seien unendlich. Die Funktion <p soll auch dieselbe 
Bedeutung, wie in D. 4,1, haben. Es sei {tn}n=1 eine monotone Punkt­
folge aus M2 und t0 = lim tn. Wenn t0 e M2 ist, so ist x = lim cp(tn) e Mx 

n->oo w->oo 

und es gilt x = (p(t0). Wenn t0 e M2, so ist auch x e Mx. 

Beweis: Wir werden ihn für den Fall, daß oct und a2 gerade kongruent 
(d. h. (p wachsend) sind und daß {tn}n=1 wachsend ist, vorführen. In 
anderen Fällen sollten wir den Beweis auf ähnliche Weise führen. Be­
zeichnen wir <p(tn) = xn für n = 1, 2, . . . und <p~x die inverse Abbildung 
zu (p. 

I. Da cp und {tn}n^x wachsend sind, ist auch {xn}n= Y wachsend und des­
halb existiert der Grenzwert lim xn und es gilt: lim xn = sup# n . Be-

n-»-oo n-»-ao n2gl 

zeichnen wir diesen Grenzwert mit x. 
II. Setzen wir zuerst voraus, daß t0 e M2 ist und bezeichnen wir 

x0 -= (p(t0). Da t0 > tn für jedes n ist, ist auch x0 > xn für jedes n und 
deshalb ist x0 ^ x. Setzen wir voraus, daß x0 > x ist. 

Es sei f irgendein Extrempunkt des Intervalls i l s der kleiner als x0 

ist, d. h. | < x0, f e M p Dann ist (p"1^) < <p~x(x0) = t0. Es existiert 
also ein Index m so, daß (p~x(t;) < tm ist. Daraus folgt | < (p(tm) = 
= xm < x. Also jeder Extrempunkt des Intervalls i1? der vor dem 
Punkt x0 liegt, liegt auch vor dem Punkt x. Folglich liegt im Intervall 
(x; x0) kein Extrempunkt. 

a) Es sei x0 < bx. Dann ist auch t0 < b2 und es gilt 

R . 4,1 ct2(t0) = OC^XQ) 
und 
R.4,2 oc2(tn) = oc^xj für TI = 1,2, . . . 

Aus der Stetigkeit der Funktionen ocx und a2 und aus R. 4,2 ergibt sich: 

R. 4.3 a 2 (y = lim a2(^n) = lim ctx(xn) = oc^x). 
n->-oo n->oo 

Aus R. 4,1 und R. 4,3 folgt: 

oc±(x0) = ocx(x). 

Deshalb muß im Intervall (x; x0) mindestens ein Extrempunkt existieren. 
Das ist aber ein Widerspruch. 
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b) Es ssi x0 = bx. Dann ist auch t0 = b2. Da auf dem Intervall (x; bx) 
kein Extrempunkt existiert, muß nach S. 2,6 die Phase oct von rechts 
bestimmt sein und es existiert der Grenzwert lim ocx(x). Deshalb muß 

auch der Grenzwert lim oc2(t) existieren und es gilt: 
t->b2-~ 

R. 4,4 lim ocx(x) = lim oc2(t) 
x->bx— t~>b2— 

Aus R. 4,2, die auch in diesem Fall nach D. 4,1 gelten muß, bekommen 
wir, daß 

R. 4,5 lim oc2(t) = lim oc2(tn) = lim ocx(xn) = oct(x). 
t-+b2— n-*oo w-*-oo 

Aus R. 4,5 und R. 4,4 folgt, daß lim a^a;) endlich ist und darum können 
x-*bx— 

wir die Funktion ocx im Punkt bx durch die Definition a1(61) = lim ocx(x) 
x-*-bx— 

auf eine stetige Funktion im Intervall (x; 6X) verlängern. Für diese 
Funktion gilt nach R. 4,5 und R. 4,4: 

* i ( 6 i ) = « i (» ) 

und es muß auf dem Intervall (x; bx) mindestens ein Extremwert existie­
ren. Das ist wieder ein Widerspruch. Deshalb ist x0 = x, was bedeutet, 
daß lim <p(tn) = cp(t0) e Mx ist. 

n->oo 

III . Es sei xeM1. Nach IL ist lim q)"1(xn)eM2 und es gilt: t0 = 
n-*oo 

= lim cp~1(xn) = <p~x(x). Also es ist t0eM2. 
n-»-oo 

Satz 4,3: Es seien ocx und oc2 gerade resp. ungerade kongruente Phasen 
der Räume Sx und S2. Mx, M2 und cp sollen dieselbe Bedeutung wie in 
D. 4,1 haben. Es seien Mx und M2 die Abschließungen der Mengen Mx 

und M2. Dann existiert eine wachsende resp. fallende Funktion <p, die M2 

auf Mx abbildet und für die in jedem Punkt t e M2, t ^ a2, t # b2 gilt: 

oc2(t) = affit)]. 

Beweis: Wir werden ihn wieder für den Fall der gerade kongruenten 
Phasen ocx und a2 führen. Bezeichnen wir mit Mi und Mg die Ableitungen 
der Mengen Mx und M2. Dann ist 

Mx = Mx u M^ M2 = M2 U M2, 

Mj = Mx U (Mi - Mx), M2 = M2 U (M2 - M2) 
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wobei die Mengen auf den rechten Seiten von den beiden letzten Glei­
chungen punkfremd sind. 

I. Es sei t0eM2. Setzen wir 7p(t0) = (p(t0). 
II . a) Es sei t0 e Mg — M2, t0 ein Häufungspunkt der Menge M2 von 

links. Nach Satz 74 aus [7] existiert der Grenzwert 

lim (p(t) = sup (p(t) = x0. 
t-*-t0— t< t0 

t*eM2 <eM2 

Aus S.4,2 folgt, daß x0 e M{ — Mx ist. Es ist x0 ^ al9 x0 ^ blt t0 ^ a2, 
t0 T£ b2. Deshalb sind die Funktionen oct im Punkt x0 und a2 im Punkt t0 

stetig und es gilt: 

a2(f0) = lim oc2(t) = lim oc2(t) = lim ocx[(p(t)\ = 
t-+l0 t~+to— t-*~to— 

= lim ocx(x) = lim ocx(x) = ocx(x0), 
x-*x0— x-^xo— 
xeM2 

also 

R. 4,6 oc2(t0) = a ^ ) . 

b) Es sei t0 e Mg — M2, t0 ein Häufungspunkt der Menge M2 von rechts. 
Auf ähnliche Weise wie im Fall a) können wir beweisen, daß der Grenz­
wert 

lim (p(t) = inf (p(t) = x0 
t-+t0+ t>t0 

«eM2 £eMa 

existiert und es gilt: 

R. 4,7 a2(*0) = OC^XQ) 

c) Es sei t0 G Mg — M2, t0 ein Häufungspunkt der Menge M2 von beiden 
Seiten. Da (p(t) wachsend ist, ist offensichtlich x0S x0. 

Setzen wit jetzt voraus, daß x0 < x0 ist. Nach R. 4,6 und R. 4,7 ist in 
diesem Fall a1(ic0) = ocx{x0) und deshalb muß auf dem Intervall (x0; x0) 
ein Extrempunkt f0 existieren. Bezeichnen wir mit r\0 = ^"Mfo)* ^ s 

ist ^ 0 e M 2 und es können drei Möglichkeiten eintreten: 
a ) Vo < V ^>a *o e*n Häufungspunkt der Menge M2 von links ist, 

existiert ein Punkt r\x e M2 so, daß rj0 < ^ < t0 ist. Deshalb ist f0 = 
= (p(rj0) < (p(fji) ^ sup (p(t) = x0. Das ist aber unmöglich, da f 0 e 
€ (x0; x0) ist. 

ß) Vo > h • Auf ähnliche Weise wie im Fall a kommen wir zu einem 
Widerspruch. 

y) rj0 = t0. Das ist auch unmöglich, da rj0eM2, t0 non e M2 ist. 



135 

Also die Voraussetzung xQ ?- xQ führt zum Widerspruch. Deshalb 
ist xQ = x0. Wir können also im Fall tQ e M2 — M2 als den Funktionswert 
der Funktion <p den Wert x0 oder x0 annehmen. 

III . Die Gleichheit oc2(t) == <*i[cp(t)] folgt im Fall t0 e M2 aus I. und 
D. 4,1 und im Fall tQ e M2 — M2 aus II. und R. 4,6 resp. R. 4,7. 

IV. Jetzt müssen wir noch beweisen, daß cp wachsend ist. 
a) Es sei l 06M 2 , t0 e M2, t0 < t0. Dann ist cp(t0) = <p(tQ) < cp(i0) = 

= q}(t0). 
b) Es sei £ 0 G M 2 , l0 e M2 — M2, t0 < tQ. Dann ist cp(tQ) = cp(tQ) und 

entweder cp(tQ) = sup cp(t) >, cp(t0) = cp(tQ) oder cp(t0) = inf cp(t) >, <p(t0) = 
t<t0 *>*0 

teM2 *eMa 

= cp(t0). Die letzte Ungleichheit folgt daraus, daß <p(t) wachsend ist. 
Also jedenfalls gilt: cp(TQ) >, ~cp(t0). Setzen wir voraus, daß ~cp(T0) -= q>(tQ) 
ist. Nach III. gilt: 

oc2(h) = «lRpffo)] = «lfi^o)] = a2('o)> 

Daraus folgt, daß die Funktion a2 auf dem Intervall (t0; iQ) einen Extrem­
wert hat, d. h. daß ein Punkt tx e M2 n (tQ; t0) existiert. Aus a) folgt 
Wo) < Wi)- D a *ie-^2> *0eM2 —M2, tx <tQ ist, ist cp(tx) Sf(iQ)-
Folglich cp(t0) < cp(t0). Das ist ein Widerspruch. Deshalb muß cp(t0) > 
> cp(tQ) sein. 

c) Auf ähnliche Weise können wir auch im Fall t0 e M2 — M2, tQ e M2 

und t0eMz — M2, i0eM'2 — M2 fortsetzen. Damit ist der Beweis be­
endet. 

Satz 4,4: Es sei S ein Raum mit dem Definitionsbereich (a; b) undM 
die Menge aller Extrempunkte und Grenzpunkte des Intervalls (a; b). 
Es sei M die Abschließung der Menge M. Dann ist die Menge N = (a; 6> — 
— M in (— oo; + oo) offen. 

Beweis: D a a e M , 6 G M ist, ist auch a e M , 6 G M, und deshalb gilt: 
aeN, 6 G N . Folglich N = (a; 6> - M = (a±b) -M = (a;b)n[(— oo; + oo) 
— M]. Da (a; 6) und (— oo; + oo) — M offen sind, ist auch N offen. 

Satz 4,5: Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4,3 erfüllt. Dann 
existiert eine stetige wachsende resp. fallende Funktion x(t), die 
(a2; b2) an (ax; bx) abbildet und für die 

für jedes te(a2; b2) gilt. 

Bemerkung 4,1: Im Beweis des S. 4,5, den wir wieder für den Fall 
der gerade kongruenten Phasen ax und a2 führen werden, werden wir die 
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Funktionen ocx und a2 folgendermaßen verlängern: Wenn lim oc^x) = l-
X-+Cti 

ist, so setzen wir oct{a ) = lt [lt e < — oo; + oo>]. Wenn lim oct(x) = mt 
x-+bi 

ist, so setzen wir â (b,:) = rat[m-G <— oo; + oo>]. Nach D. 4,1 ist 
oc^aj = oc2(a2) und ax(bi) == a2(b2). Wir werden dieselbe Bezeichnung 
wie in den Sätzen 4,2, 4,3 und 4,4 benützen. 

Beweis des Sa tzes 4,5:Nach S.4,4 sind die Mengen N£ = (at; b>> — 
— Mt- in (— oo; + oo) offen. Nach Satz 69 aus [7] können wir diese 
Mengen eindeutig als eine Vereinigung von offenen und paarweise punkt-
fremden Intervallen schreiben, d. h. 

rrii 

N, = u (aik; bik) (i = 1,2), 

wobei rat- entweder natürliche Zahlen oder + oo sind. 

I. Wir werden zuerst zeigen, daß mx = ra2 ist. Es sei (a2l; b2k) irgendein 
Intervall aus N2. Dann sind aVc e M2, b2k e M2. Folglich ist q)(a2k) e M1? 

qi(b2k) e M1? qj(a2k) < Vi^O• Wählen wir irgendeinen Punkt x 
so, daß y(a2k) < x < y(b2k). Wäre xeMlf so müßte g}~1(x)eM2 und 
gleichzeitig a2k < <jp-1(#) < b2k sein, was aber unmöglich ist, da 
(a2.; b2k) n M2 = 0 ist. Daraus folgt, daß (y(a2l); (p(b2k)) <= Nxist. Anderseits 
ist (p(a2Jc) e Mx, y(b2k) e Mx und deshalb existiert eine natürliche Zahl j 
so, daß <p(a2k) = axj, y(b%k) = bxj ist. Auf ähnliche Weise können wir 
auch zeigen, daß zu jedem natürlichen j ein solches natürliches k existiert, 
daß cp(a2.) = axj ist. Es existiert also eine schhchte Abbildung der 
Menge {(a2k; b^)}^ auf die Menge {(aXj; b^)}^. Folglich können 
wir die Menge {(a1;-; blj)}f}1 so umnummerieren daß (aXj; ö1?) = 
= (<p(a2j); (p(b2j)) ist. Im folgenden werden wir voraussetzen, daß sine 
solche Umnummerierung vorgenommen wurde. 

II. Nach S. 4,3 und I. ist ax(a1;) = oc2(a2j) und a1(61?) = a2(b2;) für 
jedes natürliches j und auf den Intervallen (axj; 6l7) und (a2?-; 62.) be­
findet sich kein Extrempunkt. Deshalb sind die Funktionen ocx und a2 

auf diesen Intervallen monoton (und zwar gleichzeitig wachsend oder 
fallend) und haben denselben Werte Vorrat. Dabei nimmt die Funktion oct 

sowie auch die Funktion a2 jeden Wert aus diesem Wertevorrat gerade 
in einem Punkt an. Folglich existiert zu jedem t0 e (a2j; b2j) gerade ein 
#oG (aij> Wj) so> daß 

R. 4,8 OC^XQ) = a2(*0) 
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gilt. Wir können die Funktion x(t) folgendermaßen definieren: 

q}(t0) für t0 e M2 

für t0e(a2j; b2j), 

wobei x0 ein solcher Punkt aus (a1;.; 61?) ist, für den R. 4,8 gilt. Diese 
Funktion bildet das Intervall <a2; 62> auf das Intervall <ax; 6X> ab. 

III. Jetzt werden wir zeigen, daß die Funktion x(t) wachsend ist. 
Es seien tx e <a2; 62>, t2 e <a2; 62>, tx < t2. 

a) Wenn tx e M2, t2 e M2 ist, so ist: 

/ w 
\ xQ 

x(h) = q)(h) < <]){t2) = x(t 

b) Wenn tt e M2, t2 e N2 ist, so existiert ein natürliches j so, daß t2 e 
e (a2j; 62?) ist und es gilt: tx S a2j < t2 < b2j. Aus der Definition der 
Funktion x(t) folgt: 

x(tx) = 9(ti) S y(a2j) < x(t2). 

c) Auf ähnliche Weise können wir im Fall tx e N2, t2 e M2 fortsetzen. 
d) Wenn tx e N2, £2 e N2 ist, existieren die Indizien j und k so, daß 

1̂ e ( a 2 ? ; &2?)> ^2 G (a2k> hu) und j <; k ist. Wenn j < k ist, ist ^ < 62;. <: 
= a2Ä- < h u n d daraus 

»(*i) < y(hj) .5 W(a2k) < x(h)-

Wenn j = k ist, ist a2j < tx < t2 < 62?-. Auf den Intervallen (axj; 61?) 
und (a2j; b2j) sind nach IL die Funktionen cxx und a2 gleichzeitig wachsend 
oder fallend und es gilt 

a iWi) ] = a2(*i); ai[cr(«2)] = oc2(t2). 

Wenn ax und a2 fallend sind, so ist oc2(h) > oc2(t2) und deshalb auch 
&i[x(h)] > ^i[x(h)]- Daraus erhalten wir: x(tx) < x(t2). Wenn aa und a2 

wachsend sind, so ist a2(^) < a2(£2) und deshalb auch xx[x(tx)] < oti[x(t2)\. 
Daraus bekommen wir wieder x(tx) < x(t2). 

IV. Die Funktion x(t) bildet das Intervall (a2; b2) auf das Intervall 
(ax; 6X) ab und ist monoton. Deshalb ist sie stetig. 

V. Nach IL und S. 4,3 gilt für jedes t e (a2; 62) 

«2(0 = «IIX*)]-

Der Beweis ist damit zur Ende geführt. 

Satz 4,6: Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz 
einer vollständigen Transformation des Baums Sx auf S2 mit einer 
wachsenden (fallenden) Amplitude ist: Die Räume Sx und S2 sind gerade 
(ungerade) ähnlich. 
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B e w e i s : I. Es seien Sx und S2 z. B. gerade ähnlich. Dann existieren 
gerade kongruente Phasen ax und a2 dieser Räume. Konstruieren wir 
die Funktion x(t) nach S. 4,5. Sie ist in (a2; b2) definiert, sie ist dort 
wachsend und stetig und ihr Wertevorrat ist (ax; 6X). Für jedes t e (a2; b2) 
gilt: oc2{t) -= ^ [#(£)]• Nach S. 3,2 existiert eine vollständige Transfor­
mation des Raums Sx auf S2. 

I I . Die Umkehrung des Satzes folgt aus S. 4,1 und D. 4,3. 
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П О Л Н Ы Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я К У М М Е Р А 
Д В У Х Д И М Е Н З И О Н А Л Ь Н Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В 

Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Резюме 

О. Борувка в своих работах занимался вопросами преобразования ре­
шений двух дифференциальных уравнений 2-го порядка, т. н. преобразо­
ваниями Куммера. Особенное место в этой теории занимают полные пре­
образования. 

Я занимался по совету О. Борувки в своей работе [6] вопросом, какие 
свойства этих преобразований зависят только от того, что мы преобразуем 
двухдимензиональные пространства непрерывных функций. 

В данной работе я продолжаю разбор этого вопроса и хочу показать, 
какие свойства должны выть присущи двум двухдимензиональным про­
странствам непрерывных функций, что бы возможно было полностью 
преобразовать одно в другое преобразованием типа Куммера. В теореме 
4,6 я доказываю, что существование этого преобразования зависит от 
расположения т. н. экстремальных точек. 
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