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SUR LES INTEGRALES DUNE EQUATION
DIFFERENTIELLE ORDINAIRE, LINEAIRE
ET HOMOGENE ET SUR UNE CLASSIFICATION
DES FONCTIONS DE CLASSE C«

DANS L'INTERVALLE 4.

Par Marian MaLec (CRACOVIE)

Présenté le 6 Février 1967

M. Z. Moszner dans sa note [1] a demontré la condition nécessaire et
suffisante suivante:

Théoréme T: La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme des

Sfonctions @, @5, ..., @, de classe C* dans Vintervalle A soit dans cet
intervalle un systéme d’intégrales pour U'équation de la forme

) g = 3, @) g

dans laquelle f(x) 2 =1, 2, ..., n) sont des fonctions continues dans
Vintervalle A, est que le rang de la matrice

(p];, (pg, ooy ¢’}

a ]l PP P

Wn(‘Pl; (pz; ey (pn): ............ .
QoD g

s0it constant dans Uintervalle A.

11 est tout naturel de se poser un probléme suivant: est-que le téo-
réme T restera vrai, si au lieu de supposer que le rang de la matrice

W (¢1, @2,..., @,) est constant, nous supposons que le rang de la
matrice

P Pgs - @
g | PP ®
Wa(q)ly ¢2: L] ¢l): ............. ;
(p.( (IRRREE ,. .?5?.-.1)

est constant pour 1 et s arbitraires par rapport & n.
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Par la suite nous désignerons toujours par n le rang de ’équation
différentielle de la forme (1), par 1 — le nombre des fonctions ¢,, par s —
le nombre des lignes de la matrice W (p,, @,, ..., ¢,), et par p — le rang
de la matrice W, (¢, s, ..., ;) dans U'intervalle A (dans le cas s’il
est constant dans A).

Le probléme ci-dessus a été résolu complétement dans la partie 11
de cette note par les théorémes T'; et T',.

La partie I est consacrée & une classification de l’ensemble X des
fonction de classe C* dans Iintervalle A. A savoir

X=Y*4+ U Y,=Y*4+ u Z
i=1 =1

ou Y* est 'ensemble des fonctions de I’ensemble X, qui ne sont des
intégrales d’aucune équation différentielle, ordinaire, linéaire et homo-
géne (en abrégé une équation de cette sorte sera nommée: I’équation)
aux coefficients de classe C® dans A; & I’ensemble Y, appartiennent
tous les élements de ’ensemble X, qui sont les solutions d’une équation
de rang ¢ aux coefficients de classe 0 dans A, tandis que nous défi-
nirons Z, de fagon suivante:

S Zi=Y\Y, pour =23 ...

Par suite de la clasification susdite dans la partie I sont données les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction ¢ soit I’élement
de I’ensemble Z; (théorémes ¢, et ¢,).

PARTIE 1

1. Introduction.

Suivant avec: attention la démonstration du théoréme T (voir [1])
il est facile de démontrer, que la proposition suivant est vrai:

I. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme des
fonctions ‘

(2) P1s Pos + oo Py

de classe Cn+* (peut étre k = oo) dans l'intervalle A, soit dans cet
intervalle un systéme d’intégrales d’une équation de forme (1) dans
laquelle f;(x) sont de classe C* dans A, est que le rang de la matrice
W, (91, @25 - .., @,) s0it constant dans A.

I1 résulte des théoréme T et I que:
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II. Si les fonctions (2) sont de classe Cn+* dans 'intervalle A et sont
dans cet intervalle un systéme d’intégrales pour I’équation (1) aux
coefficients continus, elles sont également un systéme d’intégrales pour
I’équation de forme (1) aux coefficients de classe CF dans A.

Nous voyons qu’il est facile démontrer les propositions suivantes:

I1II. Si les fonctions ¢, @,, ..., ¢, de classe C*+* dans A sont dans
cet intervalle des intégrales de I’équation (1) aux coefficients de classe C*
dans A, elles sont également des intégrales d’'une équation de rang
n 4+ m, pour m =1, 2, ..., k, aux coefficients de classe C¥~ dans A.

IV. Si les fonctions ¢,, @;, ..., @, de classe C° dans I'intervalle A
sont dans cet intervalle des intégrales de I’équation de forme (1) aux
coefficients de classe C® dans A, elles sont également des intégrales pour
équation de rang n -+ m pour m =1, 2, ... aux coefficients de classe
C> dans A.

Comme corollaire du théoréme IV nous obtenons.

V. Si les fonctions ¢;, ¢, ..., ¢, de classe C* dans l'intervalle A
ne sont des solutions d’aucune équation de forme (1) aux coefficients de
classe C°, également elles ne sont des intégrales d’aucune équation de
rang k < n, aux coefficients de classe C* dans A.

Donnons maintenant un exemple d’une fonction de classe O qui est
une intégrale de ’équation de rang », mais qui n’est la solution d’au-
cune équation de rang inférieur & » aux coefficients de clase C>.

i a + b n-1 .
Exemple 1. Soit f(z) = (x — —5— pour z € [a, b]. Cette fonction

est de classe C* dans [a,b] et comme f")(x) = 0 elle est donc la solution

[a,b]
de I'équation de forme (1) aux coefficients de classe C°. Nous voyons
que f(x) ne peut étre la solution d’aucune équation de rang n — 1

car f0 V(@) = (n— 1) etf(“(»ib — Opouri = 0,1,...,n — 2.

[a,b]
D’aprés cela et & partir de la proposition V nous en déduisons que f(x)
ne peut étre la solution d’aucune équation de rang inférieur & .
Maintenant nous donnons un exemple d’une fonection de classe C®
qui pour chaque n n’est la solution d’aucune équation de rang n.

Exemple 2. Soit

1 .
o s TEmaw) Freeey

0 pour z =a et x = b.



108

On sait que:
4) f(z) est de classe C* dans lintervalle [a, b].

De plus, les dérivées & droite en point a et les dérivées & gauche en
point b de rang quelceonque de f(z) sont égales & zéro, done

G)  fO @) =Ff9—(®) =0pourn =0,1, ... oufO)Lf()
(6) il existe pour chaque » un point 2, € (@, b) tel que f™)(z,) # 0.
Il est évident que si fi(z) = 0, alors f(zx) serait dans Iintervalle
b

a,b)
(@, b) un polyndéme de degré au plus égal & n — 1, ce qui est contraire
a la forme de la fonction f(x).
Désignons maintenant:
1

b—a b—a
(w—a— on )(a—l— ont —x)

(Z - wn)n exp | —

F(z) =

b—a b—a
pourze€|a 4 on ,a + on
— b —
0 pourx:a—{—ll—é{—zetx:ﬁ
\ . ” b—a b—a 1
ol z, est un point de 'intervalle {a +—2n—, a -+ = tel que
1 T\ 0
exp— b—a b—a + 0,
x—a—"—zn—‘ (a/—*"—z';’j‘—x) s

pour n =1, 2, ... [voir (6)].

11 résulte de la forme de la fonction F(x) et de (4) et (5) que F(x) est de

classe C* dans (@, b]. En dehors de cela:

(7) F(z,) =0pours=0,1,...,n — 1 et F®)(z,) # 0 pour chaque n.
11 résulte de (7) que la fonction F(z) ne peut pas étre I'intégrale de

P’équation de rang » dans l'intervalle (@, b] pour aucun =.

2. Classification des fonctions de classe C= dans lintervalle A.

Nous donnerons maintenant quelques propriétés des ensembles Y,
et Z,, définis au début de cette note.

1. L’ensemble Y; pour chaque i n’est pas un ensemble vide, puisque
par exemple la fonction identiquement nulle appartient & Y.
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2. Chaque ensemble Y, forme un espace linéaire au-dessus du corps
des nombres réels par rapport & ’addition des fonetions et & la miltiplica-
tion par un nombre.

3. Pour chaque k < 1, ¥, © Y,. Ce fait résulte directement de IV
(voir p. 107).

4. La différence Y, — ¥, n’est pas un ensemble vide pour & < 1.

: -1
En effet si @, be A, alors la fonction y = (a: — ggj appartient

a Y, — Y, (voir exemple 1).

Voyons & présent que:

A. Z;# gypour I =1,2, ... (voir les propriétes 1 et 4 des 'ensem-
bles Y).

B Z, nZ= g,pour 1 # k.

C. SigeZ, alors apeZ, ou « est un nombre réelle quelconque
différent de zéro.

D. Les ensembles Z, pour ! > 1 ne sont pas des espaces linéaires au
dessus du corps des nombres réelles. En effet si ¢ € Z,, alors —¢ € Z,
(voir C) mais ¢ —¢@ ¢ Z, pour I > 1.

Pour caractériser I’ensemble Z; nous donnons maintenant certaines
conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction ¢ appartienne
3 Pensemble Z;.

Théoréme t,: La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ¢
de classe C* dans Vintervalle A soit Uélement de U'ensemble Z, est que
o(x) = 0 ou @(x) # O pour chaque x € A.

Théoréme t,: La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction @
de classe C* dans Uintervalle A soit un élément de U'ensemble Z;, (I = 2)

est que:
(a) 3l existe un point x, € A tel que '(x,) = Opouri =0,1, ..., I — 2.
(b) pour chaque x, € A, si @' (2,) =0 pourt=0,1, ..., I — 2 alors

"z # 0.
La démonstration du théoréme #, est facile, la démonstration du
théoréme ¢, résulte directement du théoréme I (page 2) si nous posons

PL=F=- =@ =9

PARTIE II

Cette partie est consacrée aux généralisations de la condition necéssaire
et de la condition suffisante du théoréme T, signalées au debut de cette
note.
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Théordme T,: Si les fonctions @1, Pz - - -, Py de classe C* dans Uinter-
valle A sont dans cet intervalle les intégrales de Uéquation (1) et s = n,
alors le rang de la matrice W (@1, @25 ---5 1) est constant dans Uinter-
valle A.

Pour la démonstration il suffit de poser que 1 < n. En effet, si 1 > n,
alors nous désignerons par A(®;, @5, ..., ;) l'espace linéaire qui
g’étend sur les éléments ¢,, @,, ..., ¢;, et par dim A(g,, @,, ..., ¢;)
la dimension de celle-ci. En utilisant la théorie des équations différen-
tielles, ordinaires nous obtenons dim A(gy, @,, ..., ¢;) =r < n, donc
le rang de la matrice W (¢;, @,, ..., ¢;) est égal au rang de la matrice
W @i,> @5 ---» @;,) pour chaquezeA,oul <4 < lpourl £k = r.

Nous supposons maintenant que les fonctions ¢,, @,, ..., ¢, pour
1 £ n sont des solutions de 'équation (1), alors d’aprés le théoréme 7'
et IIL (voir p. 107) les fonctions ¢,, @,, ..., @, sont également les inte-
grales pour une certaine équation de rang s dans 'intervalle A. Il resulte
d’aprés le théoréme T que le rang de la matrice W, (¢, @z, ..., @,
@1, ..., @) est constant dans I'intervalle A.

8—1 fois
Nous pouvons obtenir égalément la démonstration du théoréme T,
n’ayant pas recours aux théorémes I, II et III.

Remarque 1. Le théoréme T; n’est pas vrai dans le cas ol s < n,
mdépendamment de I. En effet soit ¢, =@, = ... = ¢, = ¢ dans
l'intervalle A olt @ est une fonction quelconque de Iensemble Z, (voir
page 106) ot n = 2. Il resulte du théoréme ¢, (la condition (a) et (b)) que
le rang de la matrice Wy(¢;, @2, - - -5 @;) ne peut pas étre constant dans
Pintervalle A.

Théoréme T,: St

1° les fonctions @1, @ - - ., P; Sont de classe C™ dans Vintervalle A

2° le rang de la matrice W (@1, @3, - .., @;) est égal @ p pour chaque
zelA

3°n =s

4° si l > s, alors p < s,
alors les fonctions @y, Py, ..., Py SONk les intégrales de Uéquation (1) dans

Vintervalle A.
11 resulte du lemme suivant:

Lemme: Si les fonctions @y, @z, ---» @, Sont de classe C'+1 dans
Vintervalle A et le rang de la matrice W (@1, @, - - -, @1) est égal & p pour
chaque xe€ A et p < min (1, k), alors le rang de la matrice est égale p

pour chaque x€ A Wy (@y, @2r > P15
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et des I, 11, 111 (page 106 et 107) que powr démontrer le théoreme T, il
suffit d’examiner seulement les deux cas suivanis:

A 1=n=s

B.l>nzs>p

Démonstration du lemme: Supposons qu’il existe pour un certain
%y € A le mineur M de degré p + 1 de la matrice W, 1(¢1, @s, ..., @)
différent du zéro en z,. Comme le mineur M est une fonction continue dela
variable x, alors il existe un entourage 4 du point z, tel que M # 0
pour x € § (par entourage § du point 2, nous comprenons entourage par
rapport & Uintervalle A). Désignons par [,, I, ..., 1,1, le numéros des
colonnes de la matrice W,.(@;, @3, ..., @;) dont les élements sont les
éléments du mineur M. Comme le rang W (@, @z, ---» @) =P <

4

< min (I, k), alors

(8) det Wp+1((pll, Ply> -5 PL,.,) ? 0
11 s’ensuit de I'identité (8) (voir [2]) qu’il existe un sous-intervalle J*

dans l'intervalle ¢, dans lequel les fonctions ¢;, ¢z, ..., ¢i,, sont
linéairement dépendantes, done il existe des constantes C; (1t = 1,2, ...,
p + 1) telles que

p+1 P+l
9) ZCi(pl‘ =0 et Z C'f‘ >0

i=1 o* i=1

En différentiant de I'identité (9) un nombre de fois voulu il est facile
de montrer que le mineur M doit étre identiquement égal & zéro dans 6*
ce qui est contraire au fait que M # 0 pour =€ 4.

Démonstration du théoréme T,.

Ad A. Remarquons que le rang de la matrice W, (¢, @, ..., ¢;)
est égal au rang de la matrice W, (¢,, @s, ..., @, @1, :-., ¢;) pour

n—1 fois
chaque z € A, alors d’aprés le théoréme T' le systéme des fonctions
@1, @2» - .-, @, est un systéme pour I’équation de forme (1) dans l'inter-

valle A.

Ad B. Soit z, € A, alors d’aprés la supposition il existe un mineur M
de la matrice W (¢, @5, ..., ¢;) de degré p < s différent du zéro au
point z,. Comme M est une fonction continue, alors il existe un entou-
rage 0 du point z, tel que M # 0 pour chaque z € 8. Changeant des
indices des fonction ¢;, @;, ..., ¢, nous pouvons supposer que le mi-



112

neur M est formé des p premiéres colonnes de la matrice W (¢;, @a,
..+, @). Alors le rang de la matrice W (¢;, @, ..., ¢,) est égal & p
pour chaque z € 6.

Supposons & présent qu’il existe un point @, € A tel que le rang de la
matrice W (gy, @;, - .., ¢,) au pointz, est égal & p; < p. Nous pouvons
supposer que &, est 'extremité de I'intervalle 6. Puisque rang W (¢,
Pas voes Oy @) = rang W@y, 93, ---» ¥p) = p pour chaque e et
k=p+1,p+2, , 1, alors — pour r = p 4 1 — les suppositions
du théoréme suivant sont satisfaites.

Théoréme H: Si

1° les fonctions ¢y, @3, -.., @, sont de classe C* dans Uintervalle &
2° le rang de la matrice W (@, @a, ..., @,) est égal a p pour chaque
z€d

3° ¢ > min (r — 1, p),

alors il existe un systéme des constants C Ha=1,2 r, f=1,2,

e, P) tel queZCM(pa(x)—Opour chaque x€d, B =1,2,...,p et

le rang de la ma,tmce [| Coz Il est égal & p., (voir [2] p. 177 et les remar-
ques complementaires dans la note [3] p. 262%)).

De 13 nous avons pour k£ fixé (p+1=k<1) Z Cos9q() +

+ Opﬂﬂ(pk(x) = 0 pour chaque zed, f=1,2, , P et le rang de la
matrice || Oy, || est égal & p. Soit €, , =0, alors

* Z Co1@Pa(®) = 0 pour chaque x € 6.
a=1

ptl
Ce n’est pas vrai que Y, C%, = 0 parce que le rang || Cus|| = p et
a=1 -

d’apres (*) nous concluons que le rang de la matrice W (¢, @,, ..., (pp)
ne peut pas étre égal & p dans U'intervalle §. Il s’ensuit de & que C,,1; ; == 0
donc chaque fonction @, (p + 1 < k& < 1) est une combinaison linéaire
des fonctions ¢y, ¢,, ..., @, dans Pintervalle 6. Il resulte de 13 et de la
continuité des fonctions @;, ¢,, ..., @, dans Pintervalle A que chaque
fonction @u(p +1 < k < 1) est une combinaison linéaire des fonctions
@1, Qg --+» ¢p dans . Par conséquent

rang W (@1, @25 « - Qo=z, = rang W@y, @a, -, Qplz—a, = P1 < P

*) Les remarques complémentaires dans la note [3] ont été faites pour le schéma
de Haupt qui n’embrasse pas le cas des fonctions réelles. D’ailleurs il est facile de
montrer que les remarques mentionnées sont vraies également pour cas dermiéres.
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ce qui est en contradiction avec le fait que le rang de la matrice W (g, ,
@3, .- -5 @) est égal & p pour chaque x € A. Donc nous avons montré
que le rang de la matrice W,(¢;, @,, ..., @,) est égal & p pour chaque
xz € A, alors d’aprés le lemme le rang de la matrice W, (¢, @a, .-, @,
@15 .-+ @) est égal & p dans l'intervalle A. D’aprés le théoréme T

n—p fois
les fonctions @, , @,, ... @, sont done les intégrales d’une équation de la
forme (1). Mais

rang W @y, @5, - .., Pps @) = rang W@y, @2, -, @p) =D

pour chaque zeA et k=p 41, p 4+ 2, ..., 1. Alors chaque fonction
Ppt1> Pp+a> ---» @, €8t une cominaison linéaire des fonctions @, @,,
..., @, dans A (ce fait nous ’avons montré ci-dessus pour I'intervalle 4
— la démonstration pour I'intervalle A est analoque). Par conséquent les
fonctions @,, @,, ..., @, sont dans 'intervalle A les intégrales d’une
équation de la forme (1).

La démonstration du théoréme T, est ainsi terminde.

Remarque II: Les suppositions 3° et 4° du théoréme T, sont essen-
tielles. Le théoréme T, n’est pas vrai dans le cas o » < s, méme si la
condition 4° serait remplie.

Exemple. Soit ¢, = @, = ... = ¢, = @ oll @ est une fonction quel-
conque de I’ensemble Z (s = 2). Alors d’aprés le théoréme t, (la condition
(a) et (b)) nous avons

rang W (@1, @25 s @) =rang || @, ¢y ..., @* V|| =1

pour chaque z € A.

Mais la fonction @ ne peut étre la solution d’aucune équa.tion de rang
n < s.

La théoréme T, n’est pas vrai non plus dans le cas 1 > s = p (évide-
ment il ne peut pas étre p > s), méme si la condition 3° serait 1emplie.

Exeinple. Soit
pr=a"1 g=2"% ..., 9, 1=2 ¢, =1, ¢8+1='¢’+2= ==

ol s <n, 1>set peZ, pour un k > n. Alors le rang de la matrice
W@y, @z, ..., @) est égal & s pour chaque z, car le mineur W,(¢,,
@25 - .., @,) est toujours différent de zéro, tandis qu'il est fa.clle de
montrer que le systéme @;, @, - .., @, ne peut étre la solution d’aucune
équation de rang » puisque £ > n.

Désignons maintenant par (a) et (b) les propositions suivantes:
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(a) le rang de la matrice W (¢;, @a, -..¢,) est égal & p pour chaque
zelA

(b) les fonctions ¢,, @,, ..., ¢, de classe Cmax(n.5) dans l'intervalle A
sont dans cet intervalle un systéme d’intégrales pour ’équation (1) aux
coéfficients continues dans A.

La proposition suivante ,,si (a), alors (b)‘° nous 1’écrirons (a) — (b).
Analogiquement la proposition ,,si b, alors e nous 1’écrirons sous la
forme (b) — (a). Si (b) ne résulte pas de (@) ou si (@) ne résulte pas de (b),
alors nous écrivons (@) 4+ (b) ou (b) +» (a).

Nous pouvons écrire les résultats de la partie IT de cette note sous
la forme du tableau suivant:

s=n (@) == (b)
1=n e>n (6) —> (a), (@) —> (b)
"< n p<e (@) —> (), (b) —f> (a)

p=s (a) = ®)

s=n (@) &= (b)
1<n 8> n (b) —> (@), (a) > (h)
s=1 (@) — (b), (b) o> (@)
s<n 5<1 p<s (@) — (b), (b) > (a)

p=s | (@0

p<s (a) == (b)

e=n

p=s (6) —> (a), (a) o> (b)
1>n a>n (b) —> (a), (@) > (b)
s<n p<e (@) — (b), (0) 4> (a)

p=s (@) <f= ®)
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