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ALLGEMEINE KARDINALOPERATIONEN

OupikicH KoPECER, BRNO

Eingegangen am 15. November 1966

1. EINLEITUNG

G. Birkhoff hat in seiner Arbeit [2] sechs Operationen fiir geordnete
Mengen definiert: Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kardinalpotenz,
Ordinalsumme, Ordinalprodukt und Ordinalpotenz. M. M. Day hat
in der Arbeit [3] die Operationen der lexikographischen Summe und des
lexikographischen Produktes so eingefiihrt, daf die Kardinalsumme,
die Ordinalsumme und das Ordinalprodukt fiir zwei geordnete Mengen
in der lexikographischen Summe und das Kardinalprodukt, das Ordinal-
produkt und die Ordinalpotenz im lexikographischen Produkt als Spe-
zialfélle enthalten sind. Die lexikographische Summe hat also das Kar-
dinalprodukt und das lexikographische Produkt die Kardinalpotenz
,,nicht getroffen (wie wir daran in der Arithmetik der natiirlichen
Zahlen gewohnt sind). Diesen Mangel versuchen wir jetzt durch die
Einfithrung der sogenannten allgemeinen Kardinaloperationen — der
allgemeinen Kardinalsumme und des allgemeinen Kardinalproduktes —
zu beseitigen.

Zuerst erinnern wir uns nur an die Bezeichnung der Operationen fiir
geordnete Mengen, deren Definitionen z. B. in der Arbeit [3] genau
angefithrt werden. Es sei {M, | » € G} das geordnete System von geord-
neten Mengen und P, @ zwei geordnete Mengen. Es sei ferner G eine

Gegenkette; dann bezeichnen wir die Kardinalsumme mit X M,, das
e@

Kardinalprodukt mit P.Q, I M,, die Kardinalpotenz mit P?. Es sei im
el

Gegenteil @ eine Kette, dann bezeichnen wir die Ordinalsumme mit X° M
1e@

Das Ordinalprodukt bezeichnen wir mit P .. Die lexikographische

Summe wird mit 2! M, bezeichnet.
1e@

Die Beweise geben wir nur bei dem assoziativen Gesetze der all-
gemeinen Operationen an, andere kann der Leser leicht selbst rekonstru-
ieren.

.

2. DIE ALLGEMEINE KARDINALSUMME

Es seien 4,, A, Untermengen einer geordneten Menge M. Dann
schreiben wir 4,4, dann und nur dann, wena fiir beliebige a,€4,, a,c4,
die Beziehung a, < a, gilt. Wenn M eine Zerlegung auf der Menge M
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mit den Klassen 4 € M ist, dann ist die Relation ¢ eine strenge Ordnung
auf der Zerlegung M ; wir bezeichnen sie mit <.

Fernerhin werden wir uns in diesem Artikel mit der folgenden Situa-
tion beschéftigen: es seien stets M, @, M, solche geordnete Mengen, dal
jedem (e G die geordnete Menge M, = M zugeordnet ist; es sei also
ein geordnetes System von geordneten Mengen — kurz ein System —
{M,| M, = M, e G} gegeben.

1. Definition: Es sei {M, | M, < M, 1 € G} ein System. Sei ‘:EZM, die
Menge aller geordneten Paare (¢, @,), wo t€ G, a,€ M,, auf welcher die
Ordnung auf folgende Weise definiert ist: fiir beliebige (¢, a.,),
(¢, b,) € %{M, gilt

(&5 a,l)w;(z‘zl, b,), dann und nur dann, wenn ¢, < ¢, und a, < b, in M.

Dann heilt X M, die allgemeine Kardinalsumme.
e@

2. Definition: Das System {M, | M, < M, «€ G} heiBit isoton, wenn aus
< iy stets M, eM,, folgt.
3. Satz: Es ses {M,| M, = M, 1€ G} ein System. Die Formel

M
M =22M,
te@ e @
gilt dann und nur dann, wenn das System isoton ist.
4. Bemerkung: Es sei {M,| M, < M, 1€ G} ein System. Wenn G eine
M

Gegenkette ist, dann gilt die Formel X M, = X M,; wenn das System

e @ e@
1soton ist und wenn G eine Kette ist, dann gilt die Formel
M
M= 2M,.
€@ €@

5. Bemerkung: Es sei {M,| M 2 M, ~ N, 1€ G} ein isotones System.
M
Dann gilt die Formel X M,~ G.N.
1eG
6. Lemma: Fiir ein beliebiges System {M,|M, < M,.e G} gilt

M
XM <cGM
1@
7.8atz: Es sei {M,| M, = M, € G} ein System. Dann gilt die Formel
M

ZM =GM.
@

Die Behauptung der Bemerkung 5 folgt aus den bekannten Eigen-
schaften der lexikographischen Summe, denn diese Summe in unserer

neuen Operation als Spezialfall enthalten ist. Uberdies sehen wir aber



37

aus dem Satz 7, daB das Kardinalprodukt fiir zwei geordnete Mengen

auch in der allgemeinen Kardinalsumme als Spezialfall enthalten ist und

so erfiillt es unsere Forderungen, die in der Einleitung angegeben sind.
8. Beispiel: Es seien M, G folgende geordnete Mengen:

M
Dann hat die geordnete Menge X M, folgendes Diagramm:
eG

(i)

(2,2) I
(2,¢)

(1a) (1,4
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9. Satz: Es seten M, G geordnete Mengen, die fest gegeben sind. Dannist
die Menge aller Untermengen der geordneten Menge G.M gleich der Menge
M

aller allgemeinen Kardinalsummen % M,.
e G

In der Tat: Eine Inklusion folgt aus Lemma 6. Umgekehrt sei X < G.M
eine beliebige Untermenge. Wir setzen Gy ={¢| 1€ G, a € M exist. so,
daB (v, a)e X}, M, ={a|a€e M, (¢s,a) € X} und ferner setzen wir

M

M, = 0 fir jedes 1€ G — @;. Wir sehen sofort, da X = X M gilt
te@

und daher auch die Gleichheit der Menge aller Untermengen der Menge
M

G.M und der Menge aller allgemeinen Kardinalsummen X M, in

e@
Kraft ist.

3. DAS ASOZIATIVE GESETZ DER ALLGEMEINEN
KARDINALSUMME

10. Satz: Es sei {M,| M, < M, € G} ein System und es set G eine
solche Zerlegung auf der Menge G, daf3 die Formel G ~ X' T gilt. Es sei
o Te@
fernerhin das System {U M, | T' € G} isoton. Dann gilt die Formel
el

M M
SM~3 S,
1@ TeGieT

M
Beweis: Es sei # = (,a)e X M,, dann gilt a € M, und existiert
e @

_ M
ein Element Ty e G so, daB ¢e T,; folglich ist e X M, und weiter
eT,

M
y = (Ty,x)e Xt X M,. Wir zeigen, daBl die Abbildung ¢: ¢(z) = y
. TeGeT
ein Isomorphismus ist. Die Abbildung ¢ ist surjektiv, da man leicht
M M

zeigt, daB ein z€X M, fir jedes ye X! T M, so existiert, dafl
te@ TeG el

d(x) = y gilt. Die Abbildung ¢ ist offenbar injektiv.
M

Wir beweisen noch die beiderseitige Isotonie: Es sei z,,x, € £ M,,
e@

2, = (41, @y), Ty = (ty, @) und x; < x,. Dann ist ¢; £ ¢, und a, < a,.

Ferner gibt es entweder ein 7', € @ mit z,, 7, € 3 M , oder gibt es T,

ey

M M
T,eG@ mit z,e ZM,, z,€ 2 M, Im ersten Fall gilt fir y, =
€T, teTy
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= (T, %)), y, = (T, x,) die Beziehung y, < y,; im zweiten Fall ist
4 < ty; daraus ergibt sich mit Rucksmht auf die Eigenschaft der Zorle-
gung G die Beziehung T < Ty; fiur y, = (T4, 7)), y, = (Ty, 7,) gilt
daher y;, < y,. E3 sei umgrekehrt Yy Sy, fury, = (T, 2,), yo = (T, z,).
Also ist entweder T, < T, oder T, = T', und «, < x,. Wenn T, < T,
ist, so gilt fiir z, = (¢4, @,), , = (1, a,) die Beziehung ¢, < l,z und somit
auch a; £ a, mit Riicksicht auf die Isotonie des Systems { U M, | TeG}.

Also gilt z; < @, im ersten Fall. Wenn T';, = T, und 2, < x2 lst so gilt z,,
M M

z,€ XM, und x, £ x, gilt auch in der Menge X M,. Wir stcllen
el e@

fest, dal ¢ ein Isomorphismus ist.

Wir bemerken, dafl auf einer beliebigen geordneten Menge G stets einc

solche Zerlegung @ existiert, daB G ~ X!T gilt.
Te@

11. I‘olgel‘ung Es sei {M,| M, = M, 1€ G} ein isotones System und
es sei (' eine solche Zerlegung auf der Menge G, daf G ~ X! T gilt. Dann
st XM, = XXM TeG

e@ Te@ 1eT

12. Folgerung: Es sei {M,| M 2 M, ~ N, 1€ G} ein isotones System.

Es sei G eine solche Zerlegung auf der Menge G, daff G~ X! T gilt. Dann

Te@
gilt die Formel (Z!T). N ~ X! (T, N).
Te@ TeG
In der Tat: Ist G eine solche Zerlegung von @, dafl G >~ X! T gilt,

Te@G
dann folgt aus der Isotonie des Systems {M | M, € M, € G} auch
die Isotonie des Systems {U M,|TeG}. Ferner ist das System

{M, M, = M, T} fir ]edes TE @ isoton.

13. Folgerung Es sei {M,| M, < M, t€ G} ein System. Es sei G eine
solche Zerlegung auf der Menge G, daff G E_T gilt. Dann gilt
M M _ 7w
XM >3 XM, (G ist hier eine Gegenkette und die Bedingung
e@ Te® eT
der Isotonie des Systems { U M, | T' € G} ist nicht notwendig.)

eT

14. Bemerkung: Es ses G eine Gegenkelte. Dann ist eine beliebige Zer-

legung G mit G ~ ' T auch eine Gegenkette und es gilt die Formel
Te@

IMxX ZM,.
e@ Te@ 1T

Dieses ist schon eine unmittelbare Verallgemeinerung des Gesetzes
aus [1]. Ahnliche spezielle Formeln bekommen wir leicht auch fiir die
Ordinalsummen.
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4. DAS ALLGEMEINE KARDINALPRODUKT

M
15. Definition: Es sei {M, | M, = M. 1 G} ein System. Sei 11 M, die
te@

Menge aller isotonen Abbildungen x von G in M mit der Eigenschaft
x(t) e M, fir jedes te G,

auf welcher die Ordnung auf folgende Weise definiert ist: fiir beliebige z,,
M

xz,€ I1 M, ist
e @

2, £ x,, genau dann, wenn z,(:) £ xz,(¢) in M, fir jedes (€ G gilt.

Dann heifit H M, das allgemeine Kardinalprcdukt.

16. Satz: Es sei{M,| M, = M, 1€ G} ein System. Sei G_ die Gegenkette
auf der Menge G. Die Formel

M
nMm, =11Mm,
e @ €G_
gilt genau dann, wenn das System {M,| M, = M, ¢ & G} isoton ist.
17. Folgerung: Wenn es ein solches System {M,| M, = M, 1€ G} gibt,
M

daff M = X' M, gilt, so gilt die Formel 11 M, = I1 M,. Ist speziell G
e@ te@ eG_

M
eine Gegenkette, so gilt 11 M, =11 M,.
1e@ 1e@

M
18. Lemma: Es seien M, G geordnete Mengen. Dann ist 11 M, =
e@
S M€ fiir ein beliebiges System von Untermengen {M,| M, < M, ¢ € G}.
19. Satz: Es sei {M,| M, = M, 1€ G} ein System. Dann gilt die Formel

M
1M, = Me.
te@

Aus den Sitzen ist es klar, dall die neue Operation unszre Forde-
rungen erfiillt. Die charakteristische Eigenschaft unserer Operation
ist im Lemma 18 enthalten.

20. Definition: Es sei {}, | M, = M, € G} ein System. Fiir jedes ¢ € @
setzen wir M, = {z(1) |z € H M}
€@

M M
Man sieht leicht ein, daB II M = Il M, fir ein beliebiges
te@ @

System {M,| M, = M, 1€ G} gilt.
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21. Beispiel: Es seien M, ¢ folgende geordnete Mengen:

f
NG "
4 ' b

Wir wihlen ferner das System {M,|M,< M, .G} wie folgt: M, =
M
={a, b, d}, M, ={d, f}, M3 = {c,e}. Dann besteht die Menge II M,
e@
aus folgenden Abbildungen 4, B, C, D:

| 1 2 3
Ala f e
Bla d e
Cla f c
Dia d c
M
Also hat die Menge Il M, folgendes Diagramm:
e@
A
B
D

5. DIE MENGE DER ALLGEMEINEN KARDINALPRODUKTE

Es seien M, G geordnete Mengen die fest gegeben sind.
22. Definition: Es sei X < M9 wir bilden die Mengen Y, =
M
= {x(¢) | x € X} fiir jedes ¢ € G. Dann heifit die geordnete Menge II Y,
e@
die Hiille der Menge X; wir bezeichnen sie mit X. Wenn X = X gilt,
dann heiBt die Menge X abgeschlossen.
23. Lemma: Fiir beliebige X, X* = M€ gils:
(@)X = X,(b)aus X < X*folgt X < X*(c) X = X.

24. Bemerkung: (a) Die Zuordnung X — X ist eine Hiillenoperation auf
der geordneten Menge MC, welche hier eine Cechsche Topologie definiert.
(b) Jede einelementige Untermenge der Menge M¢ und die Menge M€ sind
abgeschlossen.
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25. Satz: Die Menge von allen abgeschlossenen Untermengen der

Menge MC ist gleich der Menge aller allgemeinen Kardinalprodukte H M,.

e @

In der Tat: Sei II M, ein Dbeliebiges allgemeines Kardinalprodukt.
e

M
Mit Riicksicht auf den Hilfsatz 18 ist Il M, = M¢. Wir zeigen, daf3
e @

H M, in M¢ abgeschlossen ist. Wir setzen Y, = {x(¢) [xe H M} fiir
e@

jedes 1 € G. Mit Riicksicht auf die Definition 20 sehen wir, daB Y = M,

M M M
fir jedes (€@ ist und ferner II ¥, =11 M, gilt. Il M, ist also
eG e@ e@

eine abgeschlossene Menge. Umgekehrt sei X < M€ eine beliebige abge-
M

schlossene Untermenge. Dann gilt X =11 Y,, wo Y, = {2(:) |z € X}
e@

ist.
26. Beispiel: Es sei a, be M. Wir setzen [a, b] = {c|a < ¢ < b}.
M
Es seien z,, , € M¢ beliebig. Dann gilt die Formel II [2,(¢), ®,(¢)] =
te@
= [#;, z,] und die Untermenge [z,, z,] der geordneten Menge M¢ ist
also abgeschlossen.

6. DAS ASSOZIATIVE GESETZ DES ALLGEMEINEN
KARDINALPRODUKTES

27. Satz: Es sei {M,| M, < M, 1€ G} ein System und G sei eine solche
Zerlegung, daff G ~ Z'T g¢ilt. Das System {U M,|TeG} sei isoton
TEG
und sei G- die Gegenkette auf der Menge G. Dann gilt die Formel

fMu, ~1 1,

e @ TeG_ 1eT
M

Beweis: Es sei er M, beliebig; x ist daher eine solche isotone

Abbildung der geordneten Menge G in M, daB 2(¢) € M, fir jedes te G
gilt. Zu dieser Abbildung existiert genau eine isotone Tella,bbildung

yp: T — M mit &hnlicher Eigenschaft. Offenbar gilt yTeH M, und
die Menge {yr | T € G} bestimmt genau eine Abbildung y der Menge G

in U II M; also ist yell H M,. Damit ist eine Abblldung y =
TeGeT TeG_ 1T
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M M
= @(x) der Menge Il M, in die Menge Il II M, definiert. Diese

e @ ’['eG e
Abbildung ist surjektiv: Es sei y € 11 H M, beliebig; y ist die Abbil-
» Iy TeG_ eT u
dung der Menge G in U Il M,, fir welche y,ell M, fir jedes
Te@ 1T el

Te@ gilt. Fir jedes T € G ist daher y; eine isotone Abbildung der

Menge T in M mit der Eigenschaft, daB y,(:) € M, fiir jedes 1€ T gilt.

Mit Riicksicht auf die Isotonie des Systems { U M, | T'e ¢} sehen wir,
el

daf} y. T, (T, )eyy, (T,) aus T', < T, folgt. Also existiert genau eine isotone
Abblldung z:G— M, welche eine Fortsetzung von y,, fiir jedes T'e @ ist;

also existiert ein x € H M, so, daB y = @(x) gilt. Die Abbildung g ist

e
ferner offenbar injektiv. Wir zeigen noch die beiderseitige Isotonie.
M
Es sei x, a*€ Il M, und = £ a*. Dieses gilt dann und nur dann,
e @

wenn x(t) < a*(¢) fiir jedes ¢ € G ist, also genau dann, wenn ¥ ,(¢) £ yn(t)
fiir jedes (e T und jedes T €  in Kraft ist. Letzteres gilt genau dann,

wenn ¥, < ypin [111M fiir beliebiges 7' € G ist. Sei y(T') = y,, yo(T) =

=y} fiir jedes T €. Dann ist y, y*e II h M, y= k), y*=

Teﬁ;. eT .
= @(x*). Offenbar ist y < y* genau dann, wenn y, < yJ fiir jedes T € G
gilt. Also ist # £ #* genau dann, wenn p(x) £ @(z*) gilt. Wir stellen
fest. daB @ ein Isomorphismus ist.

28. Folgerung: Es sei {M,| M, = M, 1€ G} ein System und es ses &

M
eine solche Zerlegung, daff @ ~ XT gilt; dann gilt die Formel I1 M, ~

Te@ e@
M

~ II MMM,
TeG el

29. Bemerkung: Es sei {M,| M, = M, 1€ G} ein System und G set etne
Gegenkette. EHs sei G eine beliebige Zerlegung. Dann gilt die Formel
Ny~ NI II M,

1e@ TeGieT

Das ist schon eine direkte Verallgemeinerung des Gesetzes aus [1].

30. Bemerkung: Es sei {M, | M = M, 1€ G} ein System und G sei eine
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T
solche Zerlegung, daff G = X T gilt. Dann gilt die Formel MT<G x
TeG
~ II M7,
Te@

Dieses ist wieder eine bekannte Relation.
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