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A L L G E M E I N E K A R D I N A L O P E R A T I O N E N 

O L D Ř I C H K O P E Č E K , B R N O 

Eingegangen am 15. November 1966 

1. E I N L E I T U N G 

G. Birkhoff hat in seiner Arbeit [2] sechs Operationen für geordnete 
Mengen definiert: Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kardinalpotenz, 
Ordinalsumme, Ordinalprodukt und Ordinalpotenz. M. M. D a y hat 
in der Arbeit [3] die Operationen der lexikographischen Summe und des 
lexikographischen Produktes so eingeführt, daß die Kardinalsumme, 
die Ordinalsumme und das Ordinalprodukt für zwei geordnete Mengen 
in der lexikographischen Summe und das Kardinalprodukt, das Ordinal
produkt und die Ordinalpotenz im lexikographischen Produkt als Spe
zialfälle enthalten sind. Die lexikographische Summe hat also das Kar
dinalprodukt und das lexikographische Produkt die Kardinalpotenz 
,,nicht getroffen" (wie wir daran in der Arithmetik der natürlichen 
Zahlen gewöhnt sind). Diesen Mangel versuchen wir jetzt durch die 
Einführung der sogenannten allgemeinen Kardinaloperationen — der 
allgemeinen Kardinalsumme und des allgemeinen Kardinalproduktes — 
zu beseitigen. 

Zuerst erinnern wir uns nur an die Bezeichnung der Operationen für 
geordnete Mengen, deren Definitionen z. B. in der Arbeit [3] genau 
angeführt werden. Es sei {M. \ i e G} das geordnete System von geord
neten Mengen und P, Q zwei geordnete Mengen. Es sei ferner G eine 
Gegenkette; dann bezeichnen wir die Kardinalsumme mit S M , das 

ieG 

Kardinalprodukt mit P.Q, U M., die Kardinalpotenz mit PQ. Es sei im 
teG 

Gegenteil G eine Kette, dann bezeichnen wir die Ordinalsumme mitS ö M,. 
ieG 

Das Ordinalprodukt bezeichnen wir mit P 0Q. Die lexikographische 
Summe wird mit E' Mt bezeichnet. 

ieG 

Die Beweise geben wir nur bei dem assoziativen Gesetze der all
gemeinen Operationen an, andere kann der Leser leicht selbst rekonstru
ieren. 

2. D I E A L L G E M E I N E KARDINALSUMME 

Es seien Aly A2 Untermengen einer geordneten Menge M. Dann 
schreiben wir AteA2 dann und nur dann, wenn für beliebige axeAx, a2eA2 

die Beziehung ax S % gu t- Wenn M eine Zerlegung auf der Menge M 
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mit den Klassen A eM ist, dann ist die Relation e eine strenge Ordnung 
auf der Zerlegung M; wir bezeichnen sie mit < . 

Fernerhin werden wir uns in diesem Artikel mit der folgenden Situa
tion beschäftigen: es seien stets M, G, Mt solche geordnete Mengen, daß 
jedem t e G die geordnete Menge Mt e M zugeordnet ist; es sei also 
ein geordnetes System von geordneten Mengen — kurz ein System — 
{Mt | Mt <= M, teG} gegeben. 

M 

1. Definition: Es sei {Mt | Mt £ M, t e G} ein System. Sei 2 Mt die 
teG 

Menge aller geordneten Paare (t, at), wo teG, ate Mt, auf welcher die 
Ordnung auf folgende Weise definiert ist: für beliebige (il9 a.), 

M 

(t2, bl2)e 2 M, gilt 
teG 

(il9 atl) ^ (t2, blz), dann und nur dann, wenn ix ^ t2 und atl ^ b,2 in M. 
M 

Dann heißt 2 Mt die allgemeine Kardinalsumme. 
teG 

2. Definition: Das System {Mt | Mt £ M, t e G} heißt isoton, wenn aus 
tx < t2 stets MtleMl2 folgt. 

3. Satz: Es sei {Mt \ Mt £ M, teG} ein System. Die Formel 
M 

2 M, = 2< Mt 
teG teG 

gilt dann und nur dann, wenn das System isoton ist. 
4. Bemerkung: Es sei {Mt \ Mt £ M, teG} ein System. Wenn G eine 

M 

Gegenkette ist, dann gilt die Formel 2 Mt = 2 Mt\ wenn das System 
teG teG 

isoton ist und wenn G eine Kette ist, dann gilt die Formel 
M 

S I , = ItaMt. 
teG teG 

5. Bemerkung: Es sei {Mt \ M ^ Mt ~ N, teG} ein isotones System. 
M 

Dann gilt die Formel 2 Mt ~ G 0 N. 
teG 

6. Lemma: Für ein beliebiges System {Mt \ Mt c M9 t e G} gilt 
M 

2 Mt c G.M. 
teG 

7. Satz: Es sei {Mt \ Mt = M, teG} ein System. Dann gilt die Formel 
M 

2 Mt = G.M. 
teG 

Die Behauptung der Bemerkung 5 folgt aus den bekannten Eigen
schaften der lexikographischen Summe, denn diese Summe in unserer 
neuen Operation als Spezialfall enthalten ist. Überdies sehen wir aber 
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aus dem Satz 7, daß das Kardinalprodukt für zwei geordnete Mengen 
auch in der allgemeinen Kardinalsumme als Spezialfall enthalten ist und 
so erfüllt es unsere Forderungen, die in der Einleitung angegeben sind. 

8. Beispiel: Es seien M, G folgende geordnete Mengen: 

м 

Wir wählen ein System von Untermengen {Mt \ Mt c M, ieO} wie folgt: 

M, 

Dann hat die geordnete Menge S M folgendes Diagramm: 
. 6 0 

(wo \^ rt,w/ 

(-,«> 

( V I 

(Ч> 

(Vì 

(1,a) (1,*) 
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9. Satz: Es seien M, G geordnete Mengen, die fest gegeben sind. Dannist 
die Menge aller Untermengen der geordneten Menge G.M gleich der Menge 

M 

aller allgemeinen Kardinalsummen 2 Mr 
teG 

In der Tat: Eine Inklusion folgt aus Lemma 6. Umgekehrt sei X <=: G.M 
eine beliebige Untermenge. Wir setzen Gx={t\ teG, ae M exist. so, 
daß (t, a) e X}, Mt = {a \ a e M, (t, a) e X} und ferner setzen wir 

M 

Mt = 0 für jedes teG — Gx. Wir sehen sofort, daß I = S I ( gilt 
teG 

und daher auch die Gleichheit der Menge aller Untermengen der Menge 
M 

G.M und der Menge aller allgemeinen Kardinalsummen 2 Mt in 
teG 

Kraft ist. 
3. D A S A S O Z I A T I V E G E S E T Z D E R A L L G E M E I N E N 

K A R D I N A L S U M M E 

10. Satz: Es sei {Mt \ Mt _ M, teG} ein System und es sei G eine 
solche Zerlegung auf der Menge G, daß die Formel G _% 2 ' T gilt. Es sei 

fernerhin das System {[) Mt\ T eG} isoton. Dann gilt die Formel 
teT 

M M 
ItMt_t 2 _ 2 M r 

teG TeGteT 
M 

Beweis: Es sei x = (t, a) e 2 Mt, dann gilt aeMt und existiert 
teG 

__ M 

ein Element T0eG so, daß t e T0; folglich ist x e 2 Mt und weiter 
ieT° M 

y = (T0,x)e 2* 2 Mr Wir zeigen, daß die Abbildung (p: cp(x) = y 
TeGieT 

ein Isomorphismus ist. Die Abbildung <p ist surjektiv, da man leicht 
M M 

zeigt, daß ein xeTi Mt für jedes y G Y} 2 Mt so existiert, daß 
ieG TeGieT 

d>(x) = y gilt. Die Abbildung cp ist offenbar injektiv. 
M 

Wir beweisen noch die beiderseitige Isotonie: Es sei x_, x2 e 2 Mt, 
teG 

x_ = (t_, a_), x2 = (t2, a2) und x_ __ x2. Dann ist t_ __ t2 und a_ __ a2. 
__ M 

Ferner gibt es entweder ein T_eG mit x_, x2eT, Mt oder gibt es Tx, 
teTx 

__ M M 

T2eG mit x_ e 2 Mt, x2 e 2 Mr Im ersten Fall gilt für y_ = 
teTx i e T a 
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= (T1,xl), y2 = (Tx,x2) die Beziehung yx <£ y2, im zweiten Fall ist 
ix < i2, daraus ergibt sich mit Rücksicht auf die Eigenschaft der Zerle
gung G die Beziehung Tx < T2\ für yx = (Tx, xx), y2 = (T2, x2) gilt 
daher yx < y2. Es sei umgekehrt yx 5J y2 füryx = (Tx,xx), y2 = (T2,x2). 
Also ist entweder Tx < T2 oder Tx = T2 und xx ^ z2. Wenn Tx < T2 

ist, so gilt für xx = (ix, ax), x2 = (^2, a2) die Beziehung ^ < i2 und somit 
auch a t <£ a2 mit Rücksicht auf die Isotonie des Systems { U Mt\TeG}. 

teT 

Also gilt xx ^ x2 im ersten Fall. Wenn Tx = T2 und #! <i #2 ist, so gilt xx, 
M M 

x2e S Mt und xx <̂  #2 gilt auch in der Menge S Mt. Wir stellen 
ieTx ieG 

fest, daß <p ein Isomorphismus ist. 
Wir bemerken, daß auf einer beliebigen geordneten Menge G stets eine 

solche Zerlegung G existiert, daß G ^ HlT gilt. 
TeG 

11. Folgerung: Es sei {Mt \Mt c M, teG} ein isotones System und 
es sei ö eine solche Zerlegung auf der Menge G, daß G *__% Sz T gilt. Dann 
ist S 'M A = S^S 'M . . TeG 

ieG TeG teT 

12. Folgerung: Es sei {Mt \ M ^ Mt ~ N, ie G} ein isotones System. 
Es sei G eine solche Zerlegung auf der Menge G, daß G ~ Sz T gilt. Dann 

TeG 

gilt die Formel ( S< T) 0 N ~ S'JT 0 N). 
TeG TeG 

In der Tat: Ist G eine solche Zerlegung von G, daß (r ^ S* T gilt, 
Teö 

dann folgt aus der Isotonie des Systems {M. | M. s M, i e G} auch 
die Isotonie des Systems {u Mt\ T e G}. Ferner ist das System 

teT __ 

{Mt | M, Q M, IGT} für jedes TeG isoton. _ 
13. Folgerung: Es sei {M. \ Mt ^ M, teG} ein System. Es sei G eine 

solche Zerlegung auf der Menge G, daß G ^ S T gilt. Dann gilt 
TeG 

M M _ 
S Mt ^ S S Mt. (G ist hier eine Gegenkette und die Bedingung 

ieG TeGieT __ 
der Isotonie des Systems { U Mt\ T e G} ist nicht notwendig.) 

ieT 

14. Bemerkung: Es sei G eine Gegenkette. Dann ist eine beliebige Zer
legung G mit G ^ Ttl T auch eine Gegenkette und es gilt die Formel 

TeG 
SM. ^ s_ s M.. 

ieG TeG ieT 

Dieses ist schon eine unmittelbare Verallgemeinerung des Gesetzes 
aus [1]. Ähnliche spezielle Formeln bekommen wir leicht auch für die 
Ordinalsummen. 
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4. DAS ALLGEMEINE KARDINALPRODUKT 

M 

15. Definition: Es sei{M. | M. c M, t G £} ein System. Sei II Mt die 
ieG 

Menge aller isotonen Abbildungen x von G in M mit der Eigenschaft 

x(i) 6 Mt für jedes i e G, 

auf welcher die Ordnung auf folgende Weise definiert ist: für beliebige xx, 
M 

x2e II Mt ist 
teG 

xi = x2> genau dann, wenn xx(i) ^ #2(0 in M. für jedes « e ö gilt. 
M 

Dann heißt II M, das allgemeine Kardinalprcdukt. 
ieG 

16. Satz: KB Be^ {M. \ Mt ^ M, ieG} ein System. Sei GL die Gegenkette 
auf der Menge G. Die Formel 

M 

nM( = nM. 
ieG ( e ö = 

gil£ gemw dann, wenn das System {M. \ Mt ^ M, ieG} isoton ist. 
17. Folgerung: Wenn es ein solches System {M. | Mt £ M, i e G} gibt, 

M 
daß M = S7 M. 0̂ 7l, BO ^ill die Formel U M. = II Mf. JBl speziell G 

teG ieG leG^ 

M 

eine Gegenkette, so gilt II M. = II M4. 
teG teG 

M 

18. Lemma: Es seien M, G geordnete Mengen. Dann ist H Mt e 
( 6 0 

Q Mö /#r ein/ beliebiges System von Untermengen {Mt | M. s= M. ^ G (r}. 
19. Satz: Ks Bei {Mt \ Mt = M, ieG} ein System. Dann gilt die Formel 

M 

nM, = MG. 
teG 

Aus den Sätzen ist es klar, daß die neue Operation unS3re Forde
rungen erfüllt. Die charakteristische Eigenschaft unserer Operation 
ist im Lemma 18 enthalten. 

20. Definition: Es sei{Mt | Mt £ M, i e G} ein System. Für jedes i e G 
M 

setzen wir M\ = {x(i) \ x e II MJ. 
teG 

M M 
Man sieht leicht ein, daß II M\ = II M. für ein beliebiges 

teG teG 

System {M. | Mt s M, * 6 0} gilt. 
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21. Beispiel: Es seien M, G folgende geordnete Mengen: 

ä 4 
M 

Wir wählen ferner das System {Mt | M. c M, teG} wie folgt: Mx = 
M 

= {a, b, d}, M2 = {d, / } , M3 = {c, e}. Dann besteht die Menge IT Mt 
ieO 

aus folgenden Abbildungen A, B, C, D: 

1 2 3 
A a / e 
B a d e 
C a f c 
D a d c 

Also hat die Menge II Mt folgendes Diagramm: 
ieO 

5. DIE MENGE DER ALLGEMEINEN K A R D I N A L P R O D U K T E 

Es seien M, G geordnete Mengen die fest gegeben sind. 
22. Definition: Es sei X c MG; wir bilden die Mengen Yt = 

M 

= {x(t) | x G X} für jedes i e G. Dann heißt die geordnete Menge H Yt 
ieO 

die Hülle der Menge X; wir bezeichnen sie mit X. Wenn X = X gilt, 
dann heißt die Menge X abgeschlossen. 

23. Lemma: Für beliebige X, X* G MG gilt:_ 
(a) X c= X, (b) aus X <= X* /ol^ X c J*{c) X = X. 

24. Bemerkung: (a) Die Zuordnung X -> X ist eine Hüllenoperation auf 
der geordneten Menge MG, welche hier eine Öechsche Topologie definiert. 
(b) Jede einelementige Untermenge der Menge MG und die Menge MG sind 
abgeschlossen. 
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25. Satz: Die Menge von allen abgeschlossenen Untermengen der 
M 

Menge MG ist gleich der Menge aller allgemeinen Kardinalprodukte II Mt. 
teG 

M 

In der Ta t : Sei II M. ein beliebiges allgemeines Kardinalproduk t . 
teO 

M 

Mit Rücksicht auf den Hilfsatz 18 ist II Mt c MG. Wir zeigen, daß 
teG 

M M 

II Mt in MG abgeschlossen ist. Wir setzen Yt = {x(t) \xe Yl M} für 
teO teG 

jedes i e G. Mit Rücksicht auf die Definition 20 sehen wir, daß Yt = M\ 
M M M 

für jedes teG ist und ferner II Yt = Yl Mt gilt, ü M, ist also 
teO teO teG 

eine abgeschlossene Menge. Umgekehr t sei X e MG eine beliebige abge-
M 

schlossene Un termenge. Dann gilt X — IT YL, wo Y. = {x(t) \ x e X} 
teG 

ist. 
26. Beispiel: Es sei a, be M. Wir setzen [a, b] = {c | a ^ c ^ b}. 

M 

Es seien xx, x2e MG beliebig. Dann gilt die Formel II [xx(t), x2(t)] = 
teG 

= [x±, x2] und die Un termenge [x±, x2] der geordneten Menge MG ist 
also abgeschlossen. 

6. DAS ASSOZIATIVE GESETZ DES ALLGEMEINEN 
K A R D I N A L P R O D U K T E S 

27. Satz: Es sei {Mt | M. e M, teG} ein System und G sei eine solche 
Zerlegung, daß G ^ E ' T gilt. Das System {u MJ T e G} sei isoton 

__ TeG _ teT 

und sei G ̂  die Gegenkette auf der Menge G. Dann gilt die Formel 

M M 

nM {^n nM,. 
teG TeG=teT 

M 

B e w e i s : Es sei xG IT M. beliebig; x ist daher eine solche isotone 
teG 

Abbildung der geordneten Menge G in M, daß x(t) e Mt für jedes t e G 
gilt. Zu dieser Abbildung existiert genau eine isotone Teilabbildung 

M 

yT: T->M mi t ähnlicher Eigenschaft. Offenbar gilt yTeUMl und 
__ teT 

die Menge {yT \ T e G} bes t imm t genau eine Abbildung y der Menge G-
M M 

in U n M^ also ist yeU I I I ( . Dami t ist eine Abbildung y = 
TeQieT TeQ^teT 
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M M 

= cp(x) der Menge 11 M. in die Menge II II Mt definiert. Diese 
ieG TeG_ ieT 

M 

Abbildung ist surjektiv: Es sei y e II II Mt beliebig; y ist die Abbil-
TeG= ieT 

M M 

dung der Menge G in U II Mt, für welche yT e U Mt für jedes 
TeG ie T ieT 

TeG gilt. Für jedes TeG ist daher yT eine isotone Abbildung der 
Menge T in M mit der Eigenschaft, daß yT(t) e Ml für jedes t e T gilt. 
Mit Rücksicht auf die Isotonie des Systems { u Mt\ T e G} sehen wir, 

ieT 

daß yr (T^)eyT (T2) aus Tx < T2 folgt. Also existiert genau eine isotone 
Abbildung x: G -> M, welche eine Fortsetzung von yT für jedes Te G ist; 

M 

also existiert ein xeU Mt so, daß y = (p(x) gilt. Die Abbildung cp ist 
ieG 

ferner offenbar injektiv. Wir zeigen noch die beiderseitige Isotonie. 
M 

Es sei x, x* e U M und x ^ x*. Dieses gilt dann und nur dann, 
ieG 

wenn x(t) ^ x*(t) für jedes t e G ist, also genau dann, wenn yT(t) S I/TM 
für jedes t e T und jedes T eG in Kraft ist. Letzteres gilt genau dann, 

M 
wenn yT g y% in II Mc für beliebiges T eG ist. Sei y(T) = yT, yT(T) = 

ceT 

M 

— 2/T fur jedes TeG. Dann ist y,y*E H II Mt, y = (p(x), y* = 
TeG^ieT 

= 9?(#*). Offenbar ist y ^ y* genau dann, wenn y r g ?/*, für jedes T eG 
gilt. Also ist x ^ x* genau dann, wenn 99(2) ^ cp(x*) gilt. Wir stellen 
fest, daß cp ein Isomorphismus ist. 

28. Folgerung: Es sei {Mt | Mt c M, teG} ein System und es sei G 
M 

eine solche Zerlegung, daß G ~ ET gilt; dann gilt die Formel II Mt % 
TeG ieG 

M 

~ n nM,. 
TeG ieT 

29. Bemerkung: Es sei {Mt \ Mt <= M, * e 0} ein/ System und G sei eine 
Gegenkette. Es sei G eine beliebige Zerlegung. Dann gilt die Formel 
Y\Ml ^ n n Mt. 

ieG TeGieT 

Das ist schon eine direkte Verallgemeinerung des Gesetzes aus [1]. 

30. Bemerkung: Es sei {Mt | M = M, teG} ein System und G sei eine 
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E T 

solche Zerlegung, daß G ~ Z T gilt. Dann gilt die Formel MTe0 ^ 
TeG 

£ UMT. 
T<TQ 

Dieses ist wieder eine bekannte Relation. 
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