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BEMERKUNGEN ZUR n-DIMENSIONALEN
REELLEN MOBIUSGEOMETRIE

HERMANN SCHAAL

(Eingegangen am 29. September 1989)

Summary. Dieser Artikel befaBt sich mit den Griinden der reellen n-dimensionalen Mobius-
geometrie. Hier werden 2 Behauptungen bewiesen: 1) Die Mobiustransformationen sind die
einzigen M-sparentreuen Bijektionen von M":= R" U {co}; 2) Jede Mobiustransformation ist
Produkt von maximal n 4+ 2 Spiegelungen, wobei neben Spiegelungen an Hyperebenen héchstens
zwei Spiegelungen an Hypersphiren benotigt werden.
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AMS Classification: 51B10.

Herr Z. Jankovsky hat in seinem Vortrag [3] am 4. 5. 1989 beim Fritz-Hohenberg-
Gedichtniskolloquium in Seggau bei Graz einen analytischen Aufbau der Mobius-
geometrie fiir beliebige Dimensionen n € N entwickelt und dabei folgende Definition
aus [1, S. 22] zugrunde gelegt.

Definition 1. Eine auf M":= R" U {0} operierende Mdbiustransformation ist
ein endliches Produkt von Spiegelungen an Hyperebenen oder Hypersphdiren
(kurz M-Sphdren).

Neben anderen Eigenschaften folgt daraus, daB jede Mébiustransformation M-
sphirentreu ist. Erginzend dazu kann bemerkt werden:

1) Die Moébiustransformationen sind die einzigen M-sphédrentreuen Bijektionen
von M",

2) jede Mobiustransformation ist Produkt von maximal n + 2 Spiegelungen,
wobei neben Spiegelungen an Hyperebenen hdchstens zwei Spiegelungen an Hyper-
spharen benotigt werden.

Zu 1). Sei ¢: M" » M" eine M-sphirentreue Bijektion. Im Fall a) c0? = oo ist
) ] R" eine hyperebenentreue Bijektion von R" und damit geradentreu. Die geraden-
treuen Bijektionen von R" sind die Affinititen [4, S. 200]. Eine Affinitit, die eine
Hypersphire in eine Hypersphire abbildet, ist eine Ahnlichkeit [4, S. 101—102]
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mit einem Verzerrungsfaktor p > 0. Die Ahnlichkeit ¢ ] R" ist eine Kongruenz-
abbildung (also gleich- oder gegensinnige Bewegung) oder Produkt einer Kongruenz-
abbildung mit einer Streckung (Homothetie) ¢ aus einem beliebigen Punkt S e R"
und Faktor p > 0[4, S. 80], denn B := (¢ | R") - ¢~ " ist eine Kongruenzabbildung
und ¢ |R" = B oo

Im Fall b) o0® =:U € R" sei ¢, die Spiegelung an der Hypersphire um U mit
Radius r. Dann besitzt ¢ - a; den Fixpunkt oo. Also ist ((p 0Gy) ] R" nach Fall a)
eine Ahnlichkeit f o o, wobei S = U wihlbar ist. Mit 00 := oo wird ¢, := 00 0,
die Spiegelung and der Hypersphire um U mit Radius r, = r/\/p. Dies ergibt
¢ = Boa,, so daB zusammenfassend gilt (fiir n = 2 oder n = 3 siehe [2, S. 121,
138]:

Satz 1. Jede M-sphirentreue Bijektion ¢: M" — M" ist eine duch oo+ o0
erweiterte Ahnlichkeit oder das Produkt einer durch oo+ o erweiterten Kon-
gruenzabblldung und einer bptegelung an-einer Hypersphare mit Mlttelpunkt
U = oo’ s \ i . ‘.

Folgerung. Da jede Kongruenz Produkt endlich vieler Spiegelungen und jede
Streckung Produkt zweier Spiegelungen an konzentrischen Hypersphéren ist, sind
die in Definition 1 erklarten Mobiustransformationen die einzigen M-spharentreuen
Bijektionen von M". Es bietet sich daher an, Definition 1 zu ersetzen durch

Definition 2. Eine auf M" openerende Moblustransfo; matlon ist eine M- spharen-
treue Bijektion vor' M", €3

um dann den Inhz It von Deﬁnmon 1als Satz Zu erhalten

Zu 2). Die maximale Anzahl der zur Darstellung von ¢ bendtigten Spiegelungen
ergibt sich wie folgt. Nach, [_4,,; S. 82] hat jede Ahnlichkeig,voc: R" — R" beziiglich
kartcsischer‘Koo.rdin\aten x die mit einer orthogonalen n, n-Matrix A4, einem Faktor
p > 0 und einem Translationsvektor b gébildete Darstellung

oL X =pAx + b.
Fiir gleichsinnige Ahnlichkeiten gilt IAI = 1, fiir gegensmmge ]A] —1. Die in 1)
Fall a) genannte Zerlegung o = f o ¢ ist durch o ‘
1

B.... x'=Ax + —(b.— (1 — p)s)

: p —
und
G... L x"=px' +(1—p)s

bestimmt, wobei s das Zentrum 'S der Streckung festlegt. i
Die euklidische Normalform N der Matrix A wird von Elementen 1 oder —1 oder’
eigentlich , orthogonalen 2,2-Untermatrizen lings der Hauptdiagonale gebildet
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[4, S. 84—86]. Besitzt o einen Fixpunkt F, so kann b = s = o erreicht werden.
Jede Zeile von N mit Element —1 bedeutet die Spiegelung an einer Hyperebene,
jede Doppelzeile von N ‘mit einer 2,2-Untermatrix bedeutet das ‘Produkt ‘zweier
Spiegelungen an Hyperebenen. Fiir p = 1 reichen also maximal n Spiegelungen an
Hyperebenen aus, fiir p = 1 kommt die Zerlegung von o in zwei Spiegelungen an
konzentrischen Hypersphiren um S hinzu, so daB im Fall eines:Fixpunktes n + 2
Spiegelungen ‘ausreichen. Bei steigender Dimension des lepunktraumes von o
erniedrigt sich die Zahl der benotlgten Splegelungen wie ich bel emer verglelchbaren\
Situation in [5] dargelegt habe.

Besitzt o keinen Fixpunkt, so ist notwendig p = 1 [4,s: 84] also o= B. Die
Translationsspalte ' kann dann soweit reduziert werden, dal nur éin Element nicht
verschwindet, und zwar in einer Zeile, in der in N ein Element 1 steht. Diese eine
Zeile bedeutet eine Translation, also das Produkt von zwei Spiegelungen an parallelen
Hyperebenen. Die anderen n — 1 Zeilen sind wie im Fixpunktfall als Produkt von
maximal n — 1 Spiegelungen darstellbar. Im fixpunktfreien Fall reichen daher
n + 1 Spiegelungen zur Darstellung von o aus.

Beriicksichtigt man noch, daB gleichsinnige Abbildungen eine gerade, gegensinnige
eine ungerade Anzahl von Spiegelungen erfordern, so gilt zusammenfassend als
Erginzung zu [1, S. 23, 42], [3], [4, S. 88]:

Satz 2. Jede Kongruenzabbildung von R" ist Produkt von maximal n + 1 Spie-
gelungen an Hyperebenen. Jede Ahnlichkeit (aber nicht Kongruenz) ist Produkt
von maximal n Spiegelungen an Hyperebenen und 2 Spiegelungen an konzentri-
schen Hypersphiren. Jede Mdbiustransformation ist (gegebenenfalls nach Er-
gédnzung von oo > oo) eine Ahnlichkeit oder das Produkt einer Kongruenzabbildung
und einer Spiegelung an einer Hypersphdre; je nachdem ist sie Produkt von ma-
ximal n bzw. n + 1 Spiegelungen an Hyperebenen und 2 bzw. 1 Spiegelung je an
einer Hypersphdre. Ist die daraus resultierende Maximalzahl von M-Spiegelungen
bei gleichsinnigen Abbildungen ungerade oder bei gegensinnigen gerade, so re-
duziert sich die maximal benétigte Anzahl der Spiegelungen an Hyperebenen um 1.
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Souhrn

POZNAMKY K n-DIMENSIONALN{ REALNE MOBIOVE GEOMETRII
HERMANN SCHAAL
Clanek se zabyva zaklady realné n-dimensionalni Mobiovy geometrie. Jsou dok4zana dvé
tvrzeni: 1) Mobiovy transformace jsou jedinymi bijekcemi Mobiova prostoru M":= R" U {oo},

zachovavajicimi M-sféry; 2) KaZdou Mobiovu transformaci lze rozloZit maximalng na n - 2
symetrii, z nichZ vedle symetrii vi¢i nadrovinam jsou nejvyse 2 symetrie vuéi hypersféram.
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