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EINSCHLIESSUNGSAUSSAGEN BEI SYSTEMEN
SEMILINEARER PARABOLISCHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

WILHELM HEINRICHS*)

(Eingegangen am 12. 5. 1989)

Summary. Fiir die Losungen semilinearer parabolischer Differentialgleichungen werden
EinschlieBungsaussagen hergeleitet. Hierbei werden Aussagen zur Stabilitit von Losungen
ermittelt. Die Resultate werden am Beispiel der Fitzhugh-Nagumo Gleichungen diskutiert.

Keywords: Semilinear, parabolisch, Invarianz, Stabilitit.

1. EINLEITUNG

Dieser Aufsatz bezieht sich im wesentlichen auf eine Arbeit von Schréder [27],
in welcher die Theorie der form-invarianten Schranken und allgemeinere Abschit-
zungen fiir vektorwertige elliptisch-parabolische Probleme dargestellt werden.
Insbesondere wird in diesem Kapitel ein semilinearer parabolischer Differential-
operator M der Form

(1.1) Mu(x,t) = u(x, 1) + L[u] (x,1) +

+ f(x, t, u(x, 1), u(x, 1)) ((x, 1) € Qo x (0, T])
mit einem entkoppelten, linearen Operator %, welcher nur partielle Ableitungen
nach x enthalt, betrachtet. Fiir Losungen v der Gleichung Mv = 0 mit zusétzlichen

Anfangs- und dirichletschen oder allgemeineren Randbedingungen werden mit
Schréders Theorie [27] Abschidtzungen der Form

(12) o(n ) e vl ) @ (6 )eo x [0,T]; 1=1,2,...N)

hergeleitet. Im einzelnen wird zunichst in Abschnitt 3 die Theorie der form-in-
varianten Schranken [27] fiir parabolische Probleme dargestellt. Mit Hilfe von
Folgen und Eindeutigkeitsfunktionen werden anschlieBend hinreichende Bedin-
gungen zur Anwenbarkeit hergleitet. :

Fiir Funktionen f, welche nur von u abhidngen, gibt Abschnitt 4 Kriterien fiir

*) Ich danke Herrn Prof. Dr. J. Schréder fiir wertvolle Anregungen bei der Erstellung dieser
Arbeit.
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globale und lokale asymptotische Stabilitit konstanter Punkte u, € R" mit f(u,) = 0.
In Abschnitt 5 wird das Langzeitverhalten der Lésung eines Beispiels aus der Bio-
logie (Fitzhugh-Nagumo Gleichungen) diskutiert. Die Fitzhugh-Nagumo Gleichun-
gen sind ein Modell zur Beschreibung der Leitung von Nervenimpulsen.

Fir y, =1 (I = 1,2, ..., N) ergeben sich Invarianzaussagen, wie sie auch in den
Arbeiten von Amann [3], Chueh et al. [11], Lemmert [17, 18], Martin [19],
Redheffer und Walter [22, 23], Schmitt [26] und Weinberger [33] dargestellt sind.

Zum Nachweis asymptotischer Verhaltensweisen von Ldsungen ist es erstrebens-
wert, die Funktionen y, so zu bestimmen, daB} die erforderlichen Differential-
ungleichungen gelten und zusitzlich , fiir ¢ - oo gegen Null konvergiert.

Insbesondere arbeitet man bei Untersuchungen auf exponentiell asymptotische
Stabilitat hdufig mit einem Ansatz der Form

(1.3) Yi(x, 1) = &, o)(x) exp (—x,t) fir xeQ,, 120,
le{l,2,...,N}

mit reellen Konstanten ¢; > 0, x; > 0 und geeigneten skalarwertigen Funktionen ¢,
mit ¢,(x) > 0 (x € Q).

Die Stabilitatsaussagen dieses Kapitels vergleiche man auch mit den Ergebnissen
von Casten und Holland [7] bei Neumannschen Randbedingungen und Conway
etal. [8], Gavalas [13], Georgakis und Sani [ 14], Kastenberg [ 16] and Sattinger [24]
bei dirichletschen Randbedingungen.

Notation und allgemeine Voraussetzungen

Q =0, x(0,T) = R™ x R sei das betrachtete Gebiet mit reeller Konstante
T > 0; die Variablen seien mit (x, t) € 2, x [0, T] bezeichnet.

Fiir u € C{(Q, x (0, T]) sei u,(x, t) := D, 4 u(x, t). u(x, t) sei die n x m Matrix
mit Komponenten Dju(x, t).

YeC; (Q x (0, T]) mit (i,j) = (2, 1) bzw. (i,j) = (1, 0) bedeute, daB ¥ auf
Qo x (0, T] beziiglich “x” i-mal und beziiglich ““#” j-mal stetig differenzierbar ist.
Fiir Y € C,, (2, % (0, T]) sei

l//t(x" t) = Dm+1|//(x’ t),

Y(x, 1) seider 1 x m Vektor mit Komponenten D(x, 1);

You(x, 1) seidie m x m Matrix mit Komponenten D(x, t);

AY(x,t) := Y D;ph(x, t); Fiir ne B" sei nf(x, t) e R"™ mit Komponenten

J

n; D (x, 1) definiert.

G° bezeichne das Innere der Menge G.

O bezeichne die Nullelemente von Matrizen und Vektoren.

Fiir Matrizen A4, Be R™™ sei ein inneres Produkt A:B = Zal,‘bjk definiert.
Im Falle m = nsei |A| := (4 4)"%.
I, sei die n x n Einheitsmatrix;
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diag(d,, d,, ..., d,) bezeichne die n x n Diagonalmatrix mit den Diagonal-
elementen d, d,, ..., d,.

Fiir auf Q, x Y < R™ x R™ definierten n x n Matrizen A(x, v) = (a;/(x, v)) sei
AeCy™(Qy x Y), falls a;;e Co(Qy x Y) fiiri,j=1,2,...,n.
Fiir u € R" sei |u| = max {|u,|: i = 1,2,...,n}.
Fiir Funktionen u: @ — R" und uy: Q, — R" sei:
”u(', t)““’ 1= sup {”u(x, t)”: xeQ} fir 0St<T.

Die Bezeichnungen wurden im iibrigen in Anlehnung an die Arbeit [27] gewibhit.
Es sei folgende allgemeine Voraussetzung gestellt:

G (bzw. G, | = 1,2, ..., N) bezeichne eine abgeschlossene Menge im R". 0 sei

ein Punkt von G. G sei sternformig bzgl. 0. Es existiere eine Funktion We Co(R"),
so daf3

W(y) =1 (yedG)
W(y)<1 (yeG°)
Wy)>1 (yeG).
W sei zweimal stetig differenzierbar auf
H = {yeR" ayedG fiir ein a > 0} .
Ferner sei
W'(y)y >0 fir yedG.
Das Minkowski Funktional sei erklart durch:
V(y)=a ' fir yeH mit ayedG, V(y)=0 fir y¢H.
Verfiille die gleichen Vorraussetzungen wie W.

V ist positiv homogen, d.h. V(ty) =t V(y) fir yeR", t 2 0. Es ist H =
= {y: V(y) > 0}. SchlieBlich gilt fiir y € " und « = 0:

yeaG<V(y) < a.

2. DAS DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM UND BEGRIFFE

Q= Qy x (0,T) = R™ x R sei ein beschrinktes Gebiet. Die Differentialgleichun-
gen dieses Kapitels sind gegeben fiir Funktionen u € R bzw. u € R® mit

R = Cy(Q)n C5,1(Q x (0, T])
und
R” = Cy(@y x (0, 0)) " C 1(Q, x (O’. ©))
(ueCh, bedeute, daB u, e C, ; fiiri = 1,2, ..., n).
Fiir skalarwertige Funktionen sei # gegeben durch

R = Co(Q)n C,4(Q, x (0,T]).
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Die Mengen G bzw: G, (I =1,2,...,N) mdgen die Voraussetzung aus [27; 2]
erfiillen.

Betrachtet werden semilineare parabolische Differentialgleichungen des Typs
(vel. [27, 6.1])

(2.1) L [u] (x, 1) + f(x, t, u(x, 1), ux,1)) =0 fir (x,1)eQy x (0,T]. "
Hierbei bezeichne .#, einen linearen Operator definiert durch:
(2.2) Lu](x, 1) = ulx, 1) + L[u] (x,1),

wobei & ein n-Vektor mit

(2.3) Liu](x,t) = Llu](x, 1) (i=12,...,n)

mit

24 Llo](61) = —Af) ul ) + b9 9u(x,1) fir g

mit gegebenen Matrizen A, (x) € R™™ und Vektoren b,(x)e R'™, so daB A(x) =
= A7(x) = Ofurl—l 2,. '

Fiir G = ﬂ G, = R" sei definiert:

I

G heiBt mvartant bzgl. der Differentialgleichung (2.1), falls fiir - jede Losung
u € R des Problems (2.1) gilt:

2.9) u(x,0)e G (x e Q,) _ Julx.t)eG

' u(x, 1) e G (xedQq, te(0, T])f ~ |fir (x,1)edf "

Fiir die Stabilitatsaussagen der Abschnitte 4 und 5 werden folgende Begriffe
definiert, welche sich auf Lésungen eines Systems der Art (4.1),(4.2), (4.3) beziehen:
uz € R" heilt ,,stationdrer Punkt bzgl. f*, falls '

(26)  fu)=o.

Ein ,,bzgl. f stationdrer Punkt u,,, heiBt (lokal) stabil, falls fiir Jedes &> 0eind >0
derart existiert, daB fiir jede Losung u € R® gilt:

(2.7) Ju(-,0) — u,|® <6 impliziert |u(-,t) — u,|® <& fir t20.
Ein ,,bzgl. f stationdrer Punkt u,” heiBt (lokal) asymptotisch stabil, falls u, (lokal)
stabil ist und ein & > 0 derart existiert, daB fiir jede Losung u# € R® mit,
[u(-,0) — u,|® < & gilt:
(2.8) Ju(-,t) —u* >0 fir t- .

ug heiBt global asymptotisch stabil, falls § beliebig groB3 moglich.

u, heiBt (exponentiell) asymptotisch stabil, falls u, in dem Sinne asymptotisch

stabil ist, daB reelle Konstanten K > 0, k > 0 derart existieren, daB fiir jede Lijsling
u € R gilt:

(2.9) [u(-, ) — ug|* < Kexp(—xt) fir t20.
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3. DIE THEORIE DER FORM-INVARIANTEN SCHRANKEN
BEI PARABOLISCHEN PROBLEMEN

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB die Aussagen der Satze 1 und 5 aus [27]
bei parabolischen Problemen auch gelten, falls man die dortigen Voraussetzungen (J)
und (j,) (! = 1, 2, ..., N) nur fiir Parameter 1 mit

(3.1) 0< A= ¢
fordert, wobei ¢, > 0 beliebig gewihlt sein kann.
3.1. Abschitzungen v(x, ) € Y(x, t) G°.
Sei der semilineare parabolische Differentialoperator M gegeben durch

(3.2) Mu(x, t) = L, [u] (x, 1) + f(x, t, u(x, t), u(x, 1))
fir (x,t)eQ, x (0,T],

(3.3) Mu(x, t) = u(x,t) fir (x,1)edQ, x (0, T],
(34) Mu(x, 1) = u(x,t) fir (x,1)e@, x {0},
fir ueR.

f bilde ab von @, x (0, T] x R" x R™™ in den R". Z, sei durch (2.2)—(2.4)
definiert, wobei hier speziell

(3.5) L,=L, fir i=1,2,..,n
(ie. Ai(x, 1) = A,(x, 1), by(x, t) = by(x, 1) fiir (x, t) € Q4 x (0, T]).
Falls (3.5) gilt, so wird im folgenden L, 4, b statt L,, A, b, geschrieben. Weiter sei
(3.6) L] (x,t) = o(x,t) + L[¢] (x,1) fir oeZ.
Lemma 3.1. Sei y € # gegeben mit Y(x, t) > 0 fiir (x, t) € Q und
(37) (i) o(n) LL¥] (. 1) + Q(x, m. q) (x. 1) +
+ W) St Y, ) 1 Y(x, 1) g + (1))
> W'(n) Mu(x, t)
mit () = W(nn, Q(xmn,q)=A(x)(q" Wr)aq)
fiir (x,1)eQy x (0, T], neR", qeR"™ mit
68 W=1, Wia=o0,
(3.9) o(x, t) = yY(x, 0)n, vx, 1) =Y(x, 1) q + np(x,1).
(3.10) (i) o(x,2) ey(x, 1) G° fiir (x,t)edQ, x (0, T],
(3.11) v(x,0) e Y(x,0) G° fir xeQ,.
Dann gilt: '
(3.12) o(x, t)ey(x, 1) G° fiir (x,t)eQ, x [0, T].

Beweis. Im wesentlichen analog zum Beweis von Satz 1 aus [27; 3].
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Sei ohne Einschrinkung b(x) = 0 fiir x € Q, (sonst erganze man b(x) (u,), (x, 1)
zu fi(x, t, u(x, 1), u(x, 1)); dies fiihrt wegen (3.8) zu dem gleichen Ergebnis).
Aufgrund (3.11) gilt
V(v(x,0)) < y(x,0) fiiralle xe@Q,.
(V bezeichnet das Minkowski Funktional).
Angenommen die Behauptung sei falsch, dann existiert ein minimales ¢, > 0 mit

V(v(x, 1)) < ¥(x,1) firalle xeQ,, 0<t<t,,

0 < V(v(x, 10)) = Y(xo, to) fiirein (xo, %) € Qo x (0, T].

Wegen (3.10) gehort x, nicht zu 9Q, und es ist V(v(x, t)) > 0 fiir alle (x, ) in ge-
eigneter Umgebung von (x,, #o). Man kann dort schreiben:

o(x, 1) = o(x, t)n(x, ) mit W(n(x,t)) =1 und o(x,1) = V(o(x,1)).
¢ und # sind in obiger Umgebung von (x,, #,) Funktionen aus # bzw. R (folgt aus
Voraussetzungen an W mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen); man kann
also wie im Beweis zu Satz 1 aus [27; 3.1] die Differentiationen (i) —(iii) und (o) —(y)
durchfiihren. ((iii) und (y) nur bzgl. x). Die Funktion  — g hat in (x,, #,) ein rela-
tives Minimum und es gilt an der Stelle (x,, fo):

(b) ll/x = Qx (d) lpt é Qt .
Da 4 2, 0, folgt aus (¢) und (d):

Lt[@] = Lt[‘/’] .

Den Widerspruch erzielt man ab hier analog zum Beweis von Satz 1 aus [27; 3.1]
mit & ersetzt durch Z,. O

\

3.2. Abschitzungen o(x, 1) € Y(x, 1) G.

In diesem Abschnitt wird ein parabolischer Differentialoperator gegeben durch
(3.2)—(3.5) mit einer Funktion f, welche unabhingig von u, ist, betrachtet. Es sei
also

(3.13) f=f(x,t,u).

AuBerdem sei G so gegeben, daB fiir alle x € Q,, n€R", ge R"™ mit W(n) = 1,
W'(n)q = 0 gilt:

(314)  Q(x,mq) = A(x)(a" W'(n)q) 2 0

((3.14) ist bei konvexem G stets erfiillt).

Eigentlich ist man an EinschlieBungsaussagen der Form (3.12) mit G° ersetzt
durch G interessiert.

Zu diesem Zweck sei die folgende Vorgehensweise eingefiihrt.
In Analogie zur Behandlung von Anfangswertaufgaben bei gewShnlichen Differen-
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tialgleichungen (vgl. [28; 251ffff.]) kann man Lemma 3.1 auch mit Folgen {z,} =
< Co[0, T] n C4(0, T] formulieren (vgl. Theorem 2.6 aus [28; 1V.2.4.1].)

Fiir eine fest vorgegebene Funktion yy € Z sei Y, e Z (k = 1, 2, .. .) gegeben durch
Yi(x, 1) = Y(x, 1) + z,(1) fiir (x, 1) e Q.

Voraussetzung (Z). Es mdge eine Folge {z,} = Co[0, T]n C,(0, T] mit den
folgenden Eigenschaften existieren:

lim z,(t) = 0 fiir jedes te[0, T]

k=00

und fiir geniigend grofes k sei

(3.15)  o(n) z(t) + W) [1Cx &, Yl ) ) = f(x, 1 (x, ) )] > O
fiir (x, ) € Q¢ x (0, T], n € R* mit W(y) = 1 und

(3.16) z(t) >0 fir tel0,T].

Satz 3.2. Falls eine Folge {z;} = Co(0, T]n C,(0, T] derart existiert, dafs
Voraussetzung (Z) und die Ungleichung

(3.17) o(n) L] (x, 1) + W(n) £(x, t, ¥(x, £) ) = W(n) Mo(x, )

fiir (x,t)eQ x (0, T], neR" mit W(n) =1, v(x,t) = yx,t)n fir geniigend
grofes k erfiillt ist, sowie

(3.18) o(x,t) eY(x, 1) G fir (x,t)edQ, x (0,T],
(3.19) v(x,0)eY(x,0)G fir xeQ,,
dann gilt:
(3.20) o(x, t)ey(x, 1) G fir (x,1)eQy x [0, T].
Beweis. Addition der Ungleichungen (3.15) & (3.17) liefert fiir geniigend groBes k:
(3.21) o(n) L] (x, ) + W(n) f(x, t, Yul(x, t) 1) > W'(n) Mu(x, t)

fiir (x, 1) € Qy x (0, T], n e R" mit W(n) = 1, v(x, t) = Y(x, t) n. Aus den Anfangs-
und Randbedingungen (3.18) und (3.19) sowie (3.16) folgt:

(322)  o(xn 1) e(x, 1) G° fiir (x,1) €@y x (0, T]

(3.23) v(x, 0) e Yy (x,0) G° fiir xeQ,.

Wegen (3.21), (3.22), (3.23) ist Lemma 3.1 anwendbar und es folgt
o(x, t) e Y (x, 1) G° fiiralle (x,1)e @, x [0, T]

und fiir k — o

v(x, t)ey(x, 1) G fir (x,1)e@Q, x [0, T]. O

3.4. Abschitzungen v(x, t) e ¥4(x,7) G, (I = 1,2,...,N).
Satz 3.2 ist auch fiir Abschitzungen der Art v(x, ) = ¥(x, 1) G, (I = 1....,N)
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und allgemeinere Operatoren gegeben durch (3.2)—(3.4) formulierbar. Hierzu seien
die Voraussetzungen (A) und (Z,) definiert.

Zu jedem Index le{1,2,...,N} gibt es eine Teilmenge P, von Indizes, so daB
i€ P, dann und nur dann, wenn 8/dy, W(y) # O fiir ein y € dG,. Dies bedeutet,
daB W, auf 0G, von y, abhéngt.

Mit Hilfe der Indexmenge P, formulieren wir die wesentliche Vorraussetzung
hinsichtlich der fiihrenden Koeffizienten:

Voraussetzung (A): Es sei L, = L; fiir Paare von Indizes i,j mit i€ P, und j € P,
fiir ein 1€ {1,2,...,N}.
Ferner sei Voraussetzung (Z,) erfiillt:

Voraussetzung (Z,): Es existiere eine Folge {z,,: k = 1,2, ...} derart, da die
Voraussetzung (Z) mit W,y ersetzt durch Wy, s, gilt.

Sei wy(n) 1= Wiln) nund Y, (x, 1) := Y (x, 1) + z,,(1), (x, 1) e 2, 1 {1, 2, ..., N},
k=12 ....

Satz 3.3. Es mdoge die Voraussetzung (A) gelten und eine Folge {z;,: k = 1,2, ...}
derart existieren, dafl Voraussetzung (Z,) und die Ungleichung

(3.24) o) L) (x, 1) + Lw,] (x, )] +

+ Win) f(x, t, Yu(x, 1) 1) = Wi(n) Mo(x, 1)
fiir ieP, (x,1)€Q x (0, T], neR" mit Wn) =1, v(x,t) = Y, .(x,t)n und
u(x, 1) €N Vix(x, ) G; fiir le {1,2, ..., N} und geniigend grofes k gilt.

Falls dann o(x,t)ey(x,1)G, (I =1,2,...,N) fir (x,1)e(0Q, x (0, T]) u
U (@ x {0}), so ist v(x, 1) ey (x, 1) G, (I = 1,2,...,N) fiir (x, 1) € Q.

Der Beweis ist dhnlich dem Beweis zu Satz 3.2. Die Bedeutung der Voraussetzung
(A) entnehme man [27; 6.2].

Die Bedingung (3.15) dhnelt einer Lipschitzbedingung an f in u. Ein in der An-
wendung hiufig benutztes Ergebnis ist daher:

Falls die Funktion f = f(x, t, u) fir (x, t,u)e @ x R" stetig differenzierbar ist,
so existiert eine Folge {z,} mit den Eigenschaften (Z,) (I = 1,2, ..., N) des Satzes 3.3.

4. EINE ANWENDUNG IN DER STABILITATSTHEORIE

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 werden Kriterien fiir lokale und globale asympto-
tische Stabilitit eines ,,bzgl. f stationdren Punktes u,“ hergeleitet. In Abschnitt 4.2
sind die Voraussetzungen vom Typ einer lokalen einseitigen Lipschitzbedingung
um den ,,bzgl. f stationdren Punkt u,/“. In Abschnitt 4.3 werden nach der Lineari-
sierung von f Stabilititsaussagen gegeben.

Die Kriterien aus Abschnitt 4.2 haben den Vorteil, daB eine Umgebung U um u;
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derart angebbar ist, dal die Lésungen mit Anfangsdaten in U asymptotisch gegen u,
konvergieren (vgl. (4.21)).
Eine solche Umgebung U wird im folgenden auch Anziehungsbereich genannt.

4.1. Das Differentialgleichungssystem

In diesem Abschnitt wird ein parabolisches Problem folgender Form betrachtet:

(4.1) L u] (x, 1) + f(u(x, 1)) = 0 fir (x,1)eQ, x (0, ),
(4.2) u(x, 1) = u, fir (x,1)edQ, x (0, ),
(4.3) u(x, 0) = uy(x) fir xeQ,

fiir Funktionen u € R”.

&, sei ein linearer Operator gegeben durch (2.2)—(2.4).
u, seiein ,stationarer Punkt bzgl. f*, d.h. f(u,) = O.

u, seieine Funktion, welche von @, in den R" abbildet.
f sei eine Funktion, welche vom R" in den R" abbildet.

4.2. Kriterien fiir lokale und globale asymptotische Stabilitiit
mit Anziehungsbereich

Allgemeine Voraussetzungen. Die Mengen G, < R" seien so vorgegeben, daB
(3.17) mit A, W ersetzt durch 4, W, (ie P;; I = 1,2, ..., N) und Voraussetzung (A)
gelten. N

Die Menge () G, sei beschriankt.

1=1

Es existiere eine Folge {z,: k = 1,2, ...} (unabhéngig von I), welche die Voraus-
setzung (Z;) des Satzes 3.3 fiir [e {1, 2, ..., N} erfillt. (Hinreichende Bedingungen
hierfiir sind in den Abschnitten 3.3, 3.4 angegeben.)

Insbesondere gelten die obigen Bedingungen, falls die Voraussetzung (A) gilt,

N

die Mengen G, (I = 1,2, ..., N) konvex sind, () G, beschrinkt ist und die Funktion f
auf dem R" stetig differenzierbar ist. =1

Unter der allgemeinen Voraussetzung ist bei fest vorgegebenem T > 0 zur An-
wendung des Satzes 3.3 folgende Ungleichung fiir geniigend froBes k und alle l e
€{1,2,..., N} zu verifizieren:

(44) o) [(W2): (x. 2) + Lyl (x, O] + Wiln) f(ulx, ) m) 2 0
fir ie P, (x,1) e Qy x (0, T], n € R" mit

4.5) Win) =1 und ¥u(x, z)ne@llp,.,k(x, )G, (Wix =1+ 2).
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Kriterien fiir lokale asymptotische Stabilitiit

Satz 4.1. Existieren reelle Konstanten ¢, > 0, k > 0 und Funktionen ¢,€
€ Co(2,) N C,(Q0) mit @,(x) > 0 fiir x € Qy, sowie

(4.6) Lie](x) =k (x) 20 fir xeQ,,
fiir i € P,, und gelte weiter
(4.7) Wi(n) f(us + om) 2 0 fir 0<o<e

N
mit n ey, G;) und Wn) = 1, wobei y, = y*[yk > 0 mit
j=1

1

7% = min {@,(x)| x e Q,}

|

(48) {Y* = max {p,(x)] x& B, k = 1,2,..., N}

fiirl = 1,2,...,N, dann ist der ,,bzgl. f stationiire Punkt u, lokal (exp.) asympto-
tisch stabil.

Falls ¢, = ¢, (l =23, ..., N), so gilt die obige Aussage mit y, =1
(I=1,2, ..., N).

Satz 4.2. Existieren reelle Konstanten ¢, > 0, K, > 0, so daf§
(4.9) W/ (n) f(ug + on) = Ko fiir 0<a <g

N
mit ne () G;, W(n) =1 fiir 1 =1,2,...,N, so ist u, lokal (exp.) asymptotisch
stabil. =1

Korollar 4.1a. Existieren eine Funktion ¢ € Co(Q,) 0 C,(Q,), welche die Voraus-
setzungen von Satz 4.1 fiir | = 1,2, ..., N erfiillt, sowie reelle Konstanten a,; < 0,
afy >0(j=1,2,...,n) und &, > 0 derart, daf fiir i = 1,2, ..., n gil::

(4.10) fillug + au*) 2 0 fir 0<a<ég
mit w* = (uy, u5, ..., uy), ay; < u;‘ <af j+1,j
(4.11) filug + ouy) <0 fir 0<a<eg

Mit ty = (Uygs Ugzy oo Unn)s Gy S Uy S aF (£ 0,J =1,2,...,n),uy; = ay;, dann
ist ug lokal (exp.) asymptotisch stabil.

It

* *
1,2,...,n), uf =a;, und

Korollar 4.2a. Existieren reelle Konstanten ay; < 0, a;‘ >0, Ky; <0, K;‘ >0
firj=1,2,...,n und ¢, > 0 derart, dap fiir i = 1,2, ...,n gilt:

(4.12) filug + au*) = Kfa fir 0<a<é

mit u* = (uf, u3, ..., uy), ay; < uj Sa;f (j+i,j=12,....n), uf = af, und
(4.13) filug + auy) < Ky fir 0<a<eg

mit g = (g, Ugrs s Uyy)y Gy Sus; S a; (JF1, j=1,2,..n), ty=ay,

dann ist u, lokal (exp.) asymptotisch stabil.
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Korollar 4.2b. Sei in (24) L, = L, (i =2,3,..., n). Existieren reelle Konstanten
K > 0, & > 0derart, daf
(4.14) n'f(ug + an) =2 Ko fiir 0 <o =g
und alle n € R" mit n™n = 1, dann ist ug lokal (exp.) asymptotisch stabil.

Kriterium fiir globale asymtotische Stabilitit

Satz 4.3. Gelten die Voraussetzungen von Satz 4.1, Satz 4.2, Korollar 4.1a,
Korollar 4.2a, Korollar 4.2b fiir beliebiges &, > 0, so ist ug global (exp.) asympto-
tisch stabil.

Kriterien fiir iokale und globale asymptotische Stabilitit
mit Beschrinkung an Q,

Fiir das parabolische Problem (4.1)—(4.3) mit einem linearen Operator £, der
Art (2.2)—(2.4) speziell gegeben durch

(4.15) A =al,; b;=0

mit reellen Konstanten a; > 0 fiir i = 1, 2, ..., n, laBt sich unter einer Beschrankung

von Q, die Behauptung des Satzes 4.2 auch aufrecht erhalten, falls K; < 0 fiir ein

le{1,2,...,N}. Zum Zwecke einer moglichst giinstigen Abschétzung in der Differen-

tialgleichung bestimmt man auf Q, die Eigenfunktion des Laplaceoperators mit

homogenen dirichletschen Randbedingungen zum kleinsten positiven Eigenwert.
Da dies im allgemeinen mit Schwierigkeiten verbunden ist, betrachtet man das

obige Eigenwertproblem speziell auf dem Wiirfel und der Kugel und versucht Q,
in eine dieser geometrischen Figuren einzubetten.

Dazu sei fiir L> Ound A = (4, 4,, ..., A,), B = (B, B,, ..., B,) mit B, — 4; =
= Lfiri =1,2,..., m der Wiirfel Q; , p definiert durch:

(4.16) Qrap:={zeR™ A4, £z, <B;i=12..m}.
Fiir z, € R™ und ry > 0 sei die Kugel K, , definiert durch:
(4.17) Koz i={2€R™ |z — z,] S 1o} .

Sei weiter:

N
(4.18) y = max {(—=K))[(w(n) a;): ne NG, mit Wn) =1;
j=1
ieP; 1=12..,N,
wobei K; durch (4.19) gegeben ist.

a2 sei die kleinste positive Nullstelle der Besselfunktion J,,,_; [vgl.
[10, VIL § 2]]. ’

Fir das parabolische Problem (4.1)—(4.3) mit einem linearen Operator %, der
Art (2.2)—(2.4), (4.15) 14Bt sich folgender Satz herleiten:
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Satz 4.4. Es mégen reelle Konstanten ¢, > 0, K, < 0 derart existieren, dafs
(4.19) W/ (n) f(u, + om) 2 Ko fiir 0 <o < e

fiir }]G ﬂ G;mit W(n) = Lund1 = 1,2,...,N. FallsK, < 0 fireinle{1,2,..., N},
50 gelte (1) oder (ii):
(i) Qo = Qp 4,5 fiir A,Be R™ und Lmit 0 < L< n\/(m/y),
(i) Qo = K, ., fiir zo€ B™ und ry mit 0 < ry < ™2~ /y.

Dann ist ug lokal (exp.) asymptotisch stabil hinsichtlich des Problems (4.1)—(4.3),
(4.15).

Korollar 4.4a. Falls die Voraussetzungen von Satz 4.4 fiir beliebiges ¢, > 0

gelten, so ist ug global (exp.) asymptotisch stabil hinsichtlich des Problems (4.1)—
—(4.3), (4.15).

Bemerkungen zu den Sitzen und Korollaren

Bemerkung 4.1. Globale asymptotische Stabilitit bei u, = O: Existiert eine
Funktion ¢ € Co(@Q,) N C,(Q,), welche die Voraussetzungen von Satz 4.1 fiir | =
= 1,2,..., N erfiillt, und gilt:

fi(u) 20 fir u; 20
und
fiu) £0 fir u; 20,
fiir i = 1,2,..., n, so ist u; = O global (exp.) asymptotisch stabil.
Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.3 bezogen auf Korollar 4.1a mit u; = O.
Zu einem dhnlichen Ergebnis gelangt auch Sattinger [24] in Satz 1.

Bemerkung 4.2. Fiir m = 2,3 ergeben sich u{*, u{"/* exakt bzw. niherungs-
weise zu
w0 =y p{? ~ 2404826 (vgl. [32; 15.51]).
Daher gelten fiir m = 2, 3 die Ungleichungen:

Jm (m/2-1) m
~X < <7 — 1.
T ) Hi 2

Dies bedeutet, daB sich fiir m = 2,3 und L ,,nahe bei* = ./(m/y), r, ,,nahe bei
p{"2=1| Jy die entsprechenden Quadrate und Kreise bzw. Wiirfel und Kugeln
jeweils nur teilweise iiberdecken, d.h. es ist weder das Quadrat im Kreis bzw. die
Kugel im Wiirfel ganz enthalten noch umgekehrt

Beweise zu den Sitzen und Korollaren

Ad Satz4.1. Sei ohne Einschrinkung u;, = O (sonst Transformation des Problems,
so daB u, neuer Nullpunkt).
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Benutze zum Beweis die Aussage des Satzes 3.3. Sei hierzu T > 0 beliebig vor-
gegeben und

(4.20) Yi(x, 1) = 8o (x) exp (—xt) ((x,1)eQy x [0, T])
mit 8o = & [y*.
Sei 6 in (2.7) so klein, daB [ju,|® < & impliziert:

N
(4.21) uo(x)ed,(NG;) fir xeQ,,
j=1

wobei §; = Jopx > 0 mit y, = min {y}: [ = 1,2,...,N}.

Die Anfangs- und Randbedingungen des Satzes 3.3 gelten aufgrund obiger Wahl
von § und da O € Gf fiir | = 1,2, ..., N. Somit ist nur noch die Ungleichung (4.4)
fiur | = 1, 2, ..., N nachzuweisen.

Aufgrund der obigen Wahl von §, ist 0 < y,(x, ) < & und mit (4.7) folgt:

@2) W@ 20 (s x (0,T)
N
fir ey, ) G;mit W(n) =1lund [ =1,2,...,N.
i=1

Dabher gilt (4.22) auch fiir alle n € R" mit (4.5).

[Fiir festes (x, t) € Q, x (0, T] ergibt sich dies aus den folgenden mengentheore-
tischen Uberlegungen:

Vil 1) n Gjlél%,k(x’ )G, =
= (Yi(x, 1) + z,(t)) n e (y*dpe ™" + Zk(t))j(BlGj =
= @(x)ne y*j(SlGj =ne y,j{iGj .
Falli or=90, (I=2,3,..,N), so ist ¥, =y, (I=2,3,..,N) und es folgt:

ne( Gl
i=1

Die Ungleichungen (4.6), (4.22) ergeben (4.4). Da die Parameter J,, ¥ und Funk-
tionen ¢, (I = 1,2, ..., N) unabhéngig von T bestimmt sind, ist Satz 3.3 fiir beliebig
groBBes T anwendbar und liefert die Behauptung des Satzes. |

Ad Satz 4.2. Man verfahrt analog zum Beweis von Satz 4.1 mit speziell ¢, = 1
(I=1,2,...,N)und k > 0 so gewiahlt, daB gilt:
N
kofn) £ K, fir neNG; mit W) =1,
j=1

fir1=1,2,..,N.
Mit y(1) = e,e7* (1 € [0, T]) ergibt sich (4.4) zu

~x oy(n) Y(t) + W/ () f(Y(t)n) 2 0.
Da 0 < y(f) < & (t = 0), ist diese Ungleichung wegen (4.9) erfiillt.

108



Ad Korollar 4.1a. Ergibt sich mit Satz 4.1 angewandt auf das Rechteck
R={teR:a;<d;<a;,j=12..n}. |

AdKorollar 4.2a. Ergibt sich mit Satz 4.2 angewandt auf das Rechteck R. O

Ad Korollar 4.2b. Ergibt sich mit Satz 4.2 angewandt auf den Kreis K
K={aeR: ad"qa=2}. O

Ad Satz 4.3. Wie man dem Beweis von Satz 4.1 entnimmt, war J in (2.7) so klein

zu wihlen, daB aus ||uo||* < & (4.21) folgt.
Da ¢, und daher auch &, in (4.21) beliebig groB wihler sind, gilt die Aussage des

Satzes 4.1 fiir ein beliebiges 6 > 0. Dies bedeutet globale Stabilitit. Beziiglich des
Satzes 4.2 und der Krollare 4.1a, 4.2a, 4.2b ist genauso zu argumentieren.

Ad Satz 4.4. Sei ohne Einschrankung u, = 0. Man verfahrt nun analog zum
Beweis von Satz 4.1 mit der speziellen Wahl

(4.23) Yi(x, 1) =&, o(x) exp (—xt) (x,1)e@, 1=1,2,...,N.

Hierbei sei die Funktion ¢ gewihlt mit ¢(x) > 0 (x € ;) und &, = &,¢, mit ¢, =
= min {1/¢(x): x € Q,}; daher gilt: 0 < ¢, < &, auf @ fiir [ = 1,2, ..., N.
Fiir hinreichend kleines x > 0 ist die Differentialungleichung (4.4) erfiillt, falls

(4.24) —4¢p —yp >0 auf Q.
Im Falle (i) hat die Funktion ¢ gegeben durch

(4.25) o(x) = 1‘[ sin ((” —L250> (x; — 4) + 5o> (x e ay)

i=1

die Eigenschaft (4.24), falls 5, > 0 so klein, daB (m(r — 25,)*)/* — y > 0.

Im Falle (ii) sei ohne Einschrinkung z, = O (sonst Transformation mit neuem
Ursprung z,).

Nach Einfithrung von Polarkoordinaten und einem speziellen Ansatz mit einer
Funktion @&,,, welche nur vom Radius r abhdngt, miissen wegen (4.24) folgende
Ungleichungen gelten:

(4.26) —2u(r) = (=1 20) =7 2u() > O g o< g
®,(r) >0
Zeige nun: Sei x reelle Konstante mit 1 < x < u{™>~"[r, \/y und
de = x /()"
dann erfiillt die Funktion &,, gegeben durch

?,(r) = ¥,(d.r)
mit
le(S) = g M2+t Jm/Z-- 1(.‘1(1"'/2 N 1)S)

fiir 0 £ r < r, die Ungleichungen (4.26).
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Die Funktion ¥, ist auf der Einheitskugel eine Eigenfunktion des Laplaceoperators

mit homogenen dirichletschen Randbedingungen zum Eigenwert (u{™?~")2, d.h.

_wr(s) = T ) (2 () =0 fir 0<s<1,
S

Y, (s)=0 fir s=1
(vgl. dazu Satz (32.6) aus [28; VI, § 32]; die dortigen Kugelflichenfunktionen S

m

wurden vom Grade [ = 0 gewdhlt, da ansonsten die Positivititsbedingung der ®,,
nicht erfiillbar ist.)

Nun ist @,,(r) > 0 fiir 0 < r < ry, da d,ro < 1 und

1
‘pzk+2(0) = 2,‘7 (#(1k) >0,
sowie
kY 2k+%
®y41(0) = (pfEPY "2 >0 fir k=0,1,2,...

(2k)! m _
(folgt mit Darstellung der Besselfunktionen in der Form (21) aus [10; VII, § 2, 6]).
Ferner gilt:

— () — TT‘_l BL(r) — 3 D) = (k% — 1) Vo(dyr) > 0 fir 0 < 7 = 1.

Im Falley = 0,d.h. K, =0fiirl = 1,2, ..., N, geniigt zum Beispiel die Funktion ¢
gegeben durch (4.25) der Ungleichung (4.24) ohne Einschrinkung an Q,, da L
beliebig groB wihlbar ist. O

Ad Korollar 4.4a. Folgt direkt mit Satz 4.4, indem ¢, in (4.23) so groB gewihlt
wird, daB3

N
uo(x) € &, o(x) ('(_']lG,) firalle xe@,. O

4.3. KRITERIEN FUR LOKALE ASYMPTOTISCHE STABILITAT
OHNE ANZIEHUNGSBEREICH

Neben der Forderung, daB f in einer Umgebung des ,,bzgl. f stationiren Punk-
tes u, stetig differenzierbar sei, mogen die allgemeinen Voraussetzungen aus Ab-
schnitt 4.2 gelten.

f'(u,) bezeichne die n x n Matrix mit Komponenten D, f;(u,).
Korollar 4.2¢. Falls
(+.27) Wi(n) f"(u)n > 0
fiiry e?\ G; mit W(n) = Lund 1 = 1,2, ..., N, dann ist u, lokal (exp.) asymptotisch

ji=1
stabil.
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Korollar 4.2c angewandt auf das Rechteck oder den Kreis liefert:
Korollar 4.2d. Existieren reelle Konstanten a,; < 0, af > 0, so daf
@428)  a'D,fiu) + ilpj Flu)n; > 0
i
(4'29) ‘“a*iDifi(“s) - Zn:lefi(“s) nj > 0
Ji

fir ay; <n;<a;f (j=1,2,..,n, j+i)und i =1,2,...,n, dann ist u, lokal
(exp.) asymptotisch stabil.

Korollar 4.2e. Sei in (24) L, = L, (i = 2,3, ...,n). Falls
(4.30) kTf'(ug)n >0
fiir alle n € R" mit nn = 1, so ist u, lokal (exp.) asymptotisch stabil.

Korollar 4.4b. Die Aussage des Satzes 4.4 bleibt erhalten, falls man die Unglei-
chung (4.19) ersetzt durch: Es mdgen reelle Konstante K, < 0 derart existieren, daf

(4.31) W/ (n) f'(u) n > K,
N
fiirne (N G; mit W(n) =1und 1 =1,2,..,N
ji=1
Bemerkung 4.3. Fiir die Erfiillbarkeit der Voraussetzungen (4.28), (4.29), (4.30)
der Korollare 4.2d, 4.2¢ ist es notwendig, dal
D;fu) >0 fir i=12..n

d.h. die Diagonalelemente von f'(u,) sind positiv.
Fiir eine lineare Funktion f mit f(u) = Cu, C € R™" ist also wegen Korollar 4.2¢

die positive Definitheit der Matrix C hinreichend fiir die asymptotische Stabilitit
von ug = O.

Beweise zu den Korollaren 4.2c—4.2e, 4.4b

Ad Korollar 4.2c. Bezeichne
9.(B) 1= W{(n) f(uy + om) ,
h,(oz) 1= g)(a) — Kt
wobei ne ﬂ GJ, Win) =1, 0 < K, < gj(0) fiir I =1,2,...,N. Wegen (4.27) ist
g,(0) >0 und K, wie oben wihlbar. Es ist
h(0) =0 und hy0)>0.
Dabher existiert ein ¢; > 0 derart, daB fiir 0 < « < ¢,

hy) 2 0.
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Danmit ist (4.9) aus Satz 4.2 erfiillt und es folgt die Behauptung.
Ad Korollar 4.2d. Folgt mit Korollar 4.2c angewandt auf das Rechteck R:

R={teR:a;s4;<a;,j=12,..,n}. O
Ad Korollar 4.2e. Folgt mit Korollar 4.2c angewandt auf Kreis K:
K={aeR:d"a=1}. O

Ad Korollar 4.4b. Dies zeigt man analog zum Beweis von Korollar 4.2c.

4.4. EIN BEISPIEL AUS DER BIOCHEMIE

Als Anwendungsbeispiel wird Beispiel (H) aus [11; 6] betrachtet. Es handelt
sich um ein System von Reaktions- Diffusionsgleichungen als Modell fiir gewisse
biochemische Reaktionen [6].

Sei also das System

u, — auy, + fi(u,v) =0
v, = B + fo(u,v) =0
(u(x, t), v(x, 1)) = (A4, B]A) fir xedQ, t=0,
(u(x,0), v(x, 0)) = (uo(x), vo(x)) fir xeQ,
fiir (u, v) € R gegeben, wobei

fillu,v):= —A + (B + L)u — uv

fa(u,v):= —Bu + u’v, A,B>0.

u und v bezeichnen Konzentrationen biochemischer Substanzen. Mit Hilfe von
Korollar 4.2d kommt man zu folgender Stabilitdtsaussage:

Seien «, f = 0. Falls 4 > 0, 0 < B < 1/2, so ist der ,,bzgl. f = (f}, f2)
stationire Punkt (4, B/4)* lokal (exp.) asymptotisch stabil.

} auf Q, x (0, )
(4.32)

Il

Dies ergibt sich aus folgender Rechnung: Zum Nachweis von (4.28), (4.29) von
Korollar 4.2d angewandt auf u, = (A4, B|A) sind reelle positive Konstanten ay, —ay,
a3, —ay, zu finden mit

(4.33) af(l — B) — A1, > 0; a5A*> + By, >0

—ay,(l — B) + A%, > 0; —a,,A*> — By >0

fiir n,,7, mit ay, < Ny < a5, Ay < 1, < a;. Bemerkung 4.4 impliziert bereits
0<B<1 Wegen 0< B <% ist [B/(1 —B)] <[(1 —B)/B] und bei beliebig
vorgegebenem a,, < 0 gilt:

(434)  [B/(1 - B)](—ax2) < [(1 — B)/B] (—as2).

Es existiert also ein a3 > 0 mit
(4.35) 0 < [B/(1 — B)](—axs) < a5 < [(1 — B)[B] (—ax.) -
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Daher kann man ay; < 0, af > 0 finden mit
(4.36) 0 < [4*/(1 — B)] a5 < af < [A*|B](—as,),
[4%[B] (—a5) < as; < [A*)(1 — B)] ax, < 0.
Die Ungleichungen (4.36) sind dquivalent zu:
ai(l — B) — A%a; > 0; asA? 4+ Ba,, > 0
—ag (1 = B) + A%a4, > 0; —au,4* — Bat > 0.
Diese Ungleichungen sind hinreichend fiir (4.33).

Bemerkung 4.4. Fiir A > 0, B> 0 mit 1/2 < B < | behaupten Chueh et al.
[11] die Invarianz von Rechtecken, die geniigend eng den Punkt (A, B/A) umschlie-
Ben. Dies ist falsch, da die fiir Invarianzaussagen notwendige Tangentenbedingung
(3) von Satz 4.2 aus [11] nur fiir Parameter B mit 0 < B < 1/2 erfillt ist. (Beweis
durch einfaches Nachrechnen.)

5. DISKUSSION EINES BEISPIELS
5.1. Allgemeine Vorbemerkungen

Es wird ein Beispiel von Chueh et al. [11; 6] bearbeitet und diskutiert. Neben den
dortigen Invarianzaussagen werden mit Hilfe der Theorie der form-invarianten
Schranken asymptotische Verhaltensweisen der Lésungen nachgewiesen. Um ,,statio-
niire Punkte bzgl. f** sind konkrete Anziehungsbereiche angebbar; sie werden durch
konvexe Mengen (Rechtecke, Kreise oder auch Durchschnitte von Mengen unter-
schiedlicher Form beschrieben. Die globalen asymptotischen Stabilititsaussagen
sind hiufig nur mit Beschrinkungen an Q, herleitbar (vgl. die Ergebnisse (iii) und (ii)
aus dem Abschnitt 5.2)

Die Differentialgleichungen sind vom Typ (4.1), wobei speziell
(5.1) A(x)=al, (a;20, i=1,2,..,n),
(5.2) bi(x) =b, (bieR, i=1,2,..,n).

Fiir Untersuchungen auf asymptotische Verhaltensweisen werden Anfangs- und
Randbedingungen der Art (4.2), (4.3) erginzt. (4.2) wird gelegenthch verallgemeinert
zu einer Bedingung der Art

(5.3) u(x, 1) = u, fir xedQy,, t=T,>0

oder zu einer gemischten Randbedingung.
Die Differentialgleichungen werden bei asymptotischen Stabilititsaussagen auf
x (0, 00) und bei Invarianzaussagen auf Q, x (0, T], T > 0 betrachtet.
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Ubliche Vorgehensweise

In den betrachteten Beispielen sind in der Regel die Mengen G, (l =12,...,N)
und die Funktion f derart gegeben, daB} die allgemeine Voraussetzung von Abschnitt
4.2 erfiillt ist. Zur Anwendung des Satzes 3.3 mit einem festen T > 0 und einer
Funktion y € # (unabhingig von I€{1,2,...,N}) ist also die Ungleichung (4.4)

N

nachzupriifen, wobei lediglich n € () G, betrachtet werden.(ne G,(I = 1,2, ...,N)

folgt wie in Satz 4.1). =1
Mit Satz 3.3 kann man nun schlieBen:
Falls

(5.4a) v(x,0)ey(x,0)G, (xeQy; I=1,2,...,N),
(5.4b) o(x, t)ey(x,1) G, ((x,1)€dQy x (0,T]; 1 =1,2,...,N),
dann
(5.5) o(x,)ey(x,t) G, ((x,1)eQy x [0, T]; I =1,2,...,N)
fiir jede Losung v € R des Problems (4.1), (4.2), (4.3) auf @ = @, x [0, T].
Da in den Beispielen die Funktion y mit (4.4) und (5.4b) unabhingig von T
wihlbar ist, folgt:
v(x,t)eP(x,1) G, ((x,1)eQy x [0, 0); I =1,2,...,N)
fiir jede Losung v e R® des Problems (4.1)—(4.3).

Mit einer Funktion y vom Typ (1.3) sind somit (exp.) asymptotische Verhaltens-
weisen von v nachweisbar.

5.2. Die Fitzhugh-Nagumo Gleichungen

Mathematische Modelle zur Beschreibung der Leitung von Nervenimpulsen
wurden zuerst in einer Arbeit von Hodgkin und Huxley [15] gegeben. Einfachere
Modelle, welche das qualitative Verhalten analysieren sollten, wurden auch von
Fitzhugh und Nagumo [12,20] vorgelegt. Die Fitzhugh-Nagumo Gleichungen
bilden ein System der Art

v, — Ve — g(v) + u =0 ] auf (0, L) x (0, )
(5.6)
u, — eu,, — ou + yu = 0f bzw. (0,L) x (0,T]; L> 0

mit reellen Konstanten o,y > 0 und ¢ 2 0, sowie g(v):= —v(v — a) (v — b),
0<a<b.

Sei ein Rechteck R gegeben durch
(5.7) R:={(6,8)eR* a4, < 0 < af; a4, < 4 < a3;

Ay, Ay < 05 ay, a3 > 0} .
Ein Rechteck R sei vom Typ R, falls es durch af, a,,, a¥, a,, gegeben ist mit
(5.8) oai —ya; £0; g(a]) —ay £0;

0ayy — Yayy 2 0 9(0*1) - a;‘ = 0.
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Skizzen zu R, R, und R,:

u
+k G’é =+
Py ov-yu=0
R Y
Qyq a b\ |qf v
=
T
2 \gh-u=0
Skizze 1
u
+\ -
+ e
- ov-yu=0
Q*O
2
AN
Ry #0
Ay AL
af, Ry T a b v
) o= glv)-u=0
- +\ -
ov+yu=0
Skizze 2

(Im Bereich + ist g(v) —u = 0bzw. ov — yu = 0 bzw. gv + yu = 0;
Im Bereich — ist g(v) — u < 0 bzw. gv — yu < 0 bzw. ov + yu < 0.)

Fiir Parameter a, b, o, y mit ab > oy sei das Rechteck R, (Skizze 2) gegeben
durch

(5.9) R, = {(b, @) e R*: a3y < 0 < a}°; a}, < @1 < a3°; a3y, a3, < 0,
at®, a3° > 0}

mit a3;, at’, al,, ai° gegeben durch
0% = —(ah)al®s b = —al®; a2 = (ofy) i

mit a1° < a und g(af®) = —(o/y) ai®, d.h.

ai® = [(a + b)[2] - [((a + b)*/4) — ab + (y)]'"* > 0.
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Mit diesen Festsetzungen kommt man zu folgenden Ergebnissen:

(i) Ein Rechteck vom Typ R ist invariant bzgl. des Problems (5.6).

(ii) Sei ab > ofy. Das Rechteck R, ist invariant bzgl. des Problems (5.6). Fiir jede
kompakte Menge Q mit Q < R existiert ein Rechteck R, (Skizze 2) mit Q = R} <
< R, welches bzgl. des Problems (5.6) invariant ist. Fiir die Ergebnisse (iii), (iv)
seien die Randbedingungen gegeben durch
(5.10a) (v(0, t), u(0, 1)) = (0,0) fir t=T, >0

(5.10b) (v(L, 1), u(L, 1)) = (O, 0) fir t=Ty>0
bzw.

(5.10¢) (0oL, t) + av(L, 1), u (L, t) + Pu(L, 1)) = (0, 0)

fir + 2 0 mit reellen Konstanten « = 0, f# = 0.
(iii) Sei s = (b — a)*[4; r = [(s — ab)[2] + [(s — ab)*/4 + asb + o?[y*]'/?
Falls L gegeben mit 0 < L < n/r'/? bzw. 0 < L < n/2r'/?, so ist u, = (0, 0) global

(exp.) asymptotisch stabil bzgl. des Problems (5.6), (5.10a), (5.10b) bzw. (5.6),
(5.10a), (5.10c).
(iv) Sei ab > ofy. Falls

(5.01a)  (u(x, 0), u(x, 0))e Ry fiir xe[0,L],

(5.11b) (v(0, 1), u(0, t)) e Ry fiir t e(0,T,),

(5.11¢c) (o(L, 1), u(L, 1)) e R fiir 1 e(0,T,),

dann existieren reelle Konstanten x, K > 0, so da

(5.12) [+, £), u(+, 1))~ < Kexp(—xt) fiir t=0

fiir jede Losung (v, u) € R® des Problems (5.6), (5.10a), (5.10b).

Bemerkungen zu den Ergebnissen

Bemerkung 5.1. Ergebnis (iii) zeigt, daB bei einer Begrenzung der Linge L des
Nervs — Listi.a. von den Parametern a, b, o, y abhingig — die Null global asympto-
tisch stabil ist, d.h. biologisch gesehen: Ein an den Endpunkten des Nervs fiir eine
gewisse Zeit wirkender Stimulus, welcher dann abbricht (ab T,), 16st eine Nerven-
reaktion aus, die aber mit zunehmender Zeit (1 — oo) wieder erlischt.

In (iv) wurde gezeigt, daB kleine Losungen mit Anfangs- und Randwerten innerhalb
eines Rechtecks R, fiir t - oo gegen Null streben.

Dem entspricht die biologische Tatsache, daBl ein minimaler Stimulus erforderlich
ist, um eine Nervenreaktion auszulésen; geringe Stimuli werden nicht weitergeleitet.

Bemerkung 5.2. Beim Problem (5.6), (5.10a), (5.10c) erhdlt man in Ergebnis
(iii) giinstigere Abschitzungen fiir die Linge des Nervs L, falls man in (5.14) die
Funktion ¢ als Eigenfunction zum kleinsten Eigenwert des Operators —(9/0x)? mit
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gemischten Randbedingungen (5.10a), (5.10c) wihlt. Dies fiihrt auf dem Intervall
[0, 7] zu ciner Funktion der Art sin (v,x), wobei v, die kleinste Wurzel einer transzen-
denten Gleichung darstellt. (vgl. [10; V, § 3, 1])

Bemerkung 5.3. Zu dhnlichen Ergebnissen gelangen auch Rauch und Smoller
[21] in einer qualitativen Theorie der Fitzhugh-Nagumo Gleichungen.

Fiir ¢ = 0 und den Randbedingungen (5.10a), (5.10b) bzw. (5.10a), (5. IOC) in v
wird die Aussage von Ergebnis (iii) fiir Parameter L mit 0 < L < 2r/(b — a) bzw.
0 < L < n/(b — a) hinsichtlich der Norm || || und der I’-Norm gezeigt (vgl. Satz
5.2 aus [21; 5]). Die Beschrinkung 0 < L < 2r/(b — a) entnimmt man dem Beweis
zu Satz 5.2 in [21; 5], indem dort der kleinste Eigenwert des Operators —(¢ clox)?
mit dirichletschen Randbedingungen bestimmt wird. ’

Wegen der Beziehung n/r'/? < 2rn/(b — a) ergibt sich also mit der Methode der
form-invarianten Schranken eine ungiinstigere Beschrinkung von L, welche ins-
besonders von der Steigung der Geraden u = (a/})) v abhédngt. Dies ist in Anbetracht
der benutzten Technik jedoch nicht verwunderlich und auch anschaulich erklarbar
(vgl. Skizze 1).

Im Beweis wird ein Rechteck vom Typ R gegeben durch (5.17a)—(5.17c) mit
einer Funktion  der Art (5.14) auf den Nullpunkt ,,zusammengezogen*‘. Hierbei
sind die Ecken (a}, a3), (a4, a3), (a4, ayx,) mit (5.17a)—(5.17c) ohne Beschrin-
kung an Lwahlbar. Falls man die Ecke (ax, ay,) hinzunimmt, wird eine Beschrinkung
von L notwendig. Diese hingt insbesondere von dem Quotienten ¢/ ab. Denn bei
wachsender Steigung der Geraden u = (ofy) v wird der Eckpunkt (ay, ay,) des
Rechtecks R mit (5.17a)—(5.17c) in der Komponente aj anwachsen und in der
Komponente a,, abfallen miissen. Somit wird auch die Funktion g{v) — u in den
Eckpunkten (x, t) (af, ay,) fiir (x,t)e(0, L) e (0, ) groBere positive Werte an-
nehmen und daher zum Ausgleich eine stirkere Beschrinkung von L erforderlich.

Bemerkung 5.4. Ein Ergebnis vom Typ (i) erhalten auch Chueh et al. [11, 6C].
Hier wird in den Ungleichungen (5.8) zur Bildung des invarianten Rechtecks R
statt,,>“ allerdings nur ,,=*‘ verlangt.

99 =

Verifikation der Ergebnisse (i)—(iv)

Da die allgemeinen Voraussetzungen des Abschnitts 4.2 fiir die durch (5.13)
gegebenen Mengen G, (I = 1,2, 3,4) und die Funktion f(v, u) = (u — g(v), yu —
— ov)" erfiillt sind, wird wie in Anschnitt 5.1 verfahren.

Fiir (0, 4) € R? sei

(5.13) Wy(d,d) =0 —af + 1; Wy(d,d)= —0+ ay, +1:
Wy, @) = a2 — a3 +1; Wylvo,u) = —1 + a4, + 1

mit Konstanten a,, a,, < 0 und a}, a¥ > 0.
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Die Mengen G, (l = 1,2, 3, 4) seien durch W, (I = 1,2, 3,4) gegeben und daher ist
4
R = n Gl .
1=1

¥ =y, (I = 1,2,3,4) sei gegeben durch:
(5.14) Y(x, 1) = & o(x)exp (—xt) ((x,t)e[0, L] x [0, T])

mit geeigneter Funktion ¢ > 0 und Konstanten & > 0, ¥ = 0. Mit (5.13), (5.14)
lauten die Differentialungleichungen (4.4):

(5152)  (I=1):  a{(Y, — V) — g(¥al) + Yz 2 0
(5.15b) (1=2) —aw(fe — Vi) + 9(Ya4y) — Y, 20
(5.15¢) (1=3): a3y, — W) + ¥(yas —on)) 20
(5.15d)  (I=4): —au(¥, — ep.) — Y(ya, — on,) 2 0
mit Y = Y(x, 1) fiir (x,1)e(0, L) x (0, T], ay; < ny < af, ay, < 1, < a3
Die Anfangs- und dirichletschen Randbedingungen (5.4a), (5.4b) ergeben sich zu:
(5.16a) (v(x, 0), u(x, 0)) € &; o(x) R fir xe[0,L],
(5.16b)  (v(0, t), u(0, t)) e &; p(0) exp (—xt) R fir te(0,T],
(5.16¢) (v(L, ), u(L,t)) e &; p(L)exp (—xt) R fiir te(0,T].

Ad (i). Seien dazu in (5.14): &, = 1, k = 0, ¢(x) = 1 (x€[0, L]), also ¢ = 1.
Unter Beriicksichtigung der Abschitzungen ay; < 1, < af, ay, <1, < aj ist
fiir (5.15a)—(5.15d) hinreichend:

(I=1) —g(af) +ax, 20; (I1=2) g(ay)—a3=0;
(I=3): ya5 —oal 20; (I=4): cay —yas, =0.
Falls also R ein Rechteck vom Typ R ist, so gélten die Ungleichungen (4.4), und wenn
zusétzlich die Anfangs- und Randwerte aus R sind, so folgt:
(v(x, 1), u(x, t))eR fiir (x,t)e[0,L] x [0, T].
Daher ist R ein invariantes Rechteck.

Ad (ii). R, ist ein Rechteck vom Typ R, wie man leicht nachrechnet. Wegen (i)
ist also R, invariant bzgl. (5.6). Das Rechteck R, wird mit Q = R} = R{ und achsen-
parallelen Seiten mit Eckpunkten auf den Geraden u = (¢/y)v und u = —(ofy) v
gewithlt. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist auch R, ein Techteck vom Typ R und
wegen (i) invariant bzgl. des Problems (5.6). (ab > oy wurde vorausegestzt, da
ensonsten a;® < 0 und R, nicht definiert ist!)

Ad (iii). Betrachte zunichst das Problem (5.6), (5.10a), (5.10b). Dazu sei in (5.14)
o(x) = sin((x — 28,) (x/L) + 8o) (xe[0,L]) und e, «,J, wie unten geeignet
gewihlt. Wegen 0 < L < n/r'/? ist 6*y* < (?[? + ab) (n*[[* — (b — a)*[4). Bei
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beliebig vorgegebenem a,; < 0 existiert also ein af > 0 mit
(5470) (=) (o) ((2/E) — (b — aPJ4)" < af <
< (—aw) Blo) (WI12) + a.
Dabher gibt es Konstanten a,, < 0, a} > 0 mit
(5.17b) (ofy) af < a3 < (—ay,) ((7*[1?) + ab),
(5.17¢) (—al) ((n?[17) — (b — a)*[4) < a4, < (0fy) ayy -
Die Ungleichungen (5.17b), (5.17¢) sind dquivalent zu
at[(7*/I?) — (b — a)?[4] + a4, > O,
(=aw) [(=*/?) + ab] — a5 > 0,
yai — gal >0,
0Qygy — Va4, > 0.
Aufgrund der Abschitzungen
(z—a)(z—=b)= —(b—a)?’/4 fir z=0 und
(z—a)(z—b)=ab fir z<0
folgt hieraus fiir geniigend kleine Konstanten «, §, > 0
at(—x + (m — 260)*/I?) + af(yal — a)(ya} — b) + a4, =0,
(—aw1) (=5 + (7 = 260)%|?) — ayy(Yay, — a) (Yag, — b) —a3) 20,
a5(—x + &(n — 28,)*/K?) + ya3 — oaf 2 0,
(—ass) (—x + &(m — 260)*[*) — yay, + da,, =0
mit ¥ = y(x, t) fiir (x, t) € (0, L) x (0, T].
Wegen den Beschrinkungen a,; < 1, < aj, ax, < 3, < a3 folgen nach Multi-
plikation obiger Ungleichungen mit y > 0 die Differentialungleichungen (5.15a)—
—(5.15d).

Seinun R ein Rechteck mit a,q, af, ay,, a5 wiein (5.17a)—(5.17¢). Fallsg; > 0 —
in Abhdngigkeit von x, §,, T, und R — so groB gewihlt, daB:

(v(x, 0), u(x, 0)) € (¢4 sin (6,)) R fir xe[0, L]

(v(0, £), u(0, t)) € (e sin (8,) exp (—«xTy)) R fir te(0, Ty)

(v(L, 1), u(L, t)) € (g, sin (n — o) exp (—xT,) R fiir 1e€(0, T,)
so gelten die Anfangs- und Randbedingungen (5.16a)—(5.16c), und es folgt fiir
jede Losung (v, u) € R® des Problems (5.6), (5.10a), (5.10b)

(v(x, ), u(x, t)) e e, exp (—xt) R fir (x,1)e[0,L] x [0, T].

Da T beliebig gro3 wihlbar, ergibt sich also auch (5.12) mit einer Konstanten K > 0
abhingig von R und &;.
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Fiir das Problem (5.6), (5.10a), (5.10¢c) sei in (5.14)

¢(x) = sin ((n2 — 25,) (x/L} + d,) (x€[0, L])
mit geniigend kleinem J, > 0 gewahlt. :
Ansonsten ist der Beweis analog zu dem des Problems (5.6), (5.10a), (5.10b)
durchfiihrbar, wobei nun fiir x = L anstatt der dirichletschen Randbedingung(5.16¢)
die entsprechende Differentialungleichung nachzupriifen ist.
Ad (iv). Sei in (5.14) ¢(x) = 1 (x € [0, L]), &, = exp (xTp) mit k > 0 wie unten

geeignet gewihlt. Sei af > 0 mit 0 < af < af® (<a) und x > 0 so klein, daB

0 < ¢,aF < a¥®. Es folgt dann aufgrund der Wahl von a}°

(e;af — a) (eyaf — b) > (afy)
und wegen ab > (ofy)

(eay — a)(eal — b) > (a?[y*)(1]ab).
Folglich existiert eine Konstante a,, < 0 mit
(5.18a) (/o) (=a¥) (era} — a) (e,af — b) < a4y < (afy) (1/ab) (—af).
Daher gibt es Konstanten a,, < 0, a5 > 0 mit
(5.18b) (ofy)af < a < ab{—ay,),
(5.18¢) —af(eoa; — a)(goa} — b) < a4y < (ofy)ay; -
Wie man sich leicht {iberzeugt, sind bei Vorgabe von aj beliebig ,,nahe bei* a}®
und x > 0 geniigend klein (d.h. ¢, geniigend ,,nahe bei* 1) die Konstanten a,,, ay.,
as auch beliebig ,,nahe bei al,, al,, a3’ gemiB (5.18a)—(5.18c) withlbar. Mit
(5.18a) —(5.18c) folgt:

—g(yaf) +yn, >0,

+Q(l//a*1) —yn, >0,

+y(yas — ony) >0,

~Y(yas, — on) >0
mit ay; S0y £ dy, gy =1, < as, Y= Y(x, 1) fir (x,1)eQ, x (0, T]. Diese
Ungleichungen sind fiir geniigend kleines x > 0 hinreichend fiir (5.15a)—(5.15d) bei
obiger Wahl von .

Da y(x,t) = 1 fiir (x,1)e[0, L] x [0, T;] und wegen den Voraussetzungen
(5.11a)—(5.11¢) ist es moglich, ein Rechteck R = R§ mit (5.18a)—(5.18c) derart
zu bestimmen, daB die Anfangs- und Randwerte aus R sind.

Fiir jede Losung (v, u) € R® des Problems (5.6), (5.10a), (5.10b) mit (5.11a)—(5.11c)
folgt daher '

(v(x, 1), u(x, 1)) e &y exp (—xt) R fiir (x,1)e[0, L] x [0, T].

Da T beliebig groB wihlbar, existiert eine von Ty, & und R abhingige Konstante
K > 0 mit der Eigenschaft (5.12). O
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Souhrn

VYROKY O VNORENI PRO SYSTEMY SEMILINEARNICH PARABOLICKYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC
WILHELM HEINRICHS
Pro feseni semilingarnich parabolickych rovnic jsou uvedeny vyroky o vnoreni. VySetfuji se

pritom otazky stability feSeni. Vysledky jsou diskutovany na prikladu Fitzhugh-Nagumovych
rovnic.
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