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UBER EIN MEHRPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN
FUR LINEARE ALGEBRAISCHE GLEICHUNGSSYTEME

MIROSLAV SISLER

(Angegangen am 6. 5. 1987)

Summary. Die Arbeit befasst sich mit einem gewissen mehrparametrigen Iterationsverfahren
von dem Typ SAOR fir die Losung des linearen Gleichungssystems der Form x = Bx + b
mit einer schwach zweizyklischen Matrix B. Es ist eine gegenseitige Beziehung zwischen Eigen-
werten der Matrix B, bzw. B> und Eigenwerten der angehorigen Iterationsmatrix untersucht.

Keywords: linear system, iterative method, spektral radius, weakly cyclic matrix.

AMS classification: 65F10

Die Arbeit befasst sich mit der gegenseitigen Beziehung zwischen den Eigen-
werten der Jacobi-Tterationsmatrix und der, einem gewissen symmetrischen mehr-
parametrigen Iterationsverfahren entsprechenden, Iterationsmatrix.

Es sei ein linzares algebraisches Gleichungssystem der Form

(n Xx=Bx+b

gegeben, wo B eine schwach zweizyklische Blockmatrix mit den quadratischen Dia-
gonalblécken der Form

@ 5=(70)

ist, wobei I — B eine nichtsinguldare Matrix ist. Die Zahlen oy, o,, f§ seien reelle
Parameter mit oo; + 0, ai; & 0. Das Iterationsverfahren definieren wir durch folgende
Beziehungen:

©)

Xytr1/2 = U(“h %, B) x, + by,

Xy = L(ocl, 0‘2,/3) Xy412 + by,
WO
i _ (o, BUNT ((op = 1), (B+ DU
U((xla %3, ﬂ) (O, a21> (L, (062 _ 1), 5

4
( ) (ol U\ b
by = 0, oyl ’
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(5) How o) = (gfj‘gﬂ)f1 (gl;&)ff gcz — ) I>,

[y, 0 \7!
by = (ﬁL, oczl) b.
Aus (3), (4), (5) folgt die Formel
(6) Xy = S(‘xla G2, ﬁ) Xv + L(“ls 052, B) bU + bL )

wo S(ety, o, B) = Ly, o3, B) U(ery, oy, B) ist. Es ist klar, dass es sich um eine, in
den Arbeiten [1], [2] untersuchte, symmetrisch angewandte Iterationsmethode,
handelt. Die Gleichungssysteme

x = S(ay, 025 B) x + L{otg, 05, B) by + by,

und (1) sind dabei genau dann dquivalent, wenn I — S(xy, o,, f) nichtsingulir ist.

Hilfssatz 1. Die Matrix I — S(al,az,ﬁ) ist genau dann nichtsinguldr, wenn
die Matrix

) ((2051 ~ )L (B+ 1)U )

B+ 1)L (20— 1)
nichtsinguldr ist. .

Beweis: Die Matrix I — S(ocl, oy, B) kann man in der Form

ad, 0\ ((2u, — 1)1, (/3+1)U_> o, BUN'Y( I, —U
BL, o,l B+ 1)L, (20, — )L/\O, oyl —-L, I
schreiben. Davon folgt sofort die Behauptung des Hilfssatzes 1, da «; + 0, o, + 0

und I — B eine nichtsinguldre Matrix ist.
Ohne Beweis geben wir weitere zwei Hilfssdtze an.

Hilfssatz 2. Es seien uf, i =1,...,n Eigenwerte der Matrix B?. Die Matrix

sz, U
L} pII
ist genau dann nichtsinguldr, wenn pyp, + i, i = 1,..., n ist.

Hilfssatz 3. Es sei A eine gegebene Matrix und t,i=1,...,m seien ihre
Eigenwerte. Die Matrix q,1 — q,A ist genau dann nichtsinguldr, wenn q, + q,7;,
i=1,...,mist.
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Man fiihre jetzt folgende Bezeichnungen ein:

a = afoa; — Blo, — 1)],
b = —oyfo; — Blay — 1)] + a3(20 — 1),
¢ = Aoy — as(ey — 1)2,

(3) ¢y = dojoy — oo, — 1),
d = —B(B + 2u),
e = —wfoy — Bloy — 1)] + 27(20, — 1),
o= ofay = Blay — )] + BB + 2a) .

Die Beziehung zwischen den Eigenwerten 4 der Matrix S(o, «,, f) und den Eigen-
werten u der Matrix B beschreibt der folgende Satz.

Satz 1. 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix S(oy, oy, f) und die Zahl u + 0
geniige der Gleichung

9) (ap? = ¢;) (fi* = ¢;) — bp*(du® + ) = 0.

Fiir jeden Eigenwert u;, i = 1,...,n der Matrix B gelte die Beziehung c,c, +
+ ;Ll,uizocfoc%(l + B)?. Dann ist die Zahl u ein Eigenwert der Matrix B.

II.LA. Es seien p ein Eigenwert der Matrix B, u & 0 und A eine Wurzel der Glei-
chung (9), Dann ist X ein Eigenwert der Matrix S(xy, %,. B).

B. Es sei yu =0 ein Eigenwert der Matrix B und x = (x,x,)7 & o der ent-
sprechende Eigenvektor. Die Gleichung (9) besitzt dann die Form c;c, = 0 und
hat also im Allgemeinen zwei Wurzeln, die den Beziehungen ¢, = 0 und ¢, = 0
entsprechen. Es sei x; # 0, X, = 0. Dann ist die, der Beziehung ¢, =0 ent-
sprechende Wurzel A ein Eigenwert der Matrix S(oty, %5, ) (dhnlicherweise im Fall
X, = 0,X, % 0). Es sei x; + 0, X, + 0. Dann sind beide, den Beziehungen ¢, = 0
und ¢, = 0 entsprechende Wurzeln %, Eigenwerte der Matrix S(xy, o, ).

Bemerkung. Falls in der Blockzerlegung der Matrix B alle Matrizen quadratisch
(und von gleichem Typ)sind, ist der Eigenwert der Matrix S(ay, o5, f) die Wurzel der
Gleichung (9), die der Beziehung ¢, = 0, bzw. ¢, = 0 entspricht, je nachdem die
Matrix L, bzw. U singulir ist. Falls beide Matrizen Lund U singular sind, sind beide,
den Beziehungen ¢; = 0 und ¢, = 0, entsprechende Wurzeln 4 Eigenwerte der Matrix
S(oty, o5, B). Das ist klar nach dem Teil I1.B, in Anbetracht der Aquivalenz Bx = 0 <>
< (Ux, = o, Lx; = o).

Wenn die Matrizen L, bzw. U ferner von Typen g x p, bzw. p x g (p # ¢) sind,
dann hat die Gleichung Lx, = o, bzw. Ux, = o eine nichttriviale Losung. solange
p > g, bzw. p < q ist und die Wurzel der Gleichung (9), die der Bezichung ¢, = 0,
bzw. ¢, = 0 entspricht, ist dann der Eigenwert der Matrix S(ocl, %, B).
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Folgerung des Satzes 1: Aus der Behauptung II.B. des Satzes 1 folgt, dass im Falle,
wenn die Matrix B singuldr ist, wenigstens eine von den Wurzeln A der Gleichung (9)
ein Eigenwert der Matrix S(«y, a,, ) ist.

Beweis des Satzes 1. Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix S(x;, a,, f). Dann existiert
ein solcher Vektor y = (yy, ¥,)7 + o, dass

(10) S(ay iz f) v = Ay
oder

oo G G )

(a0 - ()

gilt. Davon folgt sofort die Beziechung
ayI, O (ey — 1)1, U , —pU
—BL, o J)\(B+ 1)L, (2, — 1)I o)’

B )

Durch die Multiplizierung der Matrizen bekommt man leicht die, mit (10) dquivalente,
Beziehungen

(12)

aULy, + bUy, = ¢yyy,
dLUy, + eLy, + fLUy, = c,y,,

wo fir a, b, ¢y, ¢,, d, e, f die Bezichungen (8) gelten. Die Zahl 4 ist also genau dann
ein Eigenwert der Matrix S(o,, 25, f), wenn die Beziehungen (12) fiir irgendeinen,
von Null verschiedenen Vektor y gilt.

I. Beweis des Satzes 1, Teil I. Es sei A ein Eigenwert der Matrix S(oy, o5, B). Dann
existiert ein solcher Vektor y, y #+ o, dass die Bezichungen (12) gelten. Es sei ferner
p = 0 eine Zahl, die die Gleichung (9) erfiillt. Wir werden verschiedene Fille unter-
scheiden.

a) Essei b + 0, du* + e % 0, a + 0. Nach (9) ist dann auch ap* — ¢; + 0 und
fu? — ¢, & 0. Das homogene lineare Gleichungssystem

(ap? — ¢y) ky + buk, =0,
(dp® + ew) ky + (fu> —c) k, =0,

fir die Unbekannte k,, k, besitzt eine nichttriviale Losung, da ihre Determinante
angesichts (9) von Null verschieden ist. Es ist offensichtlich k; % 0, k, &= 0. Wenn
namlich z. B. k; = 0 wire, wire auch k, = 0, da by # 0 ist; dhnlicherweise gilt
k, % 0. Man definiere jetzt einen Vektor x = (x, x,)7, wie folgt:

(13)

(14) yi=kixy, yo=kyx,.
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Durch die Benutzung von (14) in (12) bekommt man die Beziehungen
(15) aULx; + b(k,[ky) Ux, = ¢,xy,
dLULx, + eLx; + f(ky[k;) LUx, = c,(k,[ky) x5 .
Aus (9) folgt sofort ‘
(16) kylky = —(ap® — ;)b = —(dp® + ep)|(fu® = ;).
Aus (16) und (15) bekommt man nach der Umformung die Beziehungen
‘ au(ULxy — pUx,) + ¢(Ux, — uxy) = o,
(17) df(LULx, — pLUx,) — efu(LUx, — pLx) — ec;(Lx; — ux,) —
— de,)(LULxy — @Px3) = 0.
Aus der ersten Gleichung folgt
(18) ULx, — pUx, = —(cyfap) (Ux, — pxy)
und ferner folgt auch
(19) LULx, — p’x, =
= LULx, — pLUx, + uLUx, — p?Lx, + p’Lx, — i’x, =
= L(ULx; — pUx,) + puL(Ux; — pxy) + p*(Lx, — px,) =
= (1 — (cyfap)) L(Ux, — pux,) + p?(Lx, — px,) .
Aus (19) und (17) folgt dann nach der Umformung
(20) apU(Lx; — px,) + ¢(Ux, — pxy) = o0,
(dejey — dfeyu® — efap® — dacyp)®) L(Ux, — pxy) — .
— a,ucz(d,uz + e)(Lx; — uxy) =o. N
Da dejc, — dfeu® — efap® — dacyp® = (dp* + e) p(bd — af) und dp® + e + 0
ist, bekommt man schliesslich die Beziehungen
(21) apU(Lx, — px;) + ¢(Uxy — px;) = o,
paf — bd) L(Ux, — px,) + apcy(Lxy — pxy) = o.
zy. Die Gleichungen (21) kann -

Man bezeichne Lx; — px, = z,, Ux, — ux; = z.
mann folgenderweise schreiben:

(22) <L12(af YL ZZtZI) (:) ) @ '

Die Matrix dieses Systems ist genau dann nichtsinguldr, wenn die Matrix

eI, U
(23) (,uz(af — bd) L, c21>
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nichtsinguldr ist. Durch eine einfache Berechnung kann man feststellen, dass af —
— bd = G (1 + B)? gilt.

Falls af — bd # 0, d.h. 1 # B ist, ist die Matrix (23) nach dem Hilfssatz 2 genau
dann nichtsinguldr, wenn cyc,/[p*(af — bd)] * pi oder cyc, + pplojos(1 + B)
ist, dieses gilt aber nach der Voraussetzung. Das Gleichungssystem (22) hat eine
einzige Losung z, = o, z, = o, da die Matrix (23) nichtsinguldr ist. Davon folgt
Lx, = px,, Ux, = ux,, so dass Bx = px, x = (x, x,)" # o ist. Die Zahl p ist
also ein Eigenwert der Matrix B.

Im Fall, dass af — bd = 0, d.h. f = —1 ist, kann man die Beziehung ¢, #+ 0
beweisen. Wenn nimlich af — bd = O und ¢, = 0 wiire, wire auch Jofo; = aj(o, — 1)
und demzufolge auch ¢; = «f(er, — 1) — a3(o; — 1)* = a3(20; — 1) — (20, — 1).
Von der Gleichung (9) folgt fiir ¢, = 0 die Gleichung

afu* — ¢, fu® — bdu* — bep® =0
oder ¢,f + be = 0. Fiir § = —1 giltaber b = o,(0r; — 1) (20, — 1), f = (22, — 1)
oy = 1), e = —ay(20y — 1) + af(22, — 1) und es gilt also angesichts b =+ 0
die Beziehung

erf + be = [a3(20; — 1) — a3 (20, — 1)] (20, — 1) {2, — 1) +

+ oy(o, — 1) 20y — 1) [} (20, — 1) — etz (20y — 1)] =

= —af(oy — 1)* (22, — 1) 0.
Fiir f = —1ist also die Matrix (23) nichtsinguldr, da ¢; = 0, ¢, = 0 ist.

Dadurch ist die Behauptung I fiir den Fall I bewiesen.

b) Es sei b + 0, du* + e + 0, a = 0. Es muss nach (9) ap®> — ¢; = —¢; * 0,
fu* — ¢; # 0 gelten. Man lege wieder (14), wo k; # 0, k, # 0 und

(24) kylky = e;[bp = — (dp® + ep)|(fu* — ¢3)

ist. Aus den Gleichungen (15), wo @ = 0 und aus (24) bekommt man nach Umfor-
mungen

(25) Ux, — ux; =0,
d(fu* — ¢;) LU(Lx; — px,) — cy(dp® + e) (Lx; — px,) = 0.
Da fu*> — ¢, = —bp*(dp* + e)fc; und dp® + e =+ 0 ist, gilt
(26) (eyeoI + bdp*LU) (Lxy — px,) = 0.
Die Matrix c,c,I + bduLU ist nach dem Hilfssatz 3 genau dann nichtsinguldr,

wenn c;c, & bdu?u? ist, wo u? die Eigenwerte der Matrix B? sind. Diese Bedingung
ist nach der Voraussetzung erfiillt, da a = 0 gilt.

c) Esseib +0,du> + e =0,ap* — ¢; + 0, fu* — ¢z =0, a + 0. Man definiere
einen Vektor x durch die Beziehungen (14), wo k; + 0, k, % 0 und

(27) kylk, = —(ap® — cq)/bp
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ist. Die Gleichungen (12) gehen nach den Umformungen angesichts ¢, = fu* zu
der Form

(28) c(Uxy — pxy) + apU(Lx; — px,) = o,
(af = bd) L(Ux; — px,) + afu(Lx; — px,) = o

iiber.
Solange af — bd =+ 0 ist, ist die Matrix dieses Systems nach dem Hilfssatz 2
genau dann nichtsingular, wenn

) [edJan] [anfaf - bd)] + 2

gilt; die Zahlen p? sind dabei die Eigenwerte der Matrix B2. Die Beziehung (29) kann
man aber in Anbetracht der Gleichung ¢, = fu?® in der Form c,c, # u?ui(af — bd)
iiberschreiben, und dieses gilt nach der Voraussetzung. Es ist also Bx = pux.

Es sei af — bd = 0. Dann ist f & 0 (aus f = 0 folgt nidmlich angesichts b = 0
die Beziehung d = 0). Fiir ¢, =+ 0 ist dann die Matrix des Systems (28) nicht-
singuldr, so dass Ux, = ux;, Lx; = ux, oder Bx = ux gilt.

Fiir ¢; = 0 kann man leicht beweisen, dass e = f ist. Aus af — bd = 0, d. h.
B+ 1=0une e=f folgt (20; — 1) = 0 und die Matrix I — S(x;, «,, ) nach
dem Hilfssatz 1 singular ist. Der letzte Fall kommt also nicht in Frage.

d) Bsseib # 0,du*> + e = 0,au* — ¢; + 0, fu> — ¢, = 0, a = 0. Man definiere
einen Vektor x durch die Bezichungen (14), WO

(30) kalky = ¢;[bu
ist. Aus (12) folgt nach Umformungen

(feguI + bduLU)(Lx; — px,) = o.

Die Matrix fc,ul + bduLU ist nach dem Hilfssatz 3 genau dann nichtsingulér,
wenn feypu/bdp + p} oder cic, + (af — bd) p?p; gilt; dieses folgt von der Voraus-
setzung.

e) Es sei b =0, dy> + e+ 0, ap> — ¢, =0, fu* —c, + 0, a + 0. Von der

ersten Gleichung (12) folgt dann sofort, dass u? ein Eigenwert der Matrix UL ist,
so dass u ein Eigenwert der Matrix B ist.

f)Esseib=0,du*> +e+0, au> —c;, =0, fu> —c, £0,a=0. Aus b =0
und a = 0 folgt dann «; = 1/2, B = —1, so dass dieser Fall mit Riicksicht auf die
Singularitit der Matrix I — S(«;, «, f) nicht vorkommen kann.

g) Es sei b0, du> +e=0, au> —¢; =0, fu> —c, +0, a +0. Aus den
Gleichungen (12) folgt dann nach der Umformung die Beziehung [ac,] —
— (af — bd)LU] y, = o. Die Matrix ¢,I — (af — bd) LU ist nach dem Hilfssatz 3
genau dann nichtsingulir, wenn ac, = p?(af — bd), d. h. ¢;c, = p?u;(af — bd) ist;
das kommt wieder von der Voraussetzung. .
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h) Es sei b+ 0, du®> + e =0, au® —cl—O fu? —cy; =0, a=0. Aus den
Gleichungen (12) folgt dann

(31) Uy, =0, dL(ULy, — p*y,) = ¢33,

wo d + 0 (aus der Voraussetzung d = 0, a = 0 folgt o, = 1/2, f = —1, so dass
die Matrix I — S(a, o5, f) singulir wiire). Aus (31) folgt sofort

() ULULy, — @) = 0.

Da ¢, = 0ist, es gilt nach der Voraussetzung 0 = ¢,c, + puip*(af — bd)und ui = 0.
Dann ist aber die Matrix B?> und auch die Matrix UL nichtsinguldr und aus (32)
folgt ULy, — u®y, = o, y, # o (der Fall y, = o fiihrt zu einem Widerspruch).
Angesichts dessen, dass B eine schwach zweizyklische Matrix ist, ist u ein Eigenwert
der Matrix B.

i) Es sei b=0, du> + e+ 0, ap> — ¢, £0, fu* —c, =0, a +0. Aus (12)
folgt nach der Umformung

(33) ULy, = (ci/a) yy, [(de;[a) + €] Ly, + f(LUy, — ?y,) = o,

wo f < 0 ist. Der Fall f = 0 fithrt zum Widerspruch mit der Voraussetzung
ci¢, * piud(af — bd).

Es sei zuerst y, = 0, y, * o. Dann folgt aus der zweiten Gleichung (33) die
Gleichung LUy, — u?y, = o, so dass pu ein Eigenwert der Matrix B ist. Der Fall
v, = o kann nicht eintreten, da aus der ersten Gleichung (33) und aus der Voraus-
setzung ¢, fu? = ¢ ¢, # piu*(af — bd) ein Widerspruch folgt.

j)Esseib=0,du> +e+0, ap’> —c;, +0,fu> —¢c; =0, a=0. Aus b =0,
a=0 folgt dann f +1 =0, 2¢; — 1 =0, so dass die Matrix I — S(«y, ,, B)
nach dem Hilfssatz 1 singulir wire. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

k) Es sei b =0, dy> + e=0, ap’> — ¢y =0, fu* —c; =0, a 0. Aus den
Gleichungen (12) folgt dann sofort die Gleichung f(LUy, — u’y,) = o. Falls
¥ * o ist, ist u? ein Eigenwert der Matrix UL, d. h. der Matrix B?, so dass die
Behauptung gilt. Falls y; = o ist, folgt aus der Gleichung f(LUy, — u?y,) = o fiir
f # 0 die Bezichung LUy, — u%y, = o, y, * o, so dass die Behauptung wieder
gilt. Der Fall f = 0 kommt nicht in Anbetracht, da nach der Voraussetzung die
Beziehung c,c, + pip*(af — bd) = 0 gelten muss, was ein Widerspruch ist (fiir
f = Oist ndmlich ¢, = 0).

1) Essei b=0,dy’> +e=0, au> — ¢; =0, fu> — ¢; = 0, a = 0. Dieser Fall
kann nicht vorkommen, da aus der Voraussetzung c;¢, + u;p*(af — bd) folgt, dass
c¢;¢, + 0ist; ein Widerspruch zu ¢, = 0.

Man kann leicht feststellen, dass sonstige Fille nicht eintreten kénnen, wodurch
der erste Teil des Satzes 1 bewiesen ist.
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11. A. Man setze jetzt voraus, dass die Zahl p ein Eigenwert der Matrix B ist und
i % 0. Es existiert also ein solcher Vektor x = (x, x,)7 # o0, dass Bx = ux oder
Ux, = uxy, Lx{ = ux,.

a) Es sei 4 ein Eigenwert der Gleichung (9), wobei b # 0, du> + e =% 0 ist. Dann
ist auch ap® — ¢, # 0, fu> — ¢, + 0 und aus (9) folgt die Beziehung

— (ap® — ¢))bp = — (d® + ep)(f1> — c;) £ 0.

Man wihle jetzt einen solchen Vektor y = (y, y,)7, dass (14), (16) gilt. Aus (34)
folgt sofort, dass ULx, = pu%x;, LUx, = u’x,, LULx, = p’x, und auch

aULy, + bUy, = ak,ULx; + bk,Ux, = k[aULx, + b(k,/k,) Ux,] =
= ki[ap*x; — ((a® — e;)bp) bux,] = kicixy = ¢y,

gilt, was die erste Gleichung (12) ist. Ahnlicherweise kann man beweisen, dass
dLULy, + eLy, + fLUy, = dk,LULx + ek,Lx; + fk,LUx, =
= ky[d(k[ky) LULx, + e(k[k,) uLx, + fLUx,] =
= ky[ —di?((f* — c)|(dp® + en)) — ep((fu> — c;)[(dp® + en)) +
+ fﬂz) X2

ist, was die zweite Gleichung der Matrix (12) ist, die mit (10) dquivalent ist. Die
Zahl 7 ist also ein Eigenwert der Matrix S(oy, o,, f).

b) Es sei 4 eine Wurzel der Gleichung (9), wobei b # 0, du®> + e = 0 ist. Es
gelte ferner ap® — ¢y = 0, fu? — ¢, = 0. Man lege wieder (14), (16). Ahnlicherweise
wie im Fall a) kann man die erste Gleichung des Systems (12) beweisen. Ferner
folgt, dass

dLULy, + eLy, + fLUy, = dk,LULx,; — dp*k,Lx, + fk,LUx, =
= ko[ —d(bp/(ap® — ¢,)) 1 + dp(bp/(ap® — ¢))) u + fi*] x, =
= kyfu?xy = 29,

_ gilt, was die zweite Gleichung des Systems (12) ist, so dass / ein Eigenwert der Matrix
S(oty, oy, B) ist.

c) Essei b0, du* + e =0, au* — ¢, =0, fu* — ¢, & 0. Es sei x ein Eigen-
wert der Matrix B und x = (x;, X,)T # o ein entsprechender Eigenvektor. Es muss
also x; = o sein (sonst wire ux, = 0 und also x, = o, was ein Widerspruch ist),
Man lege y; = x;, v, = o. Es ist also y # o und es gilt

aULy, + bUy, = aULx; = ap*x; = ¢,;x; = ¢,y

was die erste Gleichung des Systems (12) ist. Es ist ferner
dLULy, + eLy, + fLUy, = dLULx, + eLx, = dLULx, — di’Lx, =
=(du® — dp*)x; =0 = cyy,,

was die zweite Gleichung des Systems (12) ist. Es gilt also (10).
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d) Essei b =0, du*> + e + 0, au*> — ¢; =0, fu* — ¢, + 0. Es sei u ein Eigen-
wert der Matrix B und x = o ein entsprechender Eigenvektor. Man lege y; = o,
y2 = X, (es ist x, # 0). Dann gilt offensichtlich die erste Gleichung des Systems
(12). Ferner is

dLULy, + eLy, + fLUy, = fLUx, = fu?x, = ¢;X, = C,V, .
was die zweite Gleichung des Systems (12) ist und (10) gilt wieder.

e) Essei b =0, di* + e+ 0, ap®> —¢; +0, fu> — ¢, = 0. Man lege y, = o,
V2 = Xi, WO X = (x;, x,)" ein, dem Eigenwert u der Matrix B entsprechende Eigen-
vektor, ist. Dann ist

aULy + bUy, = 0 = ¢yy¢,
dLULy, + eLy, + fLUy, = fLUx, = fu®x, = ¢,x, = €,V ,
so dass (12) und also auch (10) gilt.
f) Es sei b =0, du*> + e = 0. Dann kann man beweisen, dass au® — ¢; = 0,
Sfu* — ¢, = 0 gelten muss. Man lege y, = x;, y, = o. Es gilt
aULy, + bUy, = aULx, = ap’*x; = ¢;X; = ¢,y ,
dLULy, + eLy, + fLUy, = dLULy, + eLy, = dLULx; — du*Lx, =
= dL(ULx; — p*x;) = 0 = ¢,y ,
so dass (12) und auch (10) gilt.

Dadurch wurden alle moglichen Falle behandelt und der Teil II. A. des Satzes 1
ist bewiesen.

B. Man setze jetzt voraus, dass pu = 0 ein Eigenwert der Matrix B ist. Dann
existiert ein solcher Vektor x = (xy, x,)7 + o, dass Bx = o0 oder Ux, = 0, Lx; = o
gilt. Die Gleichung (9) besitzt dann die Form

(34) cic, =0.

Es sei 4 eine, der Beziehung ¢, = 0 entsprechende Wurzel der Gleichung (34) und
x; % 0, x, = 0. Man lege y; = x{, ¥, = 0. Dann gilt

aULy; + bUy, = aULx; = 0 = ¢,y ,
dLULy, + eLy, + fLUy, = dLULy, + eLy; = 0 = ¢,),,

so dass (12) und also (10) gilt.

Analogisch kann man die Beziehung (10) in iibrigen Fillen beweisen, wenn 1
eine Wurzel der Gleichung (34) istund ¢, = 0,x; = 0,x, #+ 0,bzw. ¢y = 0, X1 * o,
X, = o0,bzw. ¢, = 0, x; + 0, x, F 0.

Dadurch ist des Satz 1 bewiesen.

Die gegenseitige BeZIehung zwischen den Eigenwerten A der Matrix S(ory, 012, B)
und den Eigenwerten u? der Matrix B? beschreibt der folgende Satz.
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Satz 2. 1. Es sei die Zahl p* ein Eigenwert der Matrix B*. Dann ist mindestens
eine von den, der Zahl yi* entsprechenden Wurzeln /. der Gleichung (9), ein Eigen-
wert der Matrix S(oy, o5, f).

I1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix S(oy, o5, f). Dann ist mindestens eine von
den, der Gleichung (9) entsprechenden Zahlen, ein Eigenwert der Matrix B*.

Beweis. I. Der erste Teil des Satzes 2 folgt sofort aus dem Teil IT des Satzes 1.
II. Man setze voraus, dass 4 ein Eigenwert der Matrix S(al, o5, B) ist. Die Glei-
chung (9) kann man in der folgenden Form schreiben:

(35) (af = bd) (1*)* = (c1f + cpa + be) > + ¢yc; = 0.

A. Man setze zuerst voraus, dass af — bd =+ 0 ist. Die Gleichung (35) besitzt
dann zwei Wurzeln g7, 13 (diese kdnnten auch zusammenfallen).

Es sei wenigstens eine von diesen Wurzeln von Null verschieden, z. B. u? + 0.
Falls cic, # pfp*(af — bd) fiir jeden Eigenwert der Matrix B? ist, ist die Zahl u}
nach dem Teil I des Satzes 1 ein Eigenwert der Matrix B*. Falls ¢,;c, = u; jii(af — bd)
fiir einen gewissen Eigenwert 4, der Matrix B ist, dann gilt

pius = ciesf(af — bd) = pipi

oder y3 = u,-zo, so dass u3 ein eigenwert der Matrix B2 ist.

Wenn beide Wurzeln der Gleichung (35) Null gleich sind, ist ¢;c; = 0 und ¢ f +
+ c,a + be = 0. Da 2 ein Eigenwert der Matrix S(oy, o5, f) ist, gilt fiir einen ge-
wissen, von Null verschiedenen Vektor y die Gleichung (12).

a) Esseijetzt z. B. ¢; = 0. Fiira + 0 folgt aus den Gleichungen (12) schrittweise
(af — bd) LUy, + e(aLy, + by,) = o,
(af — bd) (LU)? y, + eL(aULy, + bUy,) = o,
(LU y, =o0.

Fiir y, % o ist die Matrix B? singuldr. Wenn y, = o ist, gilt aULy, = o0, wo a =* 0,
»{ =% o und B? ist auch in diesem Fall singulir. Wenn a = 0, die Gleichungen (12)
besitzen die Form

bUy, = o,

dLUy + eLy, + fLUy, = c,y, .
Wenn y, & o, b + 0 ist, ist Uy, = 0 oder LUy, = o, so dass B> singulir ist.
Der Fall y, % 0, b = 0 kann nicht eintreten, da aus b = 0, a = 0 die Gleichungen
200 — 1 =0, f + 1 = 0 folgen und die Matrix I — S(«, a,, f) nichtsinguldr wére.

Wenn y, = o, dann ist e = 0, da b # 0 gilt und es ist also dLULy, = o, y, =+ o.
Da offensichtlich d # 0 ist, ist B? eine singulire Matrix.
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b) Es sei jetzt ¢, = 0. Aus den Gleichungen (12) folgt sofort die Bezichung
(af — bd) LULy, — (c,f—}- be) Ly, = o.

Angesichts dessen, dass fiir c; = 0 ¢, f + be = Ound af — bd + 0 gilt,ist LULy, = o
oder (UL)? y, = o. Falls y, # o ist, ist die Behauptung bewiesen. Falls y, = o ist,
muss ), # o sein und von den Gleichungen (12) folgt bU, = o, fLUy, = 0. Da
angesichts af — bd = 0 die Gleichungen b = 0, f = 0 gleichzeitig nicht gelten
konnen, ist B? offensichtlich eine singulire Matrix.

B. Man setze jetzt voraus, dass af — db = 0 ist. Die Gleichung (9) ist dann
der Form

(36) (cof + ca + be) i* = cic, .

a) Im Fall ¢,f + c,a + be # 0, ¢;c, + 0 hat die Gleichung (36) eine von Null
verschiedene Wurzel p?. Da af — bd = 0, cyc, # O gilt, ist die Bedingung c,c, +
+ wip*(af — bd) fir alle Eigenwerte der Matrix B? erfiillt, so dass u® nach dem
Satz 1 ein Eigenwert der Matrix B? ist.

b) Im Fall ¢,f + c,a + be + 0, ¢;¢, = 0 hat die Gleichung (36) nur die Wurzel

1> = 0. Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix S(«, o5, ) und ¢, = 0. Dann folgt aus
den Gleichungen (12) die Bezichung

(37) aeLy, — ac,y, = o0,

wo a = 0 ist (im Fall a = 0 die Matrix I — S(ay, o5, ) singular wire). Aus (37)
und aus der Gleichung aULy, + bUy, = o (siche (12)) folgt die Gleichung
(ca + be) Uy, = 0, wo c,a + be = 0 ist. Solange y, =* o ist, ist LUy, = o und
B? eine singuldre Matrix. Solange y, = o ist, ist ULy, = 0, y, + o und B2 ist wieder
eine singuldre Matrix.

Solange ¢, = 0 ist, bekommt man nach einer Umformung der Gleichungen (12)
die Beziehung

(38) (dey + ae) Ly = o,

wo a + 0 ist (im Fall a = 0 wire bd = 0; solange aber gleichzeitig a = 0, b = 0
oder a = 0, d = 0 ist, ist die Matrix I — S(ey, ,, ) singuldr). Ferner gilt de; +
+ ae #+ 0, da aus der Beziehung dc, + ae = 0 die Bezichung ¢,f + be = 0 folgt,
was ein Widerspruch ist. Falls nun y, # o ist, folgt aus (38) die Beziehung ULy, = o
und die Matrix B ist singuldr. Falls y, = o ist, folgt aus (12) die Beziechung fLUy, =
=0, Wo y, = o0, f = 0 ist (fiir f =0 wire bd = 0, be + 0, d. h. d = 0, was ein
Widerspruch ist). Die Matrix B ist also wieder singuldr.

¢) Der Fall, wenn ¢,f + c,a + be = 0, ¢;c, = 0 gilt, ist trivial.
Dadurch ist der Satz 2 bewiesen.
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Souhrn
O JISTE VICEPARAMETRICKE SYMETRICKE ITERACNI METODE
PRO SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC
MIROSLAV SISLER
Prace se zabyva jistou symetrickou viceparametrickou iteraéni metodou typu SAOR pro

feSeni soustavy rovnic tvaru x = Bx -+ b se slab& dvojcyklickou matici B. Je zkouméan vzajemny
vztah mezi vlastnimi &isly matice B, resp. B? a vlastnimi &isly ptislusné itera&ni matice.
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