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ÜBER EIN MEHRPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN 
FÜR LINEARE ALGEBRAISCHE GLEICHUNGSSYTEME 

MIROSLAV SISLER 

(Angegangen am 6. 5. 1987) 

Summary. Die Arbeit befasst sich mit einem gewissen mehrparametrigen Iterationsverfahren 
von dem Typ SAOR für die Lösung des linearen Gleichungssystems der Form x — Bx + b 
mit einer schwach zweizyklischen Matrix B. Es ist eine gegenseitige Beziehung zwischen Eigen
werten der Matrix B, bzw. B2 und Eigenwerten der angehörigen Iterationsmatrix untersucht. 
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AMS Classification: 65F10 

Die Arbeit befasst sich mit der gegenseitigen Beziehung zwischen den Eigen
werten der Jaoobi-Iterationsmatrix und der, einem gewissen symmetrischen mehr
parametrigen Iterationsverfahren entsprechenden, Iterationsmatrix. 

Es sei ein lineares algebraisches Gleichungssystem der Form 

(1) x = Bx + b 

gegeben, wo B eine schwach zweizyklische Blockmatrix mit den quadratischen Dia
gonalblöcken der Form 

= VL, O 

ist, wobei I — B eine nichtsinguläre Matrix ist. Die Zahlen a l5 a2, ß seien reelle 
Parameter mit ai + 0, a2 4= 0. Das Iterationsverfahren definieren wir durch folgende 
Beziehungen: 

(3) 

WO 

(4) 

X v+ 1/2 = U(ccua29ß)xv + bü9 

xx = L(aua29ß)xv+1/2 + bL, 

i)/y 
«,/, ßuү1 

0, a2Ij 
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L(a a ß)-(aJ'^ V 7 K - 0 I . t l \ 
L{ai'a2'ß}-{ßL,a2L) {(ß+i)L,(a2-l)l)' 

\ßL, a2I) 

Aus (3), (4), (5) folgt die Formel 

(6) xv = S(a1? a2, ß) xv + L(au a2, ß) bv + bL, 

wo S(al5 a2, ß) = L(a1? a2, ß) U(a1, oc2, ß) ist. Es ist klar, dass es sich um eine, in 
den Arbeiten [1], [2] untersuchte, symmetrisch angewandte Iterationsmethode, 
handelt. Die Gleichungssysteme 

x = S(at, a2, ß) x + L(a1? a2, ß) bv + bL 

und (1) sind dabei genau dann äquivalent, wenn I — S(al5 a2, ß) nichtsingulär ist. 

Hilfssatz 1. Die Matrix I — S(a1; a2, ß) ist genau dann nichtsingulär, wenn 
die Matrix 

K) \(ß+l)L, (2a2-l)l 

nichtsingulär ist. . 

Beweis: Die Matrix / — S(at, a2, ß) kann man in der Form 

aj, O \_V(2 a i - O-"' (ß + O^.V"1 7 ' ßUYl ( I' ~U 

ßL, aj) \(ß+l)L, (2a2 -\)L){0, aj) \-L, I 

schreiben. Davon folgt sofort die Behauptung.des Hilfssatzes 1, da a t =|= 0, a2 + 0 
und I — B eine nichtsinguläre Matrix ist. 

Ohne Beweis geben wir weitere zwei Hilfssätze an. 

Hilfssatz 2. Es seien /J.2, i = l,...,n Eigenwerte der Matrix B2. Die Matrix 

pj, U 
L, pj 

ist genau dann nichtsingulär, wenn P\P2 # /*;, i = 1, •••, n ist. 

Hilfssatz 3. Es sei A eine gegebene Matrix und T,-, i = l , . . . ,m seien ihre 
Eigenwerte. Die Matrix qj — q2A ist genau dann nichtsingulär, wenn qx 4= g2T;> 
i — i, ..., m ist. 
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Man führe jetzt folgende Bezeichnungen ein: 

a = cx2[cx1 - ß(cx1 - 1)] , 

b = -cx2[a1 - ß(ax - 1)] + a2(2a - 1) , 

cx = Xcx\ct\ — a 2 ( a t — l ) 2 , 

(8) c2 = Xa\u\ - a2(a2 - l)2 , 

d = ~ß(ß + 2a!) , 

e = _ a
2 [ a i ~ ß( a i — 1)] + a i(2a2 — 1) , 

f = «2[«i " ß(*t - 0] + ß(ß + 2ax) . 

Die Beziehung zwischen den Eigenwerten A der Matrix S(a1? a2, ß) und den Eigen
werten fi der Matrix B beschreibt der folgende Satz. 

Satz 1. I. Es sei X ein Eigenwert der Matrix S(ai9 oc29 ß) und die Zahl u #= 0 
genüge der Gleichung 

(9) (afi2 - c,) (fß2 - c2) - b/.i2(d^2 + e) = 0. 

Für jeden Eigenwert \ii9 i = 1, ..., n der Matrix B gelte die Beziehung c tc2 4= 
+ /i2/i2a2a2(l + ß)2. Dann ist die Zahl ii ein Eigenwert der Matrix B. 

H.A. Es seien ii ein Eigenwert der Matrix B, \i + 0 und X eine Wurzel der Glei
chung (9), Dann ist X ein Eigenwert der Matrix S(oc]9 a2, ß). 

B. Es sei ii = 0 ein Eigenwert der Matrix B und x = (x 1 ?x 2 )T + O der ent
sprechende Eigenvektor. Die Gleichung (9) besitzt dann die Form c\c2 = 0 und 
hat also im Allgemeinen zwei Wurzeln, die den Beziehungen ct = 0 und c2 = 0 
entsprechen. Es sei xt 4= O, x2 = o. Dann ist die9 der Beziehung cx = 0 ent
sprechende Wurzel X ein Eigenwert der Matrix S(ocl9 a2, ß) (ähnlicherweise im Fall 
N, = O, x2 + O). Es sei x1 =1= O, N2 #= O. Dann sind beide, den Beziehungen cv = 0 
wr/d c2 = 0 entsprechende Wurzeln X9 Eigenwerte der Matrix S(cxl9 a2, ß). 

Bemerkung . Falls in der Blockzerlegung der Matrix B alle Matrizen quadratisch 
(und von gleichem Typ) sind, ist der Eigenwert der Matrix S(cxl9 a2, ß) die Wurzel der 
Gleichung (9), die der Beziehung c{ = 0, bzw. c2 = 0 entspricht, je nachdem die 
Matrix L, bzw. U singulär ist. Falls beide Matrizen Lund U singulär sind, sind beide, 
den Beziehungen cx = 0 und c2 = 0, entsprechende Wurzeln X Eigenwerte der Matrix 
S(oci9 a2, ß). Das ist klar nach dem Teil IVB, in Anbetracht der Äquivalenz BN = o o 
o (Ux2 = O, Lxt = o). 

Wenn die Matrizen L, bzw. U ferner von Typen q x p9 bzw. p x q (p 4= q) sind, 
dann hat die Gleichung LXj = O, bzw. Ux2 = O eine nichttriviale Lösung, solange 
p > q9 bzw. p < q ist und die Wurzel der Gleichung (9), die der Beziehung ct = 0 , 
bzw. c2 = 0 entspricht, ist dann der Eigenwert der Matrix S(cxl9 a2, ß). 
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Folgerung des Satzes 1: Aus der Behauptung II.B. des Satzes 1 folgt, dass im Falle, 
wenn die Matrix B singulär ist, wenigstens eine von den Wurzeln X der Gleichung (9) 
ein Eigenwert der Matrix S(<xl9 a2, ß) ist. 

Beweis des Satzes 1. Es sei X ein Eigenwert der Matrix S(ocl9 a2, ß). Dann existiert 
ein solcher Vektor y = (yl9 y2)

T + 0, dass 

(10) S(fl-i, oc29 ß) y = Xy 

oder 

Uj9 0 V V K - ! ) / , ( / \ /a-J, jfft/ 
(11) ^ L , a2I ; V(]8 + 1) L, (a2 - l)l) \09 

l)l9(ß+\)U\(yl\==x(y1 

,L, ( a 2 - i ) / ; v y 2 / v ^ 
gilt. Davon folgt sofort die Beziehung 

a2I, 0 \ / ( « ! - 1) / , U \(a2I, -ßü 
-ßL, ail)\(ß + 1)L, («2 - l)l)\0, « . / 

( « ! - 1) / , (/? + 1 ) U V > ' A _ 3/w2„2 f-Vl 
L , (*2-i)i)\y2)-

Xaia2\y2 

Durch die Multiplizierung der Matrizen bekommt man leicht die, mit (10) äquivalente, 
Beziehungen 

aULy1 + bUy2 = cxyx , 

dLUy1 + cLyi + fLUy2 = c2y2 , 

wo für a, b, c l5 c2, J, c, fdie Beziehungen (8) gelten. Die Zahl X ist also genau dann 
ein Eigenwert der Matrix S(al9 a2, ß)9 wenn die Beziehungen (12) für irgendeinen, 
von Null verschiedenen Vektor y gilt. 

I. Beweis des Satzes 1, Teil I. Es sei X ein Eigenwert der Matrix S(al9 oc2, ß). Dann 
existiert ein solcher Vektor y, y + O, dass die Beziehungen (12) gelten. Es sei ferner 
fi + 0 eine Zahl, die die Gleichung (9) erfüllt. Wir werden verschiedene Fälle unter
scheiden. 

a) Es sei b + 0, dß2 + e + 0, a + 0. Nach (9) ist dann auch ajx2 — cL + 0 und 
ffi2 — c2 + 0. Das homogene lineare Gleichungssystem 

(aß2 - c1)k1 + b/Lk2 = 0 , 

(c/H3 + C/i) kj + (ffi2 - C2) k2 = 0 , 

für die Unbekannte kl5 k2 besitzt eine nichttriviale Lösung, da ihre Determinante 
angesichts (9) von Null verschieden ist. Es ist offensichtlich k1 + 0, k2 + 0. Wenn 
nämlich z. B. k\ — 0 wäre, wäre auch k2 = 0, da bfi + 0 ist; ähnlicherweise gilt 
k2 + 0. Man definiere jetzt einen Vektor x = (xl9 x2)

T, wie folgt: 

(14) yx = ktxx , y2 = k2x2 . 
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Durch die Benutzung von (14) in (12) bekommt man die Beziehungen 

(15) aULxx + b(k2/ki) Ux2 = cxxx , 

dLULxx + eLxx + f(k2jkx) LUx2 = c2(k2jkx) x2 . 

Aus (9) folgt sofort 

(16) k2/k2 = -(O/t2 - ci)/b/t = - ( O V + efi)l(ffi2 - c2). 

Aus (16) und (15) bekommt man nach der Umformung die Beziehungen 

aju(ULxx — fiUx2) + cx(Ux2 — JLIXX) = o , 

(17) dfju2(LULxx — ßLUx2) — efju(LUx2 — fiLxx) — ec2(LXi — /tx2) — 

— dc2(LULxx — /i3x2) = O . 

Aus der ersten Gleichung folgt 

(18) ULxA - juUx2 = -(cxjan)(Ux2 - juxx) 

und ferner folgt auch 

(19) LULXj - /t3x2 = 

= LULXj — /tLUx2 + /tLUx2 — JLI2LXX + jLi2Lxt — /t3x2 = 

= L(ULxx — fiUx2) + piL(Ux2 — fixx) + jn2(Lxl — /tx2) = 

= (/t - (cxjaii))L(Ux2 - /txi) + /t2(LXi - / tx 2) . 

Aus (19) und (17) folgt dann nach der Umformung 

(20) ajuU(Lxx — /tx2) + cx(Ux2 — ptxx) = O , 

(dcxc2 — dfcxu
2 — efaß2 — dac2pt2) L(Ux2 — pixx) — 

— ajnc2(dfi2 + ^) (LXi — /tx2) = O . 

Da dcxc2 — dfcxfi
2 — cftt/t2 — dac2ß

2 = (dfi2 + e) pt2(bd — af) und J/t2 + e + 0 
ist, bekommt man schliesslich die Beziehungen 

(21) afiU(Lxx - /tx2) + c^UA'2 - /LXj) = O , 

/t2(Of — bd) L(Ux2 — /LXi) + ajuc2(Lxx — /tx2) = O . 

Man bezeichne Lxt — /tx2 = z2, Ux2 — /tXj = zx. Die Gleichungen (21) kann 
mann folgenderweise schreiben: 

(22) f Cj ü/iU ) (Zl) = (°) . 
v \ß2(af — bd) L, afic2lj \z2J \oJ 

Die Matrix dieses Systems ist genau dann nichtsingulär, wenn die Matrix 

cj, U 
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nichtsingulär ist. Durch eine einfache Berechnung kann man feststellen, dass af — 
- bd = a2a^(l + ß)2 gilt. 

Falls af - bd + 0, d.h. 1 + ß ist, ist die Matrix (23) nach dem Hilfssatz 2 genau 
dann nichtsingulär, wenn cxc2\

1[jii2(af — bdj] + fi\ oder cxc2 + /i2/x2a2a2(l + ß)2 

ist, dieses gilt aber nach der Voraussetzung. Das Gleichungssystem (22) hat eine 
einzige Lösung zx = O, z2 = O, da die Matrix (23) nichtsingulär ist. Davon folgt 
Lxx = \ix2, Ux2 = /<xl9 so dass Bx = /Lx, x = (xx, x2)

T + O ist. Die Zahl /i ist 
also ein Eigenwert der Matrix B. 

Im Fall, dass af — bd = 0, d. h. ß — — 1 ist, kann man die Beziehung c2 =t= 0 
beweisen. Wenn nämlich af— bd = 0undc 2 = 0 wäre, wäre auch ^la2a2 = a2(a2 — l) 2 

und demzufolge auch cx = a2(a2 — l ) 2 — a2(ax — l) 2 = a2(2ax — 1) — a2(2a2 — 1). 
Von der Gleichung (9) folgt für c2 = 0 die Gleichung 

affi* - cjfi2 - bd/n4 - bejLL2 = 0 

oder cj + be = 0. Für ß = - 1 gilt aber b = a2(a2 - 1) (2a x - l ) , f = (2a x - 1) . 
. (a2 — 1), e = — a2(2a t — 1) + a2(2a2 — 1) und es gilt also angesichts b + 0 
die Beziehung 

cj + be - [a2(2ax - 1) - a^(2a2 - 1)] (2a! - 1) (a2 - 1) + 

+ a2(a2 - 1) (2ai - 1) [a2(2a2 - 1) - a2(2ax - 1)] = 

= - a 2 ( a 2 - l)2(2ax - 1) + 0 . 

Für ß = — 1 ist also die Matrix (23) nichtsingulär, da cx =t= 0, c2 + 0 ist. 
Dadurch ist die Behauptung I für den Fall I bewiesen. 

b) Es sei b + 0, djj2 + e + 0, a = 0. Es muss nach (9) a/r2 — cx = — cx + 0, 
f/^2 — c2 + 0 gelten. Man lege wieder (14), wo kx + 0, k2 + 0 und 

(24) k2/kx = d/b / i = - (d/r3 + efi)l(ffi2 - c2) 

ist. Aus den Gleichungen (15), wo a — 0 und aus (24) bekommt man nach Umfor
mungen 

(25) Ux2 — JXXX — 0 , 

<1(//i2 — c2)LU(Lxx — /Lx2) — c2(djn2 + c) (Lxx — /tx2) = O . 

Da fu2 - c2 = -bji2(dpL2 + e)/cx und d/i2 + c + 0 ist, gilt 

(26) (c\C2l + bdfi2LU) (Lxx — /Lx2) = O • 

Die Matrix cxc2I + bdfi2LU ist nach dem Hilfssatz 3 genau dann nichtsingulär, 
wenn cxc2 + bd/i2/^? ist, wo /*? die Eigenwerte der Matrix B2 sind. Diese Bedingung 
ist nach der Voraussetzung erfüllt, da a = 0 gilt. 

c) Es sei b + 0, d\i2 + e = 0, a\i2 ~ cx + 0,fa2 - c2 = 0, a + 0. Man definiere 
einen Vektor x durch die Beziehungen (14), wo kx =j= 0, k2 4= 0 und 

(27) k2/ki = ~(a,u2 - cx)\b\x 

342 



ist. Die Gleichungen (12) gehen nach den Umformungen angesichts c2 = ffi2 zu 
der Form 

(28) ct(Ux2 - ßxt) + apU(Lxx — fix2) = o , 

(af — bd) L(Ux2 — fixx) + affi(Lxx — JLLX2) = o 

über. 
Solange af — bd 4= 0 ist, ist die Matrix dieses Systems nach dem Hilfssatz 2 

genau dann nichtsingulär, wenn 

(29) [c.lafi] [afif\(af - bd)] + fi2 

gilt; die Zahlen /i? sind dabei die Eigenwerte der Matrix B2. Die Beziehung (29) kann 
man aber in Anbetracht der Gleichung c2 = ffi2 in der Form cxc2 + fi2ß2(af — bd) 
überschreiben, und dieses gilt nach der Voraussetzung. Es ist also Bx = fix. 

Es sei af — bd = 0. Dann ist / + 0 (aus / = 0 folgt nämlich angesichts b =f= 0 
die Beziehung d = 0). Für cx 4= 0 ist dann die Matrix des Systems (28) nicht
singulär, so dass Ux2 = jzxl9 Lxx = fix2 oder Bx = fix gilt. 

Für cx = 0 kann man leicht beweisen, dass e = / ist. Aus af — bd = 0, d. h. 
ß + 1 = 0 une e = / folgt (2a t - 1) = 0 und die Matrix I — S(au a2, /?) nach 
dem Hilfssatz 1 singulär ist. Der letzte Fall kommt also nicht in Frage. 

d) Es sei b + 0, dfi2 + e = 0, a/L2 — Cj 4= 0 , /a 2 — c2 = 0, a = 0. Man definiere 
einen Vektor x durch die Beziehungen (14), wo 

(30) k2\kx = cx\bfi 

ist. Aus (12) folgt nach Umformungen 

(fcifil + bdfiLU) (Lxx — fix2) = o . 

Die Matrix fctfil + bdfiLU ist nach dem Hilfssatz 3 genau dann nichtsingulär, 
wenn fc^jbdfi + /L2 oder cic2 + (a/ — bd) fi2fi2 gilt; dieses folgt von der Voraus
setzung. 

e) Es sei b = 0, dpi2 + c + 0, afi2 — cx = 0, / u 2 — c2 + 0, a =# 0. Von der 
ersten Gleichung (12) folgt dann sofort, dass fi2 ein Eigenwert der Matrix UL ist, 
so dass fi ein Eigenwert der Matrix B ist. 

f) Es sei b = 0, dfi2 + c + 0, afi2 - cx = 0, / u 2 - c2 + 0, a = 0. Aus b = 0 
und a = 0 folgt dann ax = 1/2, ß = — 1 , so dass dieser Fall mit Rücksicht auf die 
Singularität der Matrix I — S(a1, a2, ß) nicht vorkommen kann. 

g) Es sei b 4= 0, d/j2 + e = 0, a/x2 — cx = 0, ffx2 — c2 4= 0, a 4= 0. Aus den 
Gleichungen (12) folgt dann nach der Umformung die Beziehung [ac2I — 
— (af — bd) LU] y2 = o. Die Matrix c2I — (af — bd) LU ist nach dem Hilfssatz 3 
genau dann nichtsingulär, wenn ac2 = fi2(af — bd), d. h. cxc2 = fi2fi2(af — bd) ist; 
das kommt wieder von der Voraussetzung. 
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h) Es sei b + 0, dp2 + e = 0, ap2 - c1 = 0, f/L2 - c2 + 0, a = 0. Aus den 
Gleichungen (12) folgt dann 

(31) Uy2 = o , dL(ULyi - / r 1 ^) = c2y2 , 

wo ti + O (aus der Voraussetzung d = 0, a = 0 folgt a t = 1/2, /] = - 1 , so dass 
die Matrix I — S(a1, a2, /?) singulär wäre). Aus (31) folgt sofort 

(32) UL(ULyi - /L2.yi) = O . 

D a q = 0 ist, es gilt nach der Voraussetzung 0 = cxc2 + p\p2(af — bd) und /t2 = 0. 
Dann ist aber die Matrix B2 und auch die Matrix UL nichtsingulär und aus (32) 
folgt ULyi — p2

yi = O, y! 4= O (der Fall yx = O führt zu einem Widerspruch). 
Angesichts dessen, dass B eine schwach zweizyklische Matrix ist, ist p ein Eigenwert 
der Matrix B. 

i) Es sei b = 0, dp2 + e 4= 0, a/t2 - cx += 0, fH2 - c2 = 0, a * 0. Aus (12) 
folgt nach der Umformung 

(33) ULyi = (cja) y±, [(deJa) + e] Lyt + f(LUy2 - /(2>'2) = O , 

wo f 4= 0 ist. Der Fall f = 0 führt zum Widerspruch mit der Voraussetzung 

C1C2 * fi2[i2(af - bd). 

Es sei zuerst yx = O, y2 4= o. Dann folgt aus der zweiten Gleichung (33) die 
Gleichung LUy2 — /i2y2 = 0, so dass ja ein Eigenwert der Matrix B ist. Der Fall 
y+ 4= O kann nicht eintreten, da aus der ersten Gleichung (33) und aus der Voraus
setzung cJix2 = ctc2 + ß2^2(af - bd) ein Widerspruch folgt. 

j) Es sei b = 0, dp2 + e 4= 0, a/i2 - cx 4= 0,fw2 - c2 = 0, a = 0. Aus b = 0, 
a = 0 folgt dann /? + 1 = 0, 2at — 1 = 0, so dass die Matrix I - S(at, a2, ß) 
nach dem Hilfssatz 1 singulär wäre. Dieser Fall kann also nicht eintreten. 

k) Es sei b = 0, dpi2 + e = 0, a\i2 — c1 = 0, f/L2 — c2 = 0, a 4= 0. Aus den 
Gleichungen (12) folgt dann sofort die Gleichung f(LUy2 — /i2y2) = 0. Falls 

yi + O ist, ist p2 ein Eigenwert der Matrix UL, d. h. der Matrix B2, so dass die 
Behauptung gilt. Falls yt = O ist, folgt aus der Gleichung f(LUy2 — ^2y2) = O für 
f + 0 die Beziehung LUy2 — p2

y2 = 0, y2 4= O, so dass die Behauptung wieder 
gilt. Der Fall f = 0 kommt nicht in Anbetracht, da nach der Voraussetzung die 
Beziehung c1c2 4= p2p2(af — bd) = 0 gelten muss, was ein Widerspruch ist (für 
f = 0 ist nämlich c2 = 0). 

1) Es sei b = 0, d/j2 + e = 0, a/i2 — ct = 0, fa2 — c2 = 0, et = 0. Dieser Fall 
kann nicht vorkommen, da aus der Voraussetzung ctc2 4= p2p2(af — bd) folgt, dass 
c1c2 4= 0 ist; ein Widerspruch zu cx = 0. 

Man kann leicht feststellen, dass sonstige Fälle nicht eintreten können, wodurch 
der erste Teil des Satzes 1 bewiesen ist. 
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II. A. Man setze jetzt voraus, dass die Zahl /L ein Eigenwert der Matrix B ist und 
/t + 0. Es existiert also ein solcher Vektor x = (x l5 x2)T + O, dass Bx = fix oder 
Ux2 = fixx, Lx1 = fix2. 

a) Es sei X ein Eigenwert der Gleichung (9), wobei b =j= 0, dfi2 + c + 0 ist. Dann 
ist auch O/t2 — c1 + 0,f/t2 — c2 + 0 und aus (9) folgt die Beziehung 

- (O/t2 - cx)jbfi = - (dfi3 + efi)l(ffi2 - c2) + 0 . 

Man wähle jetzt einen solchen Vektor y = (yl9 y2)
T, dass (14), (16) gilt. Aus (34) 

folgt sofort, dass ULxx = fi2xl9 LUx2 = fi2x2, LULx1 = /t3x2 und auch 

aULyt + bUy2 = akyULx^ + bk2Ux2 = k^OULXj + b(k2/k,) Ux2] = 

= kJ[O/i2x1 — ((O/t2 — e^jbfi) b/txj = kiC^Vj = Cjy! 

gilt, was die erste Gleichung (12) ist. Ähnlicherweise kann man beweisen, dass 

dLUL\\ + cLVj +fLUy2 = dkxLULxv + ek1Lx1 + fk2LUx2 = 

= k2[d(k1jk2)LULxi + c(k1/k2)/tLx1 + fLUx2] = 

= k2[-OV((f/t2 - C2)/(O7L3 + C/L)) - C/t((f/t2 - C2)/(O7t3 + C/0) + 

+ fli1) *2 

ist, was die zweite Gleichung der Matrix (12) ist, die mit (10) äquivalent ist. Die 
Zahl X ist also ein Eigenwert der Matrix S(<xl9 <x2, ß). 

b) Es sei X eine Wurzel der Gleichung (9), wobei b + 0, dfi2 + c = 0 ist. Es 
gelte ferner afi2 — cx + 0,f/t2 — c2 = 0. Man lege wieder (14), (16). Ähnlicherweise 
wie im Fall a) kann man die erste Gleichung des Systems (12) beweisen. Ferner 
folgt, dass 

dLULyt + eLy{ + fLUy2 = dklLULx1 - dfi2k1Lx[ + fk2LUx2 = 

= k2[-d(bfij(afi2 - c\))fi3 + dfx2{bfx\(afi2 - cx)) fi + f/t2] x2 = 

= k2f/t
2x2 = c2y2 

gilt, was die zweite Gleichung des Systems (12) ist, so dass X ein Eigenwert der Matrix 
S(a1? a2, ß) ist. 

c) Es sei b + 0, dfi2 + c = 0, O/t2 — c\ = 0, f/t2 — c2 + 0. Es sei /t ein Eigen-
wert der Matrix B und x = (x l5 x2)T 4= 0 ein entsprechender Eigenvektor. Es muss 
also xt =|= o sein (sonst wäre /tx2 = 0 und also x2 = O, was ein Widerspruch ist). 
Man lege yt = x l 5 y2 = O. Es ist also y + O und es gilt 

aULy1 + bUy2 = aULx1 = aju2xt = cixl = cx\\ , 

was die erste Gleichung des Systems (12) ist. Es ist ferner 

dLULy{ + cLyj + fLUy2 = dLULxx + eLxx = dLULxY — dfi1Lxl = 

= (dfi3 - dfi3) xx = O = c2y2 , 

was die zweite Gleichung des Systems (12) ist. Es gilt also (10). 
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d) Es sei b = 0, dju2 + e 4= 0, aß2 — cx = 0, f/i2 — c2 + 0. Es sei /i ein Eigen
wert der Matrix B und x + o ein entsprechender Eigenvektor. Man lege yx = O, 
y2 = x2 (e s i s t x2 =t= °)> Dann gilt offensichtlich die erste Gleichung des Systems 
(12). Ferner is 

dLULyx + eLyx + fLUy2 = fLUx2 = fu2x2 = c2x2 = c2y2 . 

was die zweite Gleichung des Systems (12) ist und (10) gilt wieder. 

e) Es sei b = 0, d\i2 + e 4= 0, aja2 — cx + 0, f/L2 — c2 = 0. Man lege j ' i = O, 
y2 = x2, wo x = (x1? x2)T ein, dem Eigenwert /L der Matrix B entsprechende Eigen
vektor, ist. Dann ist 

aULy\ + bUy2 = O = c1yx , 

dLULy\ + cLyx + fLUy2 = fLUx2 = fß2x2 = c2x2 = c2y2 , 

so dass (12) und also auch (10) gilt. 

f) Es sei b = 0, dfi2 + e = 0. Dann kann man beweisen, dass ajj2 — cx = 0, 
f/L2 — c2 = 0 gelten muss. Man lege ^ = x1? y2 = O. Es gilt 

aULyx + bUy2 = aULxx = api2xx = cxxx = cxyx , 

dLULyx + eLyx + fLUy2 = dLULyx + cLy t = dLULxx - dß2Lxx = 

= dL(ULxx — ß2xx) = o = c2y2 , 

so dass (12) und auch (10) gilt. 
Dadurch wurden alle möglichen Fälle behandelt und der Teil II. A. des Satzes 1 

ist bewiesen. 

B. Man setze jetzt voraus, dass ja = 0 ein Eigenwert der Matrix B ist. Dann 
existiert ein solcher Vektor x = (xl9 x2)

T 4= O, dass Bx = o oder Ux2 = O, Lxx = O 
gilt. Die Gleichung (9) besitzt dann die Form 

(34) cxc2 = 0 . 

Es sei X eine, der Beziehung cx = 0 entsprechende Wurzel der Gleichung (34) und 
xx + O, x2 = O. Man lege yx = xx, y2 = o. Dann gilt 

aULyx + bUy2 = aULxx = O = cxyx , 

dLULyx + eLyx + fLUy2 = dLULyx + cLy t = O = c2y2 , 

so dass (12) und also (10) gilt. 
Analogisch kann man die Beziehung (10) in übrigen Fällen beweisen, wenn X 

eine Wurzel der Gleichung (34) ist und c2 = 0,xx = O, x2 + O, bzw. cx = 0, X% 4= O, 
x2 = O, bzw. c2 = 0, xx =f= O, x2 4= O. 

Dadurch ist des Satz 1 bewiesen. 
Die gegenseitige Beziehung zwischen den Eigenwerten X der Matrix S(av a2, ß) 

und den Eigenwerten pi2 der Matrix B2 beschreibt der folgende Satz, 
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Satz 2. I. Es sei die Zahl fi2 ein Eigenwert der Matrix B2. Dann ist mindestens 
eine von den, der Zahl fi2 entsprechenden Wurzeln X der Gleichung (9), ein Eigen
wert der Matrix S(a1, oc2, ß). 

II. Es sei X ein Eigenwert der Matrix S(al, cc2, ß). Dann ist mindestens eine von 
den, der Gleichung (9) entsprechenden Zahlen, ein Eigenwert der Matrix B2. 

Beweis. I. Der erste Teil des Satzes 2 folgt sofort aus dem Teil II des Satzes 1. 
II. Man setze voraus, dass X ein Eigenwert der Matrix S(au a2, ß) ist. Die Glei

chung (9) kann man in der folgenden Form schreiben: 

(35) (af - bd) (p2)2 - (cj + c2a + be) fi2 + cxc2 = 0 . 

A. Man setze zuerst voraus, dass af — bd 4= 0 ist. Die Gleichung (35) besitzt 
dann zwei Wurzeln ß\, ju\ (diese könnten auch zusammenfallen). 

Es sei wenigstens eine von diesen Wurzeln von Null verschieden, z. B. /i2 #= 0. 
Falls cic2 4= jii2ß2(af — bd) für jeden Eigenwert der Matrix B2 ist, ist die Zahl fi\ 
nach dem Teil I des Satzes 1 ein Eigenwert der Matrix B2. Falls c1c2 = p2ji\(af — bd) 
für einen gewissen Eigenwert JLL2

0 der Matrix B2 ist, dann gilt 

jn\fi\ = cxc2l(af - bd) = p%p\ 

oder JH\ = JLL2
O, so dass fi\ ein eigenwert der Matrix B2 ist. 

Wenn beide Wurzeln der Gleichung (35) Null gleich sind, ist cxc2 = 0 und cj + 
+ c2a + be = 0. Da X ein Eigenwert der Matrix S(oci, a2, ß) ist, gilt für einen ge
wissen, von Null verschiedenen Vektor y die Gleichung (12). 

a) Es sei jetzt z. B. c1 = 0. Für a 4= 0 folgt aus den Gleichungen (12) schrittweise 

(af — bd) LUy2 + e(aLyx + by2) = o , 

(af - bd) (LU)2 y2 + eL(aULyx + bUy2) = o , 

(LU)2 y2 = o . 

Für y2 4= O ist die Matrix B2 singulär. Wenn y2 = o ist, gilt aULyt = O, wo a + 0, 
yi =j= O und B2 ist auch in diesem Fall singulär. Wenn a = 0, die Gleichungen (12) 
besitzen die Form 

bUy2 = o , 

dLU\\ + eLyx + fLUy2 = c2y2 . 

Wenn y2 4= o, b =# 0 ist, ist Uy2 = o oder LUy2 = O, so dass B2 singulär ist. 
Der Fall y2 4= 0, b = 0 kann nicht eintreten, da aus b = 0, a = 0 die Gleichungen 
2a t - 1 = 0, ß + 1 = 0 folgen und die Matrix I - S(au a2, ß) nichtsingulär wäre. 
Wenn y2 = 0, dann ist e = 0, da b 4= 0 gilt und es ist also dLULyv = 0, \\ 4= O. 
Da offensichtlich d 4= 0 ist, ist B2 eine singulare Matrix. 
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b) Es sei jetzt c2 = 0. Aus den Gleichungen (12) folgt sofort die Beziehung 

(af - bd) LULyx - (cj + be) Lyi = o . 

Angesichts dessen, dass für c2 = 0 cj + be = 0 und af - bd + 0 gilt, ist LULy\ = o 
oder (UL)2 yt = O. Falls yt + O ist, ist die Behauptung bewiesen. Falls yx = o ist, 
muss y2 + O sein und von den Gleichungen (12) folgt bU2 = O, fLUy2 = O. Da 
angesichts af — bd = 0 die Gleichungen b = 0, f = 0 gleichzeitig nicht gelten 
können, ist B2 offensichtlich eine singulare Matrix. 

B. Man setze jetzt voraus, dass af — db = 0 ist. Die Gleichung (9) ist dann 
der Form 

(36) (cj + c2a + be) fi2 = cic2 . 

a) Im Fall cj + c2a + be + 0, cxc2 + 0 hat die Gleichung (36) eine von Null 
verschiedene Wurzel fi2. Da af - bd = 0, c tc2 + 0 gilt, ist die Bedingung c^c2 + 
+ ju2jj,2(af — bcl) für alle Eigenwerte der Matrix B2 erfüllt, so dass /L2 nach dem 
Satz 1 ein Eigenwert der Matrix B2 ist. 

b) Im Fall cj + c2a + be + 0, ctc2 = 0 hat die Gleichung (36) nur die Wurzel 
ß2 = 0. Es sei X ein Eigenwert der Matrix S(ai9 a2, /?) und cx = 0. Dann folgt aus 
den Gleichungen (12) die Beziehung 

(37) aeLy\ — ac2y2 = o , 

wo a + 0 ist (im Fall a = 0 die Matrix I — S(al5 a2, /?) singulär wäre). Aus (37) 
und aus der Gleichung aULy{ + bUy2 = O (siehe (12)) folgt die Gleichung 
(c2a + be) Uy2 = 0, wo c2a + be = 0 ist. Solange y2 + O ist, ist LUy2 = O und 
B2 eine singulare Matrix. Solange y2 = O ist, ist ULyt = O, yx + O und B2 ist wieder 
eine singulare Matrix. 

Solange c2 = 0 ist, bekommt man nach einer Umformung der Gleichungen (12) 
die Beziehung 

(38) (dcx + ae) Lyx = o , 

wo a + 0 ist (im Fall a = 0 wäre bd = 0; solange aber gleichzeitig a = 0, b = 0 
oder a = 0, d = 0 ist, ist die Matrix I — S(au a2, /?) singulär). Ferner gilt <1Cj + 
+ Oc + 0, da aus der Beziehung dcx + ae = 0 die Beziehung cxf + be = 0 folgt, 
was ein Widerspruch ist. Falls nun yt + O ist, folgt aus (38) die Beziehung ULyx = O 
und die Matrix B2 ist singulär. Falls yx = O ist, folgt aus (12) die Beziehung fLUy2 = 
= O, wo y2 + o, f + 0 ist (für f = 0 wäre bd = 0, bc + 0, d. h. d = 0, was ein 
Widerspruch ist). Die Matrix B2 ist also wieder singulär. 

c) Der Fall, wenn Cjf + c2a + be = 0, c1c2 = 0 gilt, ist trivial. 
Dadurch ist der Satz 2 bewiesen. 
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