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EIN EFFIZIENTER ALGORITHMUS
ZUR ITERATIVEN EINSCHLIESSUNG DER INVERSEN MATRIX

Jiirgen HERZBERGER

(Eingegangen am 5. November 1985)

Zusammenfassung. Es wird ein kombinierter Algorithmus zur iterativen EinschlieBung der
Inversen einer Matrix beschrieben. Es handelt sich dabei um eine intervallmiBige Version des
Schulz’schen Verfahrens. Es wird bewiesen, daB der Algorithmus genauso effizient ist wie ein
hisher bekannter aus [2], daB er aber in Bezug auf den akkumulierten Rundungsfehler dem
bisherigen Vorgehen vorzuziehen ist. Ein numerisches Beispiel wird gegeben.

Wir betrachten eine nichtsingulire m x m-Matrix A und dazu eine m x m=
Intervallmatrix X®, welche A“l einschlieBt, d. h. es gelte

A~1e X©

In [2] werden in Chapter 18 intervallmdBige Schulz-Verfahren betrachtet, welche
die urspriingliche EinschlieBung X ijterativ verbessern. Als optimal in Bezug auf
die rechnerische Effizienz erweist sich dort ein kubisches Verfahren. Wir betrachten
nun ausgehend von dem quadratisch konvergenten Verfahren dieses Typs folgende
Modifikation:

(1)

yk+1) m(X("’) + x(k)(! - Am(X(’")) ,
X*HD = p(X®) 4 YE+EO( — Am(X®)), k=0,

dabei bedeutet m(X) = m((X;;)) = ((x}; + x};)[2) die Mittelpunktmatrix der Intervall-
matrix X (siche [2]).
Wir beweisen nun fiir die Folge der Iterierten {X®} folgenden Satz:

Satz 1. Unter der Voraussetzung A“l e X© gelten fiir die Iterierten nach Vor-
schrift (1) folgende Aussagen:

(2a) Ale X® A”‘eY"", k=0,
(2b) ol — Am(X®)) < 1 < lim X® = lim Y® = A™1
k=>o k=
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(2¢) fiir die R-Ordnung des Verfahrens (siche Appendix A in [2])
gelten die Abschdtzungen

ON{XM] A7) 23 und 0¥}, A

v

3.

Beweis. Zu (2a): Wegen
ATh =X+ AT - AX)
folgt bei vollstandiger Induktion, falls A™'e X® gilt, mit X = m(X®) upq ger

EinschlieBungseigenschaft der Intervalloperationen schlieBlich (2a).
Zu (2b): Die Iterationsvorschrift (1) kann in Bezug auf die Iterationsfolge {X®)

geschrieben werden als
() XD = m(XO) + (m(X) + X = An(XO)) (1 = m(X)),
was dem Verfahren {5") in [2] S. 210 entspricht. Fiir dieses gilt aber

ol — Am(X?)) < 1< lim X® = A~

k-
Aus der zweiten Zeile von (l) folgt durch Anwendung des Durchmesseroperators 4
aber die Abschitzung
AYEHD) = dXO) 1 = Am(X®)|

was folgende SchiuBkette ermoglicht:

lim X® = A7« lim d(X%) = 0 und lim ll — Am(X("’)[ =0=
k= o

k=00 k=0

=limd(Y¥) =0,

k-

woraus dann mit (2a) schlieBlich lim Y® = A~" gefolgert werden kann.
k-~

Die Umkehrung dieses SchluBes ist dann trivial.
Zu (2c): Durch Anwendung des Durchmesseroperators d auf Vorschrift (1)
folgen die Beziehungen

dYE+D) = dX) |1~ Am(X©)] < d(X) |A] |4~ — m(X®)] <
3d(X®) [A] d(X®),
dOXE 1) = YR (1~ Am(X©)] < d(YEE) [A]]AT — m(X®)] <
< 1 d(YeD) 4] d(X).

[IA

Durch Anwendung von zunichst einer monotonen, multiplikativen Matrixnorm
auf diese Ungleichungen und dann durch Anwendung des Normiquivalentsatzes
folgen die Rekursionen

ld YD)
la.x 1)

I\

a d(X©)[*,
Play ) - ax )] -

IIA
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Dies ist aber eine Rekursion, wie sie in [5] behandelt wurde und fiir deren Kon-
vergenzordnung dann folgt:

O({d(X¥)},0) 2 3 und  O({d(Y¥)},0) 2 3,

was gleichbedeutend mit (2¢) ist. =

Zum Verfahren (1) 148t sich nun analog in [2] ein entsprechendes monotones
Iterationsverfahren bilden. Dieses wird beschrieben durch

@ Y&+ -[m(X(”) + X""(! - Am(X“‘)))} A X®
Xk+1) {m(x(k)) + Y“‘+”([ _ Am(x(k)))} A Y&+HD , k=0,
Hierfiir gilt offensichtlich dir Monotonieaussage
yk+1) c x(k) c Y(k) c x(k—l) =
Fiir das Verfahren (4) 148t sich der folgende Satz beweisen, wobei man beachte, daf}

dieses Verfahren nicht identisch ist mit dem Verfahren in [4] und fiir die Folge
{X%®} nicht mit dem Verfahren

(5) X*HD = (m(X®) 4+ (m(X®) + XO(1 = Am(XD)) (I — Am(XP)} A X©

Satz 2. Unter der Voraussetzung A~' e X gelten fiir die Iterierten nach Vor-
schrift (4) folgende Aussagen:

(2a) Al e X® AleY®, k=0,

(6) o[l — AX|) < 1 fiir alle Xe X = lim X® = lim Y® = A™1,
o ’ ’ k-0 koo :

(20) fiir die R-Ordung des Verfahrens gelten die Abschdtzungen

O {X®) A" =3 und Of({Y®},A"1) >3,

Beweis. Die Beweise von (2a) und (2c) erfolgen vollig analog zu den entsprechen-
den Aussagen in Satz 1.

Zu (6): Wegen der Monotonie der Folgen {X®} und {Y"} folgt deren Konvergenz
mit lim X® = X und lim Y® = Y. Aufgrund der erwidhnten Beziehung

k= o0 k= o
x(k+1) c Y(k+1) c X®

muB gelten:
X=Y.

Damit sind die beiden Teilschritte von (4) im Limes genau eine Rechenvorschrift.
Mit Hilfe dieser 148t sich dann wie in [2] S. 208

d(X)=0

schlieBen, was aber wegen (2a) gleichbedeutend ist mit der obigen Aussage. m
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Verfahren (1) hat den Voteil, daB das Konvergenzkriterium weniger streng ist
als bei Verfahren (4). Dagegen hat Verfahren (4) den Vorteil, da3 es monotone Itera-
tionsfolgen liefert, was ein sauberes Abbruchkriterium erméglicht. Bei gegebenen
X© wird man also ein Verfahren (7) anwenden, das zunichst geméB Vorschrift (1)
startet und dann bei Erfiilltsein eines hinreichenden Kriteriums fiir die Konvergenz
von (4) mit der Vorschrift (4) fortfahrt, bis die Iteration abgebrochen wird. Hierzu
vergleiche man auch die ausfiihrliche Beschreibung eines solchen Vorgehens bei
den bisherigen Verfahren in [3].

Auf diese Weise lassen sich sowohl aus (3) und (5), als auch aus (1) und (4) derart
kombinierte Verfahren bilden. Bei beiden Vorgehensweisen gelten die gleichen
Eigenschaften beziiglich Konvergenz und beziiglich der Konvergenzordnung. Wie
man durch Abzédhlen der Rechenoperationen pro Schritt sicht, haben beide Methoden
auch die gleiche Effizienz. Dennoch erweist sich Verfahren (1) und (4) als vorteilhafter,
da die Rechenvorschrift wesentlich einfacher aufgebaut ist und dadurch der akkumu-
lierte Rundungsfehler geringer ist.

Wir wollen abschlieBend ein numerisches Beispiel fiir ein aus (1) und (4) kombi-
niertes Verfahren bringen. Die Rechnungen dazu wurden in PASCAL SC (siehe [7])
auf einem Personalcomputer Apple//e durchgefiihrt (siche [6]).

Beispiel.
1-0E + 00 —1-0E — 01 1-0E — 01
A=(-10E—-01 10E + 00 1-0E — 01
1-°0E — 01  1-0E — 01 1-0E + 00
X, = [-20E — 01, 2:2E + 00], X{, = [—20E — 01, 2:0E — 01]
X, = [—2:0E — 01, 2:0E — 01], X} = [—20E — 01, 2:2E + 00]
X = [-2:0E — 01, 220E — 01], X%} = [—2-0E — 01, 2:0E — 01]
X = [-20E — 01, 2:0E — 01]
X, = [-2:0E — 01, 2:0E — 01]
X©) = [=2:0E — 01, 2:2E + 00]
Das kombinierte Verfahren benétigte

1 Schritt nach (1)
3 Schritte nach (4)

bis zum Stillstand der Iteration. Das Ergebnis X war:

X, =[ 102272727272E + 00, 1-02272727273E + 00]
X, ,=[ 113636363636E — 01, 1-13636363637E — 01]
X,,; = [—113636363637E — 01, —1:13636363636E — 01]
X,, =[ 113636363636E — 01, 1-13636363637E — 01]
X,, = [ 102272727272E + 00, 1-02272727273E + 00]
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X, 3 =[—113636363637E — 01. —1-13636363636E — 01]
X5, =[—113636363637E — 01, —1-13636363636E — 01]
X5, = [—113636363637E — 01, —1-13636363636E — 01]

X553 =[ 102272727272E + 00, 1-02272727273E + 00]
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Souhrn
UCINNY ALGORITMUS ITERATIVNIHO PRIBLIZEN{ INVERZNI MATICE
JURGEN HERZBERGER
Je popsan kombinovany algoritmus pro aproximaci inverzni matice. Jde pfitom o intervalo-

vou verzi Schulzovy metody. Dokazuje se, Ze algoritmus je pravé tak udinny, jako dosud znamy

algoritmus z [2], ale Ze je z hlediska hromad&ni zaokrouhlovacich chyb vyhodnéjsi. Je uveden
numericky priklad.

Pesiome

JEVICTBEHHBIVI AJITOPU®M UTEPATHUBHOI'O IMPUBJIVDKEHUSA OBPATHOU
MATPUIBI

Jiirgen HERZBERGER
B cratbe onmcan KOMOMHHPOBAHHBIH anropudm A npuOIMKeHuss 06paTHOW MaTPULBI, Ipe-
craBisroIui coboil nuTepBanbHyro Bepcuio merona Ilynbua. JloxasbiBaeTcs, YTO AEMCTBEHHOCTH

anropudma TaKas ke Kak B Cllyyae u3BecTHOro anropudma us [2], Ho yTOo OH OOjee BHITOAEH
C TOYKM 3PEHMS AKKYMYJSLUKM OWHOOK OKpyriaeHusi. IIpHBOIUTCS YMCIICHHBIA TIPAMED.
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