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ZUR AQUIFORMEN GEOMETRIE IN DER EBENE

ZDENEK JANKOVSKY, MIROSLAV SEIDL, Praha

(Eingegangen am 8. Oktober 1985)

Zusammenfassung. Im Artikel werden die Integral- und Differentialgrundinvarianten (Bogen,
Kriimmung) der ebenen Kurve angesichts der dquiformen Gruppe (£-Gruppe) bei der Anwendung
der komplexen Symbolik hergeleitet. Weiter werden die &-minimalen Kurven, &-Geraden und
&-Kreise von der £-Geometrie festgestellt; im euklidischen Modell handelt es sich um die Geraden,
Kreise und logarithmischen Spiralen.

Keywords.: Integral- und Differentialgrundinvarianten, geometrische Grundobjekte.
Classification AMS: 53 A 55.

1. EINLEITUNG

Die dquiforme Geometrie in der Ebene wird in der Kinematik des #dhnlich-ver-
inderlichen Objektes angewandt (s. z. B. [1]—[3], [6], [8]). In diesem Arktikel
werden ihre Integral- und Differentialgrundinvarianten (6-Bogen und &-Kriimmung)
und geometrische Grundobjekte (&-minimale Kurve, &-Gerade, &-Kreis) bei der
komplexen Symbolik (s. [ 5] und vgl. [7]) als eine Grundlage der dguiformen Kinema-
tik hergeleitet.

Sei R, bzw. K der Korper der reelen, bzw. komplexen Zahlen, E, die dquiforme
Ebene (&-Ebene). E, + @ ist eine Menge mit diesen Eigenschaften:

1) Ir, ©: E, <57 K: (2) < z (Punkt < komplexe Zahl)

2) Vry,ti 1yt By <57 K5 750 E; 57> K, 3 eine dquiforme Transformation
=150t K-> K:8() =z

1) z=m+ n{,

wom,neK,n £ 0;z {ekK.

Diese “&-Transformation” (1) stellt analytisch die Koordinatentransformation,
bzw. angesichts der Abbildung t© die Punkttransformation in E, dar. Die Menge
aller &-Transformationen bildet eine dquiforme Gruppe (&-Gruppe); die -Gruppe
operiert transitiv in E, und (1) ist deren analytische Darstellung. Aquiforme Geo-
metrie (£-Geometrie) in der &-Ebene E, ist die Geometrie angesichts der £-Gruppe.
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§2. &-Integral- und &-Differentialinvariante.
Sei

(554’:(0), te S

eine parametrische Darstellung der Kurve €4 in der §-Ebene E,. Ihr Bild bei einer
beliebigen &-Transformation (1) ist eine Kurve mit der Parametrisation

(2) E(6) =z =z(t) = m + n{(r).

Suchen wir zuerst ein &-Invariantenableitung:

A1) = n{(t)}:z‘zﬁ_; [+0(z+0) auf 5.
£(t) = n {(1) z
Bezeichnen wir diese &-Invariantenableitung mit
4
(3) 5= (1)

z

Transformieren wir den Parameter i:

0:5-'7:0=0(), wo O=0eC*JS) et (Z—@=@'4=0
t

auf £, dann gilt

(4) (z 0 =

”n '2 ’ >3
Mz(z’@)_@_*_(@’t)

z'. O

WO
, _dz , d’z
" “ "ot

Aus der Beziehung (4) folgt: ,,Die &-Invariantenableitung (3) ist nich @-invariant®.
Die &-Invariantenableitung (3) ist in allgemeinen eine komplexe Funktion einer
reelen Verdnderlichen; bezeichnen wir diese wie folgt:

(%) (z 1) = I(t) = L(t) + jI,(1); j* = —1.
Aus (4) und (5) folgt ’

(6) I(1) =1,(6). 6 +(0,1)

g L) = 1(6). 6,

wo I,(1) = Re I(1), I,(t) = Im I(f) auch &-Invarianten sind. Sei
I(t) # 0 auf S(<I,(0) + 0auf's).

Transformieren wir t - @ so, daB

(8) I,(0) = & = signI,(1)
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gilt. Aus (7) und (8) bekommen wir fiir diese ©-Transformation:

9) O(t) = fel,(t)dt; tes.

Satz 1. (9) ist eine &-Integralinvariante.

Beweis. Die &-Invarianz (9) folgt aus der &-Invarianz I,. ©-Invarianz: iibergehen

wir zum Parameter t: © = 7(t). Wir bekommen aus (7):

1,(0). 0 =I,(x).t
und daraus folgt

(1) = [el,(r)dr,
also die ©-Invarianz (9).

Definition 1. Den Parameter ©, der durch die (&, ©)-invariante Gleichung (9)
festgelegt wird, nennen wir (analogisch zu den Geometrien auf anderen Gruppen)

den &-Bogen der Kurve €.

&-Bogen ist eine Grundintegralinvariante der Kurve %. Parametrisieren wir 4

durch O:
€ =z=120); ¢S,

dann bekommen wir fir die &-invariante Ableitung der Kurve %

(10) (z, @) = I(0) = 1,(0) + j&.
Aus (4), (9) und (10) folgt

L(t) +J L(1) = [14(0) + je] e I(t) + (0, 1),
daraus folgt

(11) 1,(6) = (1) — (6, 1)

e I,(1)
Aus (9) folgt
O =cl,(f); 6 =cly()
und weiter
_ O _ L)
(12) (0.1 =5 = 5.0
ist. Aus (11) und (12) folgt.
_ L) I(0) — Iy(r) _
(13) 1,(0) = 220 =Q.

Satz 2. Q tst eine Grunddifferentialinvariante der Kurve €. Der Rang dieser

Invariante ist 3.
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Beweis: Die &-Invarianz folgt aus der &-Invarianz von I, I,; ©-Invarianz:
gehen wir zum Parameter ¢ = o(f) iiber; aus (6) und (7) bekommen wir:

1(1) = I,() . 6 + :57

I,(tf) = I,(0) . ¢
und ferner ist
I,(1) = I(0) . 6* + I,(0) . &
und aus (13) ergibt sich:

(11(0) 6+ 9(12(0) L6) = Iy0). 7 — Ly(0) . &
1(9) = eI3(0) . 6? T
_ I4(0) . I(0) — I5(0)
e15(0)

Q

also die @-Invarianz Q. (13) kann man in der Form

(13) Q=1(0)=(z,0) - je = = —IF
z

darstellen, wo z’ = dz/dO, ... ist.

Definition 2. Die Differentialinvariante Q nennen wir die &-Kriimmung der Kurve 4.
3. &-MINIMALE KURVEN, &-GERADEN, &-KREISE

Definition 3. Ein Punkt (z,) = (z(t,)) der Kurve € = z = z({), 1, € # heiBt
a) ihr minimaler Punkt <> O(ty) = 0,

b) ihr inflexer Punkt <> Q(@,) = 0 A O(ty) * 0

c) ihr kreisformiger Punkt <> Q'(@,) = 0 A Q(0,) + 0 A O(1) =% 0.

Definition 4. Die Kurve ¢ = z = z(t), t € £, nennen wir

a) &-minimale Kurve <> alle jhre Punkte sind ihre minimale Punkte

b) &-Gerade <> alle ihre Punkte sind ihre inflexe Punkte

c) &-Kreis <> alle ihre Punkte sind ihre kreisférmige Punkte.

ad a) Suchen wir eine parametrische Darstellung von &-minimalen Kurven.
Fiir die #-minimalen Kurven gilt: ©(t) = 0 auf .# < I,(f) = 0 auf £ <> Im (£[2) = 0
auf S (2,[2,) = (£,/%,) (bei der Bezeichnung z = z, + jz,,j* = —1). Daraus folgt

Z, = ¢4Zy + ¢,, ¢;€R, Kkonst.,
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und wir bekommen
(14) z=z(t)=az(t) + B; z, =24,
wo o, B €K, konst., « = 1 + jey, B = jc, ist. Daraus folgt:
Satz 3. &-minimale Kurven sind Kurven mit der parametrischen Darstellung
(14), d. h. im euklidischen Modell die Geraden.

ad b) Suchen wir eine parametrische Darstellung der &-Geraden, fiir die &-Gera-

den gilt:
Q=0<x2z"=jez’. Legenwir z' =3,z" =3;
wir bekommen
(15) 3 = jes
Die Lésung von (15) ist
3 = ¢, exp(je®)

und

(16) Z2(@) = cexp(je(@ — Oy)) + D; ceR; DeK, konst.
Daraus folgt:
Satz 4. &-Geraden sind Kurven mit der parametrischen Darstellung (16), d.h. im
euklidischen Modell die Kreise (vgl. [6]).
ad ¢) Suchen wir eine parametrische Darstellung der &-Kreise. Fiir §-Kreise gilt:
Q' =0< Q= Qykonst.) < z" = (2, + je) z'.
Losen wir diese Gleichung; dann bekommen wir:
(17) z = Aexp(BO) + C,
wo A, B, C € K(konst.) sind. Daraus folgt:
Satz 5. &-Kreise sind Kurven mit der parametrischen Darstellung (17), d. h.

im euklidischen Modell die logarithmischen Spiralen mit dem asymptotischen
Punkt im Punkte (C); (vgl. [6]).
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Souhrn
K EKVIFORMNI GEOMETRII V ROVINE

ZDENEK JANKOVSKY, MIROSLAV SEJDL

V &lanku jsou pri uZiti komplexni symboliky odvozeny zékladni integralni a diferencialni
invarianty (cblouk a kiivost) rovinné kfivky vzhledem k ekviformni grupé (&-grupé). Dale jsou
uréeny &-minimalni ktivky, &-pfimky a &-kruZnice rovinné &-geometrie; v euklidovském modelu
jsou to po fadé primky, kruZnice a logaritmické spiraly.

Pesome
K DKBU®OPMHON I'EOMETPUM HA IIJIOCKOCTU
ZDENEK JANKOVSKY, MIROSLAV SEIDL

B crarbe C NOMOIIBIO KOMIUIEKCHOM CHMOOJMKM ONPEAEISIOTCS OCHOBHBIE HHTErpajibHbIE
¥ nuddepeHnmanbEbpIe MHBAPUAHTHI (Hyra, KPHBM3HA) KPUBOI B 9KBUGOPMHOM TU10CKOCTR. Jlanbiue
OonpeneneHsl &-MUHIMAIbHAS KpUBas, &-IpsiMasi U &-OKPYKHOCTDb &-reOMETPUH, KOTOPHIM B €KBJIH~
JIOBOH MOJIETM COOTBETCTBTYIOT IIPsIMasi, OKPYXKHOCTh U JIOTapu(hMUYECKas CIUpPab.
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