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32(1987) APLIKACE MATEMATIKY No. 1,57-—62 

ZUR ÄQUIFORMEN GEOMETRIE IN DER EBENE 

ZDENEK JANKOVSK^, MIROSLAV SEJDL, Praha 

(Eingegangen am 8. Oktober 1985) 

Zusammenfassung. Im Artikel werden die Integral- und Differentialgrundinvarianten (Bogen, 
Krümmung) der ebenen Kurve angesichts der äquiformen Gruppe (^-Gruppe) bei der Anwendung 
der komplexen Symbolik hergeleitet. Weiter werden die ^-minimalen Kurven, <f-Geraden und 
«f-Kreise von der rf-Geometrie festgestellt; im euklidischen Modell handelt es sich um die Geraden, 
Kreise und logarithmischen Spiralen. 

Keywords: Integral- und Differentialgrundinvarianten, geometrische Grundobjekte. 
Classification AMS: 53 A 55. 

1. EINLEITUNG 

Die äquiforme Geometrie in der Ebene wird in der Kinematik des ähnlich-ver­
änderlichen Objektes angewandt (s. z. B. [1] —[3], [6], [8]). In diesem Arktikel 
werden ihre Integral- und Differentialgrundinvarianten (S -Bogen und $ -Krümmung) 
und geometrische Grundobjekte (^-minimale Kurve, <f-Gerade, <f-Kreis) bei der 
komplexen Symbolik (s. [5] und vgl. [7]) als eine Grundlage der äguiformen Kinema­
tik hergeleitet. 

Sei R, bzw. K der Körper der reelen, bzw. komplexen Zahlen, E2 die äquiforme 
Ebene (<f-Ebene). E2 #= 0 ist eine Menge mit diesen Eigenschaften: 

1) 3T, T: E2 ^"bTJ^ K: (z) <-> z (Punkt <-> komplexe Zahl) 

2) Vrl9 T2 : TX: E2 *~b7V* K; T2 : E2 * b i j
 > K, 3 eine äquiforme Transformation 

S = T., o%-l:K-*K\<${() = z: 

(1) z = m + nC, 

wo m, n e K, n 4= 0; z, £ e K. 
Diese "^-Transformation" (1) stellt analytisch die Koordinatentransformation, 

bzw. angesichts der Abbildung T die Punkttransformation in F2 dar. Die Menge 
aller <f-Transformationen bildet eine äquiforme Gruppe (& -Gruppe); die $ -Gruppe 
operiert transitiv in E2 und (1) ist deren analytische Darstellung. Äquiforme Geo­
metrie (S -Geometrie) in der <f-Ebene E2 ist die Geometrie angesichts der $ -Gruppe. 
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§2. <f-Integral- und^-Differentialinvariante. 
Sei 

V~t; = t;(t), teJ? 

eine parametrische Darstellung der Kurve ^ in der <f-Ebene E2. Ihr Bild bei einer 
beliebigen ^-Transformation (l) ist eine Kurve mit der Parametrisation 

(2) _f(#) = z = z(t) = m + n C(f). 

Suchen wir zuerst ein <f-InVariantenableitung: 

z(t) = nC(t)) * _ _ . ' , 

z(t) = n t(t)\ z C 

Bezeichnen wir diese ^"-Invariantenableitung mit 

Д =>- = - ; ÇфO(żфO) auf У. 
)i - í 

(3) î = (z, ř) 
z 

Transformieren wir den Parameter t: 

в : У - » ' У : 0 = 0( í ) , wo = Ø E C 2 ( / ) et - = Ф 0 
dř 

auf J f, dann gilt 

(4) (z,í) = 
z " 0 2 , _ <ä 

- — . — = (z, ) 
z' . 6» V 7 

wo 

, _ dz . , _ d 2 z 

~ d ø ' Z ~d0~ 

Aus der Beziehung (4) folgt: „Die <f-Invariantenableitung (3) ist nich <9-invariant". 
Die <f-Invariantenableitung (3) ist in allgemeinen eine komplexe Funktion einer 

reelen Veränderlichen; bezeichnen wir diese wie folgt: 

(5) (z,t) = l(t) = h(i)+jl2(i); ; 2 = - 1 . 

Aus (4) und (5) folgt 

(6) It(t) = 1,(0) .© + (&, t) 

(7) I2(t) = I2(0) . 0 , 

wo JJ(J) = Re l(t), I2(t) = Im l(t) auch ^-Invarianten sind. Sei 

J2(i) 4= 0 auf J(o I2(0) + 0 a u f ' / ) . 

Transformieren wir t -» 0 so, daß 

(8) I2(0) = e = sign I2(t) 
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gilt. Aus (7) und (8) bekommen wir für diese <9-Transformation: 

(9) 0(t) = $8l2(t)dt; teJ. 

Satz 1. (9) ist eine S"-Integralinvariante. 

Beweis. Die <f-Invarianz (9) folgt aus der ^-Invarianz J2. <9-Invarianz: übergehen 
wir zum Parameter r: T = t(t). Wir bekommen aus (7): 

i2(e). e = I2(T) . i 

und daraus folgt 

<9(T) = j 8 J 2 ( T ) d T , 

also die O-Invarianz (9). 

Definition 1. Den Parameter 6), der durch die (S, <9)-invariante Gleichung (9) 
festgelegt wird, nennen wir (analogisch zu den Geometrien auf anderen Gruppen) 
den S-Bogen der Kurve (€. 

(f-Bogen ist eine Grundintegralinvariante der Kurve (ß. Parametrisieren wir ^ 
durch 0: 

<% = z = z(0) ; 0 e 'J ; 

dann bekommen wir für die <f-invariante Ableitung der Kurve (ß\ 

(10) (z, 0 ) = 1(0) = It(0) + je . 

Aus (4), (9) und (10) folgt 

h(t) + j h(t) = [Ji(©) + je] £ h(t) + (&, t) , 
daraus folgt 

( i i ) m . • & = ! & * . 
8l2(t) 

Aus (9) folgt 

0 = 8l2(t); 0 = 8l2(t) 

und weiter 

(12) (e,o * -30 
V ' K ' 0 I2(t) 

ist. Aus (11) und (12) folgt. 

(13) Jl(fl),{iMii[i,fl, 
8l2(t) 

Satz 2. ß tst eine Grunddifferentialinvariante der Kurve cß. Der Rang dieser 
Invariante ist 3. 
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Beweis: Die ^-Invarianz folgt aus der ^-Invarianz von I1?I2; <9-Invarianz: 
gehen wir zum Parameter a = a(t) über; aus (6) und (7) bekommen wir: 

Ix(t) = Ix(a) . a + -
a 

I2(t) = I2(a) . a 

und ferner ist 

I2(t) = I'2(a) . e)2 + I2(a) . ä 

und aus (13) ergibt sich: 

12( ) = 
(h(a) á + ?\(l2(o) . a) - I'2(a) . a2 - I2(a) . a 

єl2

2(a).ò2 

h(a).I2(a)-ľ2(a) 
ell(a) 

also die (9-Invarianz Q. (13) kann man in der Form 

(13') Q = hi€f) = (z, 0) - je = *1=J*± 
Z 

darstellen, wo z' = dz/dO, ... ist. 

Definition 2. Die DifferentialinVariante Q nennen wir die $"-Krümmung der Kurve ^. 

3. ^-MINIMALE KURVEN, ^-GERADEN , cf-KREISE 

Definition 3. Ein Punkt (z0) = (z(t0)) der Kurve ^ = z = z(t), t0e J heißt 

a) ihr minimaler Punkt <=> 0(to) = 0, 

b) ihr inflexer Punkt <-> Q(0O) = 0 A 0(to) + 0 

c) ihr kreisförmiger Punkt <=> Q'(0O) = 0 A ß(6)0) + 0 A 0(to) + 0. 

Definition 4. Die Kurve ^ = z = z(t), * e ^ , nennen wir 

a) & -minimale Kurve o alle ihre Punkte sind ihre minimale Punkte 

b) $ -Gerade <=> alle ihre Punkte sind ihre inflexe Punkte 

c) (f-Kreis o alle ihre Punkte sind ihre kreisförmige Punkte. 

ad a) Suchen wir eine parametrische Darstellung von ^-minimalen Kurven. 

Für die (f-minimalen Kurven gilt: 0(t) = 0 auf J> o I2(t) = 0 auf J o Im (z\z) = 0 
auf J (z2\z2) = (zi/zi) (bei der Bezeichnung z = zt + jz2J

2 = — 1). Daraus folgt 

z2 = oxzx + e2 , cte R , konst. , 
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und wir bekommen 

(14) z = z(t) = <x zx(t) + ß ; zi = zl9 

wo a, ß e K, konst., a = 1 + jct, ß = jc2 ist. Daraus folgt: 

Satz 3. S-minimale Kurven sind Kurven mit der parametrischen Darstellung 
(14), d. h. im euklidischen Modell die Geraden. 

ad b) Suchen wir eine parametrische Darstellung der <f-Geraden, für die ^-Gera­
den gilt: 

Q = 0 <=> z" = jsz' . Legen wir z' = 3, z" = 3' ; 

wir bekommen 

(15) 3' = m 

Die Lösung von (15) ist 

3 = cx exp (je<9) 

und 

(16) 0 z(0) = c exp ( J B ( 0 - <90)) + D ; c e K ; DeK, konst. 

Daraus folgt: 

Satz 4. S-Geraden sind Kurven mit der parametrischen Darstellung (16), d.h. im 
euklidischen Modell die Kreise (vgl. [6]). 

ad c) Suchen wir eine parametrische Darstellung der <f-Kreise. Für $ -Kreise gilt: 

Q' = 0 o Q = ß0(konst.) <=> z" = (ß 0 + J£) z' • 

Lösen wir diese Gleichung; dann bekommen wir: 

(17) z = Aexp(BO) + C, 

wo A, B, C e K(konst) sind. Daraus folgt: 

Satz 5. S-Kreise sind Kurven mit der parametrischen Darstellung (17), d. h. 
im euklidischen Modell die logarithmischen Spiralen mit dem asymptotischen 
Punkt im Punkte (C); (vgl. [6]). 
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Souh rn 

K EKVIFORMNÍ GEOMETRII V ROVINĚ 

ZDENĚK JANKOVSKÝ, MIROSLAV ŠEJDL 

V článku jsou pri užití komplexní symboliky odvozeny základní integrální a diferenciální 
invarianty (oblouk a křivost) rovinné křivky vzhledem k ekviformní grupě (ď-grupě). Dále jsou 
určeny ^-minimální křivky, ^-přímky a *f-kružnice rovinné ď-geometrie; v euklidovském modelu 
jsou to po řadě přímky, kružnice a logaritmické spirály. 

Pe3K>Me 

K 3KBHOOPMHOH TEOMETPMH HA nJlOCKOCTH 

ZDENĚK JANKOVSKÝ, MIROSLAV ŠEJDL 

B CTaTbe c noMOiubio KOMnjieKCHoií CHM6OJIHKH onpeflejiHioTCíi OCHOBHMC HHTerpajibHbie 
H ZlHý4> e P e H míaj7bHfcie HHBapHaHTfcI (flVra, KpHBH3Ha) KpHBOM B 3KBH(j)OpMHOH nJlOCKOCTH. JJ^nhUlQ 

oripe^eneHLi ď-MHHHMajibHa>i KpHBaa, ď-npHMaa H «ř-OKpy5KHOCTi> ď-reoMeTpHH, KOTOPBIM B eKBJíií-
/40BOH MO êjIH COOTBeTCTBTyiOT npflMafl, OKpŷ CHOCTB H norapH^MHHecKaH cnHpanb. 

Anschrift der Verfassers: Doc. RNDr. Zdeněk Jankovský, CSc, katedra matematiky, fakulta 
elektrotechnická ČVUT, Suchbátarova 2, 166 27 Praha 6; RNDr. Miroslav Šejdl, katedra mate­
matiky a deskriptivní geometrie, fakulta stavební ČVUT, Thákurova 7, 166 29 Praha 6. 
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