Aplikace matematiky

Zdenék Jankovsky
Mobiussche Bewegungen der Ebene mit mehrfach durchlaufenen Bahnkurven
Aplikace matematiky, Vol. 30 (1985), No. 4, 297-306

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104153

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1985

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/104153
http://dml.cz

SVAZEK 30 (1985) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

MOBIUSSCHE BEWEGUNGEN DER EBENE
MIT MEHRFACH DURCHLAUFENEN BAHNKURVEN

ZDENEK JANKOVSKY

(Eingegangen am 11. September 1984)

I. EINLEITUNG

Es sei R, bzw. K der Koper der reellen, bzw. der komplexen Zahlen. Die Mo6-
biussche Bewegung (.#-Bewegung) .#(Z/S) der gegebenen Mdbiusschen Gangebene
(%) in der koinzident gelegten ./-Rastebene (S) wird analytisch durch das 1-para-
metrige System der linearen gebrochenen Transformationen

(1) A(z)S) (i) z = HOEFBO o5 4 gy aut 7,

¥(t) ¢+ 9(1)
dargestellt, wo .# < R ein Intervall ist, ({) e (2), (z) €(S); {, ze K U {w0};0, B, 7,0 €
e C'(#), (C'(#) der lincare Raum aller stetig differenzierbaren komplexen Funktio-
nen der reellen Veranderlichen ¢ ist). o, f, 7, 0 nennen wir die kinematischen Para-
meter (néher s. [1]).

Es sei {({;)}{Z, eine Punktfolge in der .#-Gangebene (%), ({;) + (¢;) fir i + j.
Suchen wir eine spezielle Klasse von .#-Bewegungen der Ebene, die so gegeben
werden, daB die Punktfolge {({;)} in gleichen Zeitintervallen T > 0 dieselbe Bahn-
kurve durchlauft (vgl. [2], [8], [9]).

Bemerkung. Wenn wir diese Bahnkurve fest als geometrische Kurve (k) vorschrei-
ben, bekommen wir die Aufgabe: die .#-Bewegungen mit den gegebenen (k)-Bindun-
gen zu finden (s. [3]). Wenn alle Punkte der gegebenen Kurve (k) < () die Kurve
(*k) = (S), (‘k) = (k) auf #, durchlaufen, handelt es sich um die .#-Bewegungen
mit dem (k)-Automorphismus (s. [4]).

In unserem Fall wird keine Kurve (k) a priori vorgegeben. Es handelt sich analytisch
um die Aufgabe: die Klasse der .#-Bewegungen, die den Bedingungen

(2) z{t+ T)=z,_(t); i=1,2,3,...; teR,

geniigen, zu finden.
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2. ZUR BESTIMMUNG DER #-BEWEGUNGEN MIT MEHRFACH
DURCHLAUFENEN BAHNKURVEN

Aus der Bedingungen (2) und (1) bekommen wir die Differenzengleichungen

ot + T) i + Bt + T) _ aft) §iey + A1)
y(t + T) G+ 5(t + T) )’(I) Gior + 5{‘)

)

fiir die kinematischen Parameter. (3) ist im allgemeinen ein System von nichtlinearen
Differenzengleichungen. (3) kann man in der Form

(4) Climq[a(t + T) . p(t)] + Cifoft + T).6(0)] + Cimo[B(t + T) . 9(1)] +

+ [Ba + T).8(0)] = Clica[ot) .ot + T)] + Co(t + T). BB)] +
+lioqfelt) . 6(r + T)] + [B(r). 8(t + T)]

schreiben. Aus (4) fiir allgemeine Punktfolge {({,)} folgt:

alt + T).y(t) = oft) . y(t + T) v

ot + T). (1) = Bia) . y(t + T)

Bt + T).y(t) = oft) . 6t + T)

Bt + T).08(t) = p(1) . 6(1 + T)

(5) gilt = ad = By auf £, was im Widerspruch mit (1) ist und wir bekommen keine
J-Bewegung. (3) kann man jedoch z. B. so erfiillen, daf

©)

©) At + T) + Pt + T) =ot) -y + B)
i+ T+ 8t + T) = 9(1) (g + (1)

gilt. i

Wir werden uns weiter nur mit dem System (6) beschiftigen. .#-Bewegungen,
die (6) geniigen, bezeichnen wir als .#/-Bewegungen. Wenn wir die kinematischen
Parameter in diesem Fall feststellen wollen, brauchen wir 4 unabhingige Differenzen-
gleichungen. Nehmen wir also z. B. das System (6) fiir i und fiir (i + 1); wir be-
kommen:
ot + T); 4+ Pt + T)=ot) {i—y + B1)
at + T) vy + Bt + T) =), + B(1)
W+ TG +6(t+T)= y(_t) Cioy +6871)
Wt + T) ey + 00+ T)=9(t) & + (1)
Zur Bestimmung der .#-Bewegung brauchen wir nur 2 Bedingungen (2), d. h. eine
Punktfolge von nur 3 Punkten, z. B. ({;_,), ({;), ({;4;). Die iibrigen Bedingungen
miissen abhingig sein (sie miissen zu denselben kinematischen Parametern i iihren);

(7
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diese Eigenschaft fithrt zu den Bedingungen auf die Konfiguration der Punkte der
Punktfolge {({;)}, s. Absatz 3. Aus (7) folgt
(8) (Ci+1 - Ci)-a(t+ T) + (Li-y —Ci)-“(’)zo

(Cisr = L)yt + T) + (Cioy = L) 9() = 0

(8) sind zwei gleichartige lineare homogene Differenzengleichungen fiir die Be-
stimmung der kinematischen Parameter o(t), y(1).

Ldsen wir also die lineare homogene Differenzengleichung
9) (Civy = C) ot + T) = (L = Limy) . alt).
(9) kann man in der Form
(10) Gior =G _ l“(\t)|f

Gi— Loy ot + T)
schreiben. Aus (10) folgt

(11) ‘(X(T + T)‘ _ IC: - Ci‘ll =k>0, keR, Konst.
EO IR

Die Losung der Gleichung (11) kann man in der Form

exp [j(arg «(t) — argoft + T))], j> = —1,

(12) 0] = £(1) . kT

(fr ist eine beliebige nichtnegative, stetig differenzierbare, T-periodische Funktion)
schreiben. Weiter folgt aus (10):

(13) arg (ot + T)) — arg (1)) = arg <§i:§_;£> =%,

x € R, Konst. (13) ist eine lineare im allgemeinen nichthomogene Differenzenglei-

chung 1. Ranges mit konstanten Koeffizienten; ihre Losungen kann man in der
Form

(14) arg (1)) = 94{1) + ;‘% t

schreiben, wo 9(1) eine beliebige reelle, stetig differenzierbare, T-periodische Funk-

tion ist.
ot) = fo{t) . k" . exp [j <9T<z) + ; t>:|

ist also eine stetig differenzierbare komplexe T-periodische Funktion der reellen
Veranderlichen t. Analogisch bekommen wir:

V(t) = 1) . k"T . exp [j(‘gT(t) + '}}{‘ t>]’
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wo 'fr, 19, beliebige reelle, stetig differenzierbare, T-periodische Funktionen sind
('fy nichtnegativ).

Fiir die kinematischen Parameter f3, & bekommen wir aus (7) zwei gleichartige
lineare nichthomogene Differenzengleichungen 1. Ranges:

(15) Bt + T) = Bt) = «t) Loy — oft + T,
ot + T)—01) =y1)Liey — it + T)E;
Fiir die Losung (15,) folgt aus (9):

ot + T) = »;"—: bic1 a't) ;
Givr — G
(15,) kann man also in der Form
Bt + T)— B1)=C.at),
wo

2L = Konst. ,

schreiben.

(16) ist homogen, bzw. nichthomogen < C = 0, bzw. C # 0. Transformieren wir
das Koordinatensystem in (2)

c
ME - ZE = i@j;; cieq F o3 €K,
el + ¢4
so, daf}
C* (’j—‘(& C:k =0
- vk * -
Citt gi

ist. Man kann zeigen, daB3 eine .#-Transformation mit dieser Eigenschaft nur die

Translation
*=0—h

sein kann. Konstruieren wir

C* = (ioali — 0 + h(zCi = iog — Ci+l);
o1 — G

2
C*=0eh = 55‘,7;*52;**?5;; 2= Loy — Lar # 0.
Daraus und aus (9), (10), (11) und (13) folgt -
C*=0<kexp(jx)+ 1 (C*+0<kexp(jx)=1).
1) Ist C = 0 (bzw. C* = 0), dann kann man (16) in der Form
Bt +T)—B1)=0
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schreiben; ihre allgemeine Losung ist f(¢) = f{t), wo B eine beliebige, stetig dif-
ferenzierbare, T-periodische komplexe Funktion der reellen Verinderlichen ¢ ist.
Analogisch bekommen wir &(r) = d.{t). Die gesuchte .#-Bewegung in diesem Fall
hat die Darstellung

‘oylt) k"7 exp (j ; t> {+ ‘Bt
(17) 2= 3 , =1,
kT exp <j ; z)é + '0471)

wo ‘o, ‘Bg, ‘Or beliebige stetig differenzierbare, T-periodische komplexe Funktionen
der reellen Verinderlichen t mit der Eigenschaft ‘o;'d7 + ‘B4 auf £ sind.

2) Ist C 0 (bzw. C* + 0), dann ist k = 1, % = 2nm, n eine ganze Zahl,
t
alt) = filt)exp |:_j (.9Tft) + 2nm ?>],

nt) = 'frlt) exp [j <‘9T()‘) + 2nm —%):l
und die Gleichung (16) kann man in der Form

(18) Bt + T) = B(r) = Cf(1) exp [j <9T(z) + 2nm ;)]

schreiben.

Die Losung dieser Gleichung
Bt) = 2lt) + 1)

setzt sich aus der allgemeinen Losung fr der adjungierten homogenen Gleichung
und aus der partikularen Losung § der Gleichung (18) zusammen. B kann man in der
Form

(19) B(1) = At fr1) exp [f <37(t) + 2nn %)]

feststellen. Aus (19) und (18) bekommen wir:

c
A=—%0.
T

Die Losung der Gleichung (18) ist
. C / . ’ !
Bt) = Blt) + T tft)exp| j 9;t) + 2nn s
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Analogisch
5(1) = 64{1) + gt f1{t) exp [j (IST(I) + 2nm %)]

Die gesuchte .# -Bewegung in diesem Fall hat die Darstellung

C
“T(C + — t> + Br
(20) z = ——- T SR

C X
7T<C+}l>+br

wo o, By, Y, O7 beliebige stetig differenzierbare, T-periodische komplexe Funktionen
der reellen Verdnderlichen t mit der Eigenschaft oy . d; + f1 .y auf £ sind.

3

3. KONFIGURATIONSFRAGEN DER .#-BEWEGUNGEN

Zur Bestimmung der .#;-Bewegungen haben wir (7) gebraucht, d. h. nur zwei
Bedingungen (2), also eine Punktfolge von nur 3 Punkten {({;—,), ((;), (¢;4,)}. Die
J -Bewegungen miissen alle Bedingungen (2) erfiillen; d. h. es muB fiir alle i =
=1,2,3,...

Ci - Ci‘1 .
L2 = kexp (jx)
Ci+1 - Ci
gelten (dies folgt aus (10), (11) und (13)). Wir unterscheiden (s. Absatz 2) zwei Fille:
(21) 1) kexp(jx) + 1

2) kexp(jx)=1.

Im Falle (21,) liegen alle Punkte {({;)} auf einer logarithmischen Spirale (k + 1),
bzw. auf einem Kreis (k = 1); im Falle (21,) liegen alle Punkte {({,)} auf einer Ge-
raden (vgl. [2]).

Definition 1. Die .# -Bewegungen im Falle (211) nennen wir A ~Bewegungen
mit Polygonaltrasse, im Falle (21,) nennen wir sie .4 -Bewegungen mit geradli-
niger Trasse.

Befassen wir uns weiter mit der Frage, ob auch andere Bahnkurven mehrfach
durchlaufen werden. Losen wir diese Frage

1) fiir die .4 ~Bewegungen mit Polygonaltrasse:

Die Darstellung der Bahnkurve eines beliebigen erzeugenden Punktes {(n,) bekommen
wir in der Form (17) fiir { = 5,; nach der Zeit T(1 > 1 + T) bekommen wir:
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\ T . b . \
ar(1) . kYT . exp <_/ T t> kexp (jx) no + ‘(1)

Z = B — — S —

k' exp <j % t) ckexp (jx) no + “04{1)

Der Punkt 5y = kexp (jx)no; ny # 1o fir ny # 0, 0o, durchlduft also nach der
Zeit T dieselbe Bahnkurve wie 5,. Weiter bekommen wir die Punkte #,, 5 usw. und
es ist
N; = -1k exp (J%) 5 Miwr = Hik exp (/%)
Daraus folgt
Misy-Mioy - k.exp(jx) =ni . k.exp(jx),
d. h.
(22) Hivg - Ni-1 — '71‘2 =0
(22) ist eine rekurrente Beziehung fiir die Folge der Punkte, die dieselbe Bahnkurve
durchlaufen. (22) < C = 0.
Die Punkte (1,) = (0), bzw. (1,) = () durchlaufen bei der .# -Bewegung (17)
ihre Bahnkurven
. Bil0)
'ort)”

als einzige erzeugende Punkte. Daraus folgt

bzw. z = ‘og 1)

Satz 1. In den # -Bewegungen (17) mit Polygonaltrasse gehort jeder erzeugende
Punkt (no) € (Z), (1o) * (0), (o0), zu einer bestimmten Polygonaltrasse. Die Punkte
dieser Polygonaltrasse {(ﬂ,)} geniigen der Beziehung (22).

2) fur die .# -Bewegungen mit geradliniger Trasse:

Die Darstellung der Bahnkurve eines beliebigen erzeugenden Punktes (17,) bekommen
wir in der Forme (20) fiir { = n,; nach der Zeit T(t — t + T) bekommen wir:

’ C
O(T<}10+C+?t>+ﬁT

c .
)’r<'10+C+T[>+ Or

z

Der Punkt i, = o + C; 1 = 1o (C * 0), durchlauft also nach der Zeit T dieselbe
Bahnkurve wir n,. Weiter bekommen wir

Wy =no +2C, ..., n,=ne+ nC,
also eine geradlinige Trasse. Daraus folgt

Satz 2. In den i/ -Bewegungen (20) mit geradliniger Trasse gehdrt jeder erzeu-
gende Punkt (no)e(Z), (o) =+ (00), zu einer bestimmten geradlinigen Trasse;
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fiir diese Punkte gilt:
ni=mno +iC, C=%0, Konst.

Alle geradlinigen Trassen liegen auf zueinander parallelen Geraden mit dem
gemeinsamen Richtungsvektor C € K.

Transformieren wir das Koordinatensystem in der Gangebene (£): .#: 2 — 'Z.
Daraus und aus S1 und S2 folgt

Satz 3. In den M -Bewegungen mit Polygonaltrasse liegen alle Trassen auf den
Doppelspiralen mit zwei gemeinsamen asymptotischen Punkten .#(0), .#{o0),
(k # 1), bzw. sie liegen auf den Kreisen des elliptischen Biischels der Kreise mit
den Grundpunkten .4 0), M 0), (k = 1). Die Punkte .#(0), ./#(o0) gehdren keiner
Trasse an. In den M -Bewegungen mit geradliniger Trasse liegen alle Trassen
auf den Kreisen des parabolischen Biischels der Kreise mit dem Grundpunkt 4/, o)
und fiir die Punkte einer Trasse ist das Doppelverhdltnis

(gi—l’gi’ Ci+x,Ci+2) =%; Vi=12,..

konstant. Der Punkt ./i(co) gehdrt keiner Trasse an.

4. POLBAHNEN DER .Z-BEWEGUNGEN

Die Gangpolbahn, bzw. die Rastpolbahn der .#-Bewegung (1) kann man in der

Form
b — a6 + By — Py + (46 + By — ad — B7)* — 4idy — a7) . (B5 — B3))

23) L= /
() 2y — i)
bzw.
(24) = TRV = 4400)
- 2q,
schreiben, wo
q_/id_»—ocﬁ' q_aé—éo‘c—i-vﬁ—[ﬁ)_ qhéﬂ]—}ui
0 = L g =TT g =
By — ad By — ad By — ad

ist. (s. [5]).
1) Im Falle einer .# -Bewegung (]7) mit Polygonaltrasse sind die kinematischen

Parameter:
ot) = ‘or{t) kT exp (j ; t)’ Bt) = "Br),

(25)
Wi) = K7 exp (j x z) L 6) =54,
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Fiir die kinematischen 1-Parameter ¢o, 91> 92 bekommen wir in diesem Fall

\ \ . R H\
Byldy — aTﬁT"’? Ay

qo = R
Br — ooy

\ ¢ AN \ ) \ \ \

o0y — Or'dy + Br — l?( ap'0r + Pr)
qi = —— T e

Br — or'ap

I" \ v ¢

T Op — 'O
q> = DU

\ A\ \ ?
Br — 070y

wo p = (In k + jx). Alle kinematischen 1-Parameter sind also T-periodische Funk-
tionen und aus (24) folgt

(26) Tz (1 + T) =1z, ,(1).

Aus (23) und (25) folgt fiir die Gangpolbahn der ./ ;-Bewegung (17):
. 1 .
Wit + T) =" (1) kexp(—pt).

2) Im Falle der .# ;-Bewegung (20) mit geradliniger Trasse sind die kinematischen
1-Parameter auch T-periodische Funktionen. Daraus und aus (24) folgt fiir diese
JM p-Bewegungen auch die Beziehung (26). Daraus folgt fiir beide Falle:

Satz 4. Jede von beiden Rastpolbahnen der M -Bewegung ist eine geschlossene
Kurve. Die Rastpole durchlaufen sie in der M -Bewegung periodisch mit der
Periode T.

Bemerkung. Die Geschlossenheit der Rastpolbahnen ist Geschlossenheit in der
/-Ebene.
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Souhrn

ROVINNE MOBIOVY POHYBY
S VICEKRATE PROBIHANYMI TRAJEKTORIEMI

ZDENEK JANKOVSKY

V ¢ldnku je studovdna specidlni tfida rovinnych Mobiovych pohybt danych tak,
Ze jistd posloupnost bod {({i)} probihd ve stejnych &asovych intervalecch tutéz
trajektorii.

Urceni téchto pohybti vede k feSeni obecné nelinedrni soustavy diferenénich rovnic.
V ¢&ldnku je probrdna podtiida {.#;}t&chto pohyb urdend specidlni soustavou li-
nedrnich diferen¢nich rovnic, jejichZ feSeni je feSenim 1 dané obecné nelinedrni
soustavy. ReSeni linedrni soustavy vede ke dvéma typéim .#,-pohybi. Je ukdzdno,
Ze nelze vybrat posloupnost {({i)} vytvofujicich bodi libovolng a jsou nalezeny
konfiguraéni podminky. V zdvéru je studovdn problém polhodii a je ukdzdno, Ze
obé pevné polhodie jsou uzaviené kiivky v .#-roving.
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