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SVAZEK 28 (1983) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 1

ERWEITERUNG DES G-STABILITATSBEGRIFFES
AUF DIE KLASSE
DER LINEAREN MEHRSCHRITTBLOCKVERFAHREN

REINER VANSELOW

(Eingegangen am 21, Mirz 1980)

1. EINLEITUNG .

Wir betrachten im folgenden die Stabilitdtseigenschaften gewisser numerischer
Verfahren zur Behandlung von Anfangswertproblemen gewdhnlicher DGL-Systeme
der Form

(1.1) y(1) = f(t, y(1)), 1€[0,T], »0)=y,eR",
mit f:[0, T] x R" - R™

Ausgangspunkt ist zunichst die von Dahlquist eingefiihrte A4-Stabilitét (s. [1]).
Sie liefert Aussagen iiber das Verhalten der Nédherungslosung eines Verfahrens bei
dessen Anwendung auf lineare DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten.

In den letzten Jahren wurden Anstrengungen unternommen, durch gewisse Stabi-
litdtsforderungen an das Verfahren auch Aussagen iiber das Verhalten der Naherungs-
16sung fiir nichtlineare DGL-Systeme zu erhalten. In der vorliegenden Arbeit wurde
dazu von dem von Dahlquist eingefiihrten G-Stabilitdtsbegriff fiir lineare Mehr-
schrittverfahren und One-leg Verfahren (s. [2] und [3]) ausgegangen. Ist ndmlich
ein One-leg Verfahren G-stabil, so kann man fiir allgemeine nichtlineare autonome
DGL-Systeme, deren techte Seite f mit einem inneren Produkt <-, +> im R™ und
der zugehorigen Norm |+ | der Forderung

(1.2) JueR" :(u — v, f(u) — f(v0)) < pu — o> firalle u,veR"

geniigt, ein gilinstiges Fehlerverhalten der Ndherungen nachweisen. Dahlquist konnte
unter sehr schwachen Voraussetzungen die Aquivalenz von A- und G-Stabilitit
fiir lineare Mehrschrittverfahren und One-leg Verfahren zeigen (s. [2]—[5], [10]).

Allerdings besitzen A-stabile lineare Mehrschrittverfahren und One-leg Verfahien
hochstens die Konsistenzordnung 2. Dieser Nachteil wurde durch eine Verallgemei-
nerung der linearen Mehrschrittverfahren, die zu den linearen Mehrschrittblock-
verfahren fiihrt, beseitigt, denn in dieser Klasse existieren A-stabile Verfahren
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mit einer beliebig hohen Konsistenzordnung (s. [6]—[9]). Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist es, den G-Stabilitdtsbegriff sinnvoll zu erweitern, um ihn auf eine spezielle
Klasse von linearen Mehrschrittblockverfahren anwenden zu kénnen, und Aussagen
zur erweiterten G-Stabilitdt zu erhalten.

2. G-STABILITAT
BEI SPEZIELLEN LINEAREN MEHRSCHRITTBLOCKVERFAHREN

In diesem Abschnitt soll die G-Stabilitit als Erweiterung der G-Stabilitéit definiert
werden. Dazu ist es zundchst notwendig, kurz auf die Beschreibung von linearen
Mehrschrittverfahren, One-leg Verfahren und linearen Mehrschrittblockverfahren
sowie die G-Stabilitit einzugehen.

Gegeben sein eine natiirliche Zahl k >0 und reelle Zahlen «;, f5;, i=0(l) k, derart,
daB die Polynome

(2.1) o(x) 1= izkoot,»xi o(x) := igk:oﬁixi

teilerfremd sind. Zusétzlich gelte o, + 0 und o(1) # 0. Ein lineares Mehrschritt-
verfahren (kurz 1MSV) 1Bt sich nun durch

k k
(22) Q(E) yn = ZoaiynJri =._Zoﬁif(tn+i’ yn+z) = h U(E)Jrit fUI‘ n = 0’ 13 ARRE]

das dazugehorige One-leg Verfahren durch

(23)  o(E)y, =i§0aiy,.+,- =h o(l)f(a(l) Z Bitusi > (1) Z ﬁm,) =

G(E) y,) fir n=0,1,...

=} 0'(1) < ( ) tys

(1) (
beschreiben, wobei jeweils k Startwerte yo, ..., y5..; gegeben sein miissen und
Jui= f(t,., y,,) gesetzt wird.

Bemerkungen. In der hier angedeuteten Vorgehensweise zur Definition von
IMSV und One-leg Verfahren wurde von den Polynomen ¢ und o ausgegangen.
Dieses Herangehen wurde auf Grund der Bedeutung dieser Polynome fiir die G-Stabi-
litdt gewdhlt. Im allgemeinen wird bei der Definition der One-leg Verfahren von
IMSV ausgegangen, die Polynome ¢(x) und o(x) treten dort nur als Zwischenstufe
auf. Bei dieser Vorgehensweise erweisen sich auch die an ¢ und o gestellten Forde-
rungen als natiirlich.

Die Verfahren werden bei fester Schrittweite h jeweils eindeutig durch die Poly-
nome ¢(x) und o(x) beschricben. Sie werden deshalb auch als IMSV (o, o) bzw.
als One-leg Verfahren (g, o) bezeichnet.

Zur Vereinfachung der Schreibweise bei der Definition der zu betrachtenden Klasse
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der' linearen Mehrschrittblockverfahren gelte fiir die Dimension des Problems
in (1.1) m = 1.

Vorgegeben seien eine natiirliche Zahl k > 0, die Blocklinge, und ein Parameter
seN mit 1 £ 5 < k. Gegeben seien weiterhin eine reelle k x k-Matrix C und ein
reeller k-dimensionaler Vektor d so, dafl das 1IMSV, das durch eine beliebige Zeile
in (2.4) definiert wird, die Konsistenzordnung k besitzt.

Der Algorithmus eines solchen Verfahrens 18t sich durch

Yn+1 n Jus1 d;
; d, .
(2.4) y:,,” ="+ nc f’;“ + hf,|.%| fir n=0,s,...
Vu+k Yn fn+k dk

beschreiben, wobei ein Startwert y, gegeben sei.

Wir sprechen im folgenden von einem linearen Mehrschrittblockverfahren (2.4)
(kurz IMSBV (2.4)), wenn ein Verfahren der Gestalt (2.4) vorliegt und die oben an C
und d gestellten Forderungen erfiillt sind.

Bemerkungen. Mit dem angegebenen Verfahren (2.4) werden jeweils aus einem
Naherungswert y, im Gitterpunkt ¢, k neue Nidherungswerte Y41, -.., Y4z in den
dazugehorigen Gitterpunkten 1,4, ..., [+, bestimmt. Der Parameter s ist ein
Steuerparameter. Ist s < k, so werden die (k — s) bereits berechneten Werte 3,4+ 1 -
-.ss Vutx nicht als Nédherungen verwendet, stattdessen wird (2.4) mit y,,, erneuert
gestartet.

Verallgemeinerungen dieser Klasse von Verfahren sind z. B. in [6]—[9] beschrie-
ben worden. Fiir k = 1 erhidlt man eine Teilklasse der bereits bekannten 1MSV,
ndmlich die konsistenten Einschrittverfahren.

Der G-Stabilitdtsbegriff fiir 1MSV und One-leg Verfahren wird mit Hilfe der
charakteristischen Polynome ¢ und o eingefiihrt (s. (2.6)). Es ist deshalb fiir die
angestrebte Erweiterung sinnvoll, zunichst einem 1MSBYV auf analoge Weise charak-
teristische Polynome zuzuordnen. Diese Begriindung ist zwar nur formal, die
Definition der Erweiterung der G-Stabilitit iiber diese Polynome und die Aussage
_zur erweiterten G-Stabilitdt bestdtigen dann allerdings dieses Vorgehen. Da jede
Zeile des Verfahrens als IMSV aufgefaBt werden kann, geschieht die Zuordnung
zeilenweise mit entsprechenden Polynomen ¢(x) und o(x), i = 1(1) k, durch

(2:5) 0i(x) i=x'— 1
k
ox)i=d; + Y ex’ fir i=1(1)k,
/=0

und das Verfahren ist bei fester Schrittweite # und vorgegebenem Parameter s
eindeutig durch diese Polynome beschrieben.

Die definierte Verfahrensklasse ist fiir jedes k bei beliebigem Parameter s nicht
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leer, die Mannigfaltigkeit der Verfahren fiir ein festes k ist gerade der R*. Ferner
gibt es fiir jedes k mindestens ein A-stabiles Verfahren, so daB also in der betrachteten
Klasse A-stabile Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnungexistieren (s. [6]—[11]).

Sei nun X; 1= (X}, X415 -.0» Xj4441)" mit reellen Zahlen x;,i = j(1) j + k — 1.
Das IMSV (g, ¢) und das One-leg Verfahren (g, o) heilen G-stabil, wenn es cine

reell symmetrische, positiv definite k x k-Matrix G gibt,so daB fiir alle reellen x¢, x, ...
. X gilt

(2.6) XTGX, — XIGX, < 20(E) x, o(E) xo -

Die praktische Bedeuturnig der G-Stabilitét liegt vor allem auf dem Gebiet der globalen
Fehlerabschidtzung und der Untersuchung der Fehlerfortpflanzung.

Zwei Eigenschaften sind hervorzuheben, die den Augangspunkt fiir die Erweiterung
bilden sollen und deren Ubertragung angestrebt wird:

(i) Mit o(E) xo 0(E) x, ist in (2.6) ein Ausdruck gegeben, der sich bei der prakti-
schen Anwendung auf Grund der Eigenschaft (1.2) der Funktion f und der Ver-
fahrensvorschrift (2.3) des One-leg Verfahrens in jedem Schritt nach oben ab-
schitzen 146t.

(ii) Mit XTGX; ist, da G positiv definit ist, eine Norm des k-dimensionalen Vektors
X, gegeben. Bei der praktischen Anwendung stellt X; den Startvektor einer rekursiven
Vorschrift im i-ten Schrift dar. Damit ldBt sich, da wegen (i) die rechte Seite von (2.6)
nach oben abgeschidtzt werden kann, die Differenz der Normen der Startwerte
zwischen (i + 1)-tem und i-tem Schritt abschitzen. Da es sich um Startvektoren
handelt, ist ein sukzessives Abschidtzen mdoglich.

Definition. Das 1MSBV (2 4) mit der Blocklinge k und dem Parameter s mit
1 < s < k heit G-stabil, wenn es nichtnegative Zahlen a;e R', i = 1(1) k, gibt,
s0 daﬁfur alle reellen xy, xq, ..., X gilt

(2.7) : i< :i i 6i(E) X0 0(E) x, -

Bemerkungen. Mit der G-Stabilitit bleiben die zwei angegebenen Eigenschaften
der G-Stabilitdt erhalten. Damit sind beim Ubergang vom 1MSBV zum One-leg
Blockverfahren analoge Aussagen fiir die Fehlerfortpflanzung und die globale
Fehlerabschiatzung wie bei G-stabilen One-leg Verfahren zu erhalten.

Fiir den Fall k = 1 und damit notwendigerweise s = 1 fillt die G-Stabilitit mit
der G-Stabilitit zusammen. Da der G-Stabilitdtsbegriff aber nur fiir IMSV und
One-leg Verfahren definiert ist, kann die G-Stabilitit nur fiir k = 1 mit der G-Stabi-
litat verglichen werden. Damit stellt die G-Stabilitiit eine Erweiterung der G-Stabilitéit
dar.
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3. UNTERSUCHUNGEN ZUR G-STABILITAT VON IMSBV

Die Untersuchung zur G-Stabilitéit basieren auf zwei bekannten Aussagen iiber
1IMSBYV.

Satz 1. Jedes IMSV, das durch eine Zeile des Verfahrens (2.4) mit vorgegebener
Matrix C = (c;,) und vorgegebenem Vektor d = (d;) definiert werden kann, besitzt
die Konsistenzordnung k genau dann, wenn C und d die nachfolgenden Bedingungen
erfiillen:

k
(3.1 i =d;+ ) ¢y fiir i
j=1

1(1) k

k
it=1Y ¢yj'™t fiir i
j=1
Beweis. s. [7].

1(1)k und 1 =2(1)k.

Satz 2. Es sei w = (w;, w,, ..., w,)" € R* mit reellen Zahlen w;, i = 1 (1)k. Jede
Matrix C eines IMSBV (2.4) kann durch entsprechende Wahl eines Vektors w
in folgender Weise ermittelt werden: C ergibt sich als Summe der Matrixen C° =
= () und C* = (c};) mit

(32) c?j = ,1. g(S) dS
9()Jos —J
_q\Vi—k+1
¢ = g——l)———— w; Fir i, I(I)k
Jik = j)!

Dabei ist die Funktion g durch g(s) = s(s — 1)... (s — k) gegeben.

Beweis. s. [11].

Nun zur G-Stabilitit.

Satz 3. Notwendig fiir die G-Stabilitit eines 1IMSBV (2.4) ist die Bedin“gung
a; =0,i=1(1)k mit i *s.

Beweis. Sei ieN mit 1 £i < k und i # s beliebig gegeben. Die Werte x;,
' j = 0(1) k, werden wie folgt gewihlt:
(A) 1 fiir j # i

77 )beliebig fiir j = i.

(Da (2.7) fiir beliebige x; gelten soll, ist eine Wahl entsprechend (A) moglich.)

Wegen i = 1 und i % s folgt insbesondere x; = x, = 1 und auf Grund der spe-
ziellen Gestalt der Polynome ¢,(x) auch ¢(E) x, = Ofiirj # i und ¢(E) xo = x; — 1.
Damit geht (2.7) iiber in die notwendige Bedingung

(B) 0= ai(xi - 1) Ui(E) X0 »
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wobei in ¢,(E) x, die x, nach (A) zu wihlen sind. Aus (2.5) erhélt man somit

k

(©) oE)xo = ¢;ix; + (di + Y ¢ij)
Jj=1
J*i

Damit ergibt sich aus (B) und (C)

k
0= a(x; = 1) (cimx; + (di + X ¢iy) =2 a; pixi) 5
i
wobei diese Beziehung fiir alle reellen Zahlen x; gelten muB.

1. Fall. ¢;; = 0. Dann ist p,(x;) eine lineare Funktion in x;. Die Abschétzung
gilt damit fiir alle reellen Zahlen x; genau dann, wenn a; = 0 ist.

2. Fall. ¢;; # 0. Nun ist p,(x;) eine reelle quadratische Funktion in x;, von der be-
reits eine reelle Nullstelle, ndmlich x; = 1, bekannt ist. Damit gilt die Abschédtzung
fiir alle reellen Zahlen x; genau dann, wenn a; = 0 oder wenn ¢;; > 0 und x; = 1
doppelte Nullstelle von p,(x;) ist.

Fiir den zweiten Faktor von py(x;) ergibt sich nach (3.1) an der Stelle x; = 1 aber

k k
i+ (di+Ye)=di+Yc,=1i,
j=1 =1
Jj¥i :
so daB x; = 1 keine doppelte Nullstelle sein kann, folglich also a; = 0 gelten muB.
Somit ergibt sich die Behauptung des Satzes.

Bemerkung. — Die Aussage zur G-Stabilitét fiir k = 3 wird negativ sein (s. Satz
5). Es wire jedoch denkbar, daB durch Abschwichung der Konsistenzforderungen
die G-Stabilitit erzwungen werden kann. Diese Blickrichtung soll im Auge behalten
und deshalb der Satz 3 verallgemeinert werden (Der Beweis des Satzes 3 benutzt
nur die spezielle Gestalt der Polynome ¢,(x) und o,(x) und die Bedingung

k
i= di + Z Cij>»
j=1
der Satz gilt damit allgemeiner):

Folgerung 1. Es sei ein beliebiges Verfahren der Gestalt (2.4) gegeben. Zustzlich
besitze jedes IMSV, das durch eine Zeile in (2.4) definiert wird, ausgenommen die
s-te Zeile, die Konsistenzordnung 1. Dann gilt bereits fiir dieses Verfahren die
Aussage des Satzes 3.

Damit ist also gezeigt, daB fiir die G-Stabilitiat der betrachteten 1MSBV (2.4)
a; =0, i=1(1) k mit i + s, gelten muB und somit (2.7) fiir diese Verfahren iiber-
geht in
(3.3) x2 — x3 < a, 0(E) xq o(E) x,

S

Satz 4. Notwendig fiir die G-Stabilitit eines IMSBV (2.4) ist die Bedingung
¢; #0,j =1(1) k mit j * s.
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Beweis. Der Beweis geht von der aus Satz 3 hergeleiteten notwendigen Bedingung
(3.3) fiir die G-Stabilitdt aus. Mit der speziellen Gestalt der Polynome ¢,(x) aus
(2.5) folgt zunichst ¢(E) x, = x, — Xo, d.h. ¢(E) x, ist unabhingig von allen x;
miti + Ound i %5

Angenommen, es gebe ein j & s mit 1 < j < k und ¢;; # 0. Aus der speziellen
Gestalt der Polynome o/(x) nach (2.5) folgt

k
o(E) xo = dx, +‘Zlc“xj R
=

d.h. die GroBe x; kommt in o,(E) X, linear vor, ihr Koeffizient ist ¢,; & 0. Werden
nun alle GréBen x;, i = 0(1) k mit i # j, konstant gehalten und der Grenziibergang
Xj = + 00 bzw. x; - — oo betrachtet, so folgt sofort ein Widerspruch zum Erfiillt-
sein von (3.3) fiir alle reellen X, Xy, ..., X;.

Damit ist die Annahme zum Widerspruch gefiihrt, die Behauptung des Satzes
bewiesen.

Bemerkung. In den Beweis des Satzes 4 flieBBt nur die spezielle Gestalt der Poly-
nome ¢, und o, ein, er gilt also allgemeiner:

Folgerung 2. Es sei ein beliebiges Verfahren der Gestalt (2.4) gegeben. Zusdtzlich
besitze jedes 1IMSV, das durch eine Zeile in (2.4) definiert wird, ausgenommen
die s-te Zeile, die Konsistenzordnung 1. Dann gilt bereits fiir dieses Verfahren
die Aussage des Satzes 3 und damit auch die des Satzes 4.

Nach Satz 4 hat nun die s-te Zeile eines 1IMSBV (2.4), das G-stabil ist, notwendiger-
weise die Gestalt

(34) Ynts = Vn + h(cssfn+s + dsfn) ’

so daB y,., unabhidngig von Y, 1s-.-s Vuts—1s Vuts+ 1> --+» Yuir ZU berechnen ist.
Da y,,, als Startwert fiir den ndchsten Schritt gewéhlt wird, ist fiir den weiteren
Verlauf der Rechnung mit dem 1MSBV (2.4) nur die Abarbeitung der s-ten Zeile,
also (3.4), interessant. Alle anderen Zeilen des Verfahrens liefern Funktionswerte,
die nicht als Startwerte bendtigt werden (y,,ﬂ, oo y,,+s_1) oder die im weiteren
nicht beachtet werden (V, 4415 --+» Yntk)-

Mit einem neuen Parameter /i, der sich durch h := sh ergibt, entspricht die Ver-
fahrensvorschrift (3.4) damit einem IMSV und die G-Stabilitit des IMSBV (2.4)
gerade der G-Stabilitit des 1MSV, das durch die s-te Zeilen von (2.4) definiert
wird.

Insgesamt bedeutet das folgendes:

Es seien k und s vorgegeben und ein G-stabiles IMSBYV (2.4) gesucht. Notwendig
und hinreichend fiir die G-Stabilitéit dieses Verfahrens ist dic Gestalt (3.4) der s-ten
Zeile und die G-Stabilitiit des IMSV, das durch die s-te Zeile definiert wird. D.h. aber,
daB die Berechnung des jeweiligen Wertes y,+, der Startwert des néchsten Schrittes
ist, mit einem G-stabilen 1IMSV der Gestalt (3.4), also direkt aus y,, erfolgt. In der
Berechnung der Werte J,4 1, ..., Vpss—1» Vntst 1> --» Vasi besitzt das G-stabile
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1MSBV (2.4) gewisse Freiheitsgrade, diese berechneten Werte flieBen aber wegen
(3.4) nicht in die weitere Rechnung ein. Man kann also sagen, daB3 es in der Klasse
der IMSBV (2.4) gegeniiber den G-stabilen IMSYV keine wesentlich neuen Verfahren
gibt, die G-stabil sind.

Mit der in Folgerung 2 angegeben Verfahrensklasse gelten die gleichen Uber-
legungen.

Satz 5. Seien die Blocklinge k mit k = 3 und der Parameter s mit 1 < s < k
vorgegeben. Dann existiert kein IMSBV (2.4), das G-stabil ist.

Beweis. Der Beweis basiert auf den Aussagen der Sdtze 3 und 4 sowie den danach
angestellten Betrachtungen. Es wurde festgestellt, daB die G-Stabilitit eines IMSBV
(2.4) gerade der G-Stabilitdt desjenigen IMSV entspricht, das durch die s-te Zeile
von (2.4) definiert wird. Dieses 1MSV ist nun wegen Satz 4 und damit (3.4) ein
Einschrittverfahren, dessen Konsistenzordnung folglich nicht groBer als 2 sein kann.
Das steht aber im Widerspruch zur Konstruktion der IMSBV (2.4), woraus die
Behauptung des Satzes folgt.

Mit der Bemerkung zur A-Stabilitit von IMSBV (2.4) in der Einleitung ergibt
sich damit

Folgerung 3.In der Klasse der IMSBYV (2.4) besteht keine Aquivalenz zwischen
A- und G-Stabilitdt.

Der Beweisgedanke des Satzes S beruht darauf, daB fiir Einschrittverfahren die
Konsistenzordnung nicht groBer als 2 sein kann. Mit der Folgerung 2 ergibt sich
damit

Folgerung 4. Seien die Blockldnge k und der Parameter s mit 1 < s < k vor-
gegeben. Weiter sei ein beliebiges Verfahren der Gestalt (2.4) gegeben, wobei
zusdtzlich jedes IMSV, was durch eine Zeile in (2.4) definiert wird, die Konsistenz-
ordnung 1 besitze. Das 1MSV, das durch die s-te Zeile definiert wird, habe sogar
die Konsistenzordnung p = 3. Dann existiert in dieser Klasse von Verfahren
kein G-stabiles.

Nach Satz 5 und der Bemerkung zur Definition der G-Stabilitéit ist nun nur noch
die G-Stabilitdt fiir 1 MSBV (2.4) mit k = 2 interessant. Sei deshalb im folgenden
die Blockldnge k = 2 gewdhlt. Aus Satz 1 und Satz 2 folgt unmittelbar die allgemeine
Gestalt

(3‘5) [J’n+1] _ [yn:l / [(% + Wl) (_1—15 - %wl)] [fn+ 1] [;53 - %wl:l
S0 ot ) I A R O | /900 Rl I Y |

wobei w;, w, € R' frei wihlbare Parameter sind. Genau dann, wenn w, = 0 bzw.
w, = 0 ist, besitzt das IMSV, das durch die erste bzw. zweite Gleichung definiert
wird, sogar die Konsistenzordnung 3.

Satz 6. Gegeben sei die Blocklinge k = 2.
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(i) Sei s = 1. Das allgemeine 1IMSBV (3.5) ist G-stabil genau dann, wenn
w, = —% ist. Der Wert w, ist beliebig, d.h. die Mannigfaltigkeit der fiir k = 2,
s = 1 G-stabilen 1IMSBYV ist der R™.

(ii) Sei s = 2. Das allgemeine 1IMSBV (3.5) ist G-stabil genau dann, wenn
w, = —%’ ist. Der Wert wy ist beliebig, d.h. die Mannigfaltigkeit der fiir k = 2,
s = 2 G-stabilen IMSBYV ist der R'.

Beweis. Der Beweis des Satzes beruht auf den Aussagen der Sétze 3 und 4.
Zu (i): Aus Satz 4 folgt unmittelbar als notwendige Bedingung w, = —%. Damit
erhdlt man fiir die erste Zeile des Verfahrens

Yn+1 = Vn + h/z(fn+1 +fn)
Es gibt also ¢,(x) = x — 1 und o,(x) = 4x + 3. Damit folgt in (2.7)
x7 — x3 < a1(x1 - xo) (%xl + %xo)
= a,[2(x} — x3)

und das Verfahren ist G-stabil, wie leicht durch die Wahl von a, = 2 gezeigt werden
kann.

Zu (ii): Analog folgt hier w, = — 4[3, y,.5 = y, + h(f,+, + f,)als zweite Zeile
des Verfahrens und ¢,(x) = —1 + x? sowie a4(x) = 1 + x%.
Mit a, = 1 folgt hier die G-Stabilitdt des Verfahrens.

Da jeweils die Parameter w, in (i) bzw. w, in (ii) beliebig gewihlt werden konnen,
folgt die Behauptung des Satzes.

4. SUCHE NACH EINER DER G-STABILITAT AHNLICHEN ABSCHATZUNG

Bei der G-Stabilitit von 1MSV und One-leg Verfahren spielen die Verfahren

h n + n
yn+1 = yn + E (fn+1 +fn) und yn+1 = yn + hf(%)

eine besondere Rolle, da sie als einzige Einschrittverfahren in der Klasse der IMSV
und One-leg Verfahren die Konsistenzordnung 2 besitzen und sogar G-stabil sind.
Die besondere Rolle dieser Verfahren kommt auch im Satz 6 zum Audruck (s.
Beweis). Ausgangspunkt der nachfolgenden Uberlegung sei folgender Gedankengang:

Aus einem G-stabilen Einschrittverfahren der Konsistenzordnung 2 148t sich
durch Hintereinanderausfiihrung ein Blockverfahren konstruieren, in dem jede Zeile
die Konsistenzordnung 2 besitzt. Offen sind dabei die folgenden Fragen:

A) Ist das so entstandene Verfahren in der Tat ein 1MSBV (2.4) bzw. ein aus
einem 1MSBV (2.4) hervorgegangenes One-leg Blockverfahren?

B) Ist dieses Verfahren fiir s = 2 G-stabil?

C) Lassen sich auch bei nichtvorhandener G-Stabilitit zu (2.7) dhnliche Abschit-
zungen angeben?
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D) Wenn ja, welche praktische Bedeutung haben diese Abschétzungen?
Betrachten wir zunédchst das 1IMSV
(4'1) Yn+1 = Vu + h/2(fn+1 +fn)-

Man erhilt daraus fiir den ndchsten Schritt

Yn+2 = Vn+1 + h/z(fn+2 +fn+1) = yn + h/2(fn+2 + 2fn+1 +fn)’

d. h. aber, die zweimalige Anwendung von (4.1) liefert die gleichen Werte wie das
Blockverfahren

(42) yn+1 — Vn % O:I[ n+1:| [%:l
[yn+2] [yn] * h[l % fn+2 * hfn % '

(4.2) ist ein IMSBV (2.4), wie sich leicht aus (3.5) mit w; = —% und w, = —3
ergibt, es ist aber nach Satz 6 fiir s = 2 nicht G-stabil.
Nun gilt auf Grund der G-Stabilitdt des Veifahrens (4.1)

(43) v2e1 — 2 < 20(E) y, oE) yu »
woraus fiir das Verfahren (4.2) folgt
(4~4) )’:+2 - y: = 2(0'1(E) Vn Ql(E) Yn + ol(E) Yn+1 Ql(E) Vn+ 1) CER

Eine Abschitzung der rechten Seite nach oben durch Null mit Hilfe von (1.2) 1Bt
sich hier nicht gewinnen, da die Zeilen von (4.2) jeweils IMSV, aber keine One-leg
Verfahren, sind. In praktischen Fillen kann die rechte Seite durchaus auch groBer
als Null sein, wie sich leicht mit einem Beispiel zeigen 14Bt. Nun betrachten wir das
entsprechende One-leg Verfahren

(45) Yn+1 = Yn + hf('yn“-lT-i-yn> .

Man erhélt hier fiir den nidchsten Schritt

n + n
Yn+2 = Yn+1 + hf('}i:‘%u) =

=y, + h(f<yn+12+ yn) +f<yn+2;yn+1)),

d. h. aber, die zweimalige Anwendung von (4.5) liefert die gleichen Werte wie das
Blockverfahren

(4.6) Yori = yu+ Bf <y—7+—~y—>

n + n n + n
. yn+z=y,,+h(f(y +12 y)—f—f(y +22 J’+1>>
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Hier ist damit zwar eine Abschédtzung moglich, die auf der Hintereinanderausfiihrung
des One-leg Verfahrens beruht, da aber im allgemeinen

f(yn+2 + 22yn+1 + yn) #f(yn-%lz_i- yn) -+f(yn+2 '2" yn+l>

gilt, liegt das Verfahren (4‘6) nicht in der betrachteten Verfahrenklasse der aus den
IMSBY (2.4) hervorgegangenen One-leg Blockverfahren.

Insgesamt ergibt sich damit in der Klasse der IMSBV (2.4) bzw. der aus ihr
hervorgegangenen One-leg Blockverfahren auf diesem Wege keine Aussage iiber das
Fehlerverhalten der Ndherung oder das Verhalten des globalen Fehlers.
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gegebenen allgemeinen Zugang hergeleitet werden. Die in der vorliegenden Arbeit gewonnenen
Resultate wurden auf einem den 1MSBV angepalitem Wege direkt gewonnen.
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Souhrn

ROZSIRENI POJMU G-STABILITY NA TRIDU LINEARNICH
SILNE IMPLICITNICH MNOHOKROKOVYCH METOD

REINER VANSELOW

Cldnek se zabyvd pienesenim pojmu G-stability od Dahlquista, ktery je zdkladem
pro vySetfovdni stability linedrnich mnohokrokovych metod k feSeni nelinedrnich
uloh s pocdteni podminkou, na tfidu linedrnich siln€ implicitnich mnohokrokovych
metod. V ¢ldnku je ukdzdno, Ze siln€ implicitni metody, které jsou stabilni v tomto
smyslu, mohou byt nejvySe druhého konsistenéniho radu.

Anschrift des Verfassers: Dipl.-Math. Reiner Vanselow, Sektion Mathematik der Technischen
Universitit, Mommsenstrasse 13, 8027 Dresden, DDR.
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