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SVAZEK 27 (1982) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

BEITRAG ZU MEHRPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHREN

MIiROSLAV SISLER

(Eingegangen 20. Januar 1981)

In der letzten Zeit wird immer mehr Aufmerksamkeit den sog. mehrparametrigen
Iterationsverfahren gewidmet, insbesondere im Zusammenhang der Methode von
konjugierten Gradienten und verschiedencn modernen Abdnderungen dieser Mcthode
In dieser Arbeit wird ein gewisses von drei Parametern abhdngiges Iterationsver-
fahren und verschiedene einfachere Varianten dieses Verfahrens untersucht. Die
Konvergenzgeschwindigkeit wird mit der Konvergenzgeschwindigkeit des optimalen
Oberrelaxationsverfahrens verglichen.

Es sei ecin lineares algebraisches Gleichingssystem von n Gleichung mit n Un-
bekannten von der Form

(1) x=Bx +b

gegeben, wo B eine Blockmatrix

o = (210)

ist und O,, bzw. O, die Nullmatrizen von Typus p x p, bzw. ¢ x q, p + g = n,
bezeichnet.

Man definiere ein dreiparametriges Iterationsverfahren mit den Parametren
oy, o5, f# wie folgt:

(3) Xiyq = V(o 0 f)x, + b, i=0,1.2 ..
wo
_ (oE,, O \7' /(a0 — 1)E,, U
(4) V(. 0y, f) = (51_’ ocqu) ((ﬁ + 1)L (2 — 1) E,,-).

o,E, O

(5) b = (/ﬁL, '%E) b
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ist und wo E, bzw. E, die Einheitsmatrix vom Typus p x p, bzw. ¢ x q bezeichnet.

Man stellt leicht fest, dass fiir %, = %, = « das durch die Beziehungen (3), (4), (5)
definiertes Iterationsverfahren mit dem in den Arcbeiten [2], [3], [4] untersuchten
zweiparametrigen Iterationsverfahren fiir eine schwach 2-zyklisches System (2),
identisch ist. Man bemerke noch, dass die untersuchte Methode ein Spezialfall
der allgemeinen dreiparametrigen, von O. Hiibner ([1]) definierten, Methode darstellt.
In [1] ist ein allgemeines nichtstationires Iterationsverfahren der Form

O, O o, U
X, =x; + H, L, O Xipy T o’oxi+b_xi

. vE,, O . 5+ 1
mit H, = ( ! )dehmerl‘. Falls man v; = 1[a;, w; = oy, t; = — L————,

ul, wk, - %%y

legt, bekommt man nach leichten Umformung die Formeln (3), (4). (5).
Nun beweisen wir folgengen Satz, der den Zusammenhang zwischen den Eigen-
werten der Jacobimatrix B und denen der Matrix V(o,. o5, §) beschreibt:

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix V(oz,, oy, ), A * (/)’ + 1)//}. Dann ist jede
von Null verschiedene, Zahl y, die die Beziehung

(6) (1 — oy + 2oy ) (1 = oy + Joy) = p*(1 + B — 1p)

erfiillt, ein Eigenwert der Matrix B. Falls im Gegenteil jt = 0 ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel ) der Gleichung (6) ein Eigenwert der Matrix

V(ay, o5, ).

Beweis. I. Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix V(o oy, f) und 4 & (B + 1)/p.
Dann existiert so ein Eigenvektor x = (x,, x,), x + o, dass

(7) V(xls %y, ﬁ)x = Ix
oder

aE,, O \7'[(x, — 1)E, U x\ _,(x
) (ﬂL, aqu) <(/;[+ L (z — 1) Eq> <x:) =4 <x3>

gilt. Aus (8) folgen schrittweise die Beziehungen

(9) (11 - l) E[" u X\ ] alEp’ o Xy
B+1L  (x,—1)E, <x2 T U\pL, ocqu> x,/’
{(o:l — 1)x; + Ux, = Jox,

(10) (B + 1) Lxy + (x; — 1)x, = APLx; + du,X,,

(1) {szz(l — oy + Jay)x,,

(1 + =) Lx, = (1 — oy + Aoy) X, .
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Aus der Voraussetzung 2 + (ff + 1)/f folgt I + f — A + 0 und es giit also

U, = (1 — o + Aoy) x,
12 1 — a, Loty
(12) b, L

I +p =i

Man setze voraus, dass die Zahl g 4 0 der Bezichung (6) genligt; man definiere
dann den Vektor y7 = (y,, y,) wic folgt:
(13) Xy =YX, = ky,
(14) k= (1 —a + iu)iu

ist. Aus (12) felgt

L=y + oy

Uy, = — P Yis
LYl - ,l,,,j,?(;’;t,éqz. Y,
I +p8—Aip
oder
UYZ = /U'YI ) ‘
(15) (1 = o + Jo) (1 — oy + day)

Ly, =\ ull - @
Vi (1+p—2p)nu

Da die Zahl u die Beziehung (6) erfiillt. bekommt man unmittelbar die Formeln

(l(’) {UYZ = [y,
Ly, = ny,:

Y2

davon folgt sofort, dass p ein Eigenwert der Matrix B ist (der entsprechende Eigen-
vektor ist dann der Vektor y). Aus (13) und (14) folgt, dass y + o ist, da k = 0 gilt.

Ii. Man setze voraus, dass p ein Eigenwert der Matrix B und A cine Wurzel der
Gleichung (6) ist. Wir beweisen, dass A dann ein Eigenwert der Matrix Y(«,, ,, )
ist. Da p ein Eigenwert der Matrix B ist, existiert ein Vektor y™ = (y,,¥,). ¥ + o
so, dass (16) gilt. Dabei ist y; # o, y, =+ o; wire ndmlich z. B. y; = o, dann wire
Ly, = o = puy, und also wire auch y, = o. Ahnlicherweise kann y, = o nicht
gelten. Man unterscheide die einzelne mdogliche Fille:

a) Essei f #+ —oa,, f#+ —o,. Dann gilt fiir beide Wurzeln 1 der Gleichung (6)
1+ f—2A+0. Falls 1 + # — Af = 0 wire, dann wurde entweder 1 — a, +
+ Aoy =0 oder 1 — a, + Ao, = 0 gelten. Im ersten Fall wire aber ff = —a,
und im zweiten Fall § = —ua,; dieses liefert cinen Widerspruch.

Esseiy’ = (Y1, ¥2) ein dem Eigenwert u der Matrix B entsprechender Eigenvektor.
Es gilt also (16). Definiere man jetzt die Zahl k nach (14). Es ist offensichtlich k # 0,
da fiir beide Wurzeln der Gleichung (6) I + f — i + 0 und also auch 1 — o, +
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+ /oy, # 0 ist. Man definiere ferner den Vektor x7 = (x,,x,) nach (13). Aus den
Bezichungen (16) folgt sofort

{Uky2 = uky, ,
Lky, = pky,

oder
Ux, = (1 — oy + 4zy)x,,
1 — yr
B T PR
It
d. h.
[sz = (1 — oy + Aoy)xy,
w
l'.x1 = — x2 .
T — oy + 2oy

Angesichts (6) gelten dann die mit (7) dquivalente Beziehungen (11) und die Be-
hauptung ist dadurch bewiesen.

b) Es sci f = —a,, @, * o,. Die Gleichung (6) ist dann von der Form (1 — o, +
+ 2ay) (1 — oy + Joy) = p?(1 — oy + Jaty). Falls 2 eine Wurzel dieser Gleichung
ist, gilt entweder 1 — o, + Ao, = O (dannist | — o, + lo;, # O angesichts o, + a,)
oder 1 — a; + oy = p® (dabei ist 1 — x, + Ja, + 0. Wir definieren wieder nach
(14) die Zahl k (es ist k + 0). Aus (16), (14) und (13) folgt dann schrittweise Uky, =
= jiky,, Lky, = pky, oder

(17) {sz = (1 — oy + Auy)x,,
(1 — oy + 2oy) Lx, = pi®x, .

Man untersuche jetzt jene der zwei Wurzeln der Gleichung (6). fiir die | — o, +
+ o, = 0 gilt. Da die erste Gleichung (17) mit der ersten Gleichung (11) identisch
ist und die zweite Gleichung (11) angesichts der Gleichheiten f = —a, und | — o, +
+ o, = 0 automatisch gilt, folgt aus (11) die Bezichung (7), was zu beweisen war.

Im Falle, dass 2 eine Wurzel der Gleichung (6) ist, die die Beziehungen I — o, +
+ Jop = 1 und 1 — o, + Zo, + 0 erfiillt, folgt aus der zweiten Gleichung (17)
die mit der zweiten Gleichung (11) fiir f = —a, identische Gleichung Lx, = x,
(es ist ndmlich 1 — =, + A2, =+ 0). Es gilt wieder (11) und auch (7), was zu beweisen
war.

c) Essei f = —oy, a; + a,. Die zu beweisende Behauptung gilt dann dhnlicher-
weise, wie im Falle b), da die Bezichung (6) symmetrisch in Hinsicht auf die Para-
meter o, 2, ist.

d) Esseif = —a, = —oy. Dannist die Gleichung (6) der Form (1 — a; + Au, )’ =
= p(1 — a; + Joy). Die erste Wurzel dieser Gleichung erfiillt dann die Bezichung
1 —o, + /o, =1—0, + 40, = 0 und die zweite Wurzel erfiillt die Bezichung

1 — o, + Ja;, =1 — a, + Az, = p®. Man untersuche jetzt die Beziehungen (16)
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und jene der Wurzeln der Gleichung (6), fiir die | — o + jay = 1 - 2, + A2, =0
gilt. Wir definicren nach (14) und (13) die Zahl k und die Vektoren x, x,. Angesichts
k =0 gilt x; =y, # o und x, = o. Die Beziehungen (11) sind dann aber trivial
erftllt und es gilt also (7), was zu beweisen war.

Man untersuche jetzt die zweite der Wurzeln der Gleichung (6), fiir welche 1 —
— oy 4+ Joy =1 — oy + Ao, = p? gilt. Die durch die Bezichung (14) definierte
Zahl k is offensichtlich von Null verschieden und aus (16), (14) und (13) folgt sofort
(17) oder

Ux, = ii’x,,

Lx, =x,.

Dicse Bezichungen sind aber mit (11) identisch, angesichts | — a; + Juy = 1%,
14+ p—Aif=1—0,+ ia, = pu? Es gilt also (7), was zu beweisen war.

Ferner untersuchen wir den Fall wenn der Eigenwert u; der Jacobimatrix B reell
und von Null verschieden ist (dieses tritt z. B. in dem Falle ein, wenn U = LT ist).
Bezeichnet man m?, bzw. M? den Minimalwert, den Maximalwert der Eigenwerte der
Matrix B?, dann gilt 0 < m? < 4; < M? < 1.

Erwiige man nun das durch die Beziechungen (3), (4), (5) definierte Iterations-
verfahren; hier wihlen wir speziell o, = « > 0, %, = px, f = —a, wobei p eine
gewisse positive Zahl ist. Es gilt dann folgender Satz:

Satz 2. Es sei | — m* < p < /(1 — M?). Fiir den Spektralradius o(V(a, pot, —a))
der Matrix V(a, pa, —a) geiten dann folgende Beziehungen:

(18) o(V(x, por, —a)) = o(V(og, patg, —a0)) = [p — (1 — M?)]/[p + (1 — M?)],

wo oy = [p + (1 — M?)]/2p ist: dabei gilt die Ungleichung
(19 [p=0=2))p+ (1= M) =[1 =1 =ML+ (1= M)].

Bemerkung 1. Es handelt sich offensichtlich um ein Iterationsverfahren mit
zwel Parametern o, p und o ist infolge von (18) der Optimalparameter angesichts x;
fiir @ = «, das bedeutet, dass man die schnellste Konvergenz bei gegebener Zahi p
erhilt. Aus der Ungleichung (19) folgt, dass fiir p aus dem Intervalle {1 — m?,
\‘/(1 — M?)> die untersuchte Mcthode mindestens so schnell konvergiert, wie dass
optimale Uberrelaxationverfahren, dessen Iterationsmatrix bekanntlich den Spek-
tralradius  [1 — /(i = MH)]/[1 + (1 = M?)] hat. Das Intervall {1 — m?
/(1 = M?)) ist eine nichtleere Menge, wenn m? = 1 — /(1 — M?) gilt; das ist die
gleiche Bedingung, wie bei der, in den Arbeiten [2], [3], [4] untersuchten, zweipara-
metrigen Methode.

Beweis des Satzes 2. Aus dem Satz 1 folgt, dass die Eigenwerte der Matrix
V(o por, —a) Wurzeln der Gleichung

(20) (I = o+ 20) (1 = px + Apa) = pj(l — o + )
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sind, wo yi} alle Eigenwerte der Matrix B? sind. Wir 16sen die Gleichung (20) bei
gegebenen ,uf.. Diese ist erstens fir 1 — o + Ax=0,d. h. 1 =1~ l/oz erfiillt und
ferner ist sie fiir 1 — poo + Apx =y, d.h. fiir A =1 — (1 — p3)/px erfiillt. Man
beweist nun leicht, dass fiir 1 — m*> < p £ /(1 — M?) die Ungleichungen

1 — M?

po pa

gelten. Davon ist sofort sichtbar, dass der Spektralradius der Matrix V(a, pa, —a}
fir jede «, optimal ist, fiir die

gilt, d. h. fiir oy = [p + (1 — M?)]/2p. Dann ist

oV(s0. P =) = = 1+ = = [p = (1= MH][p + (1 = M7)],

0

wodurch die Behauptung (18) bewiesen ist. Ferner ist leicht zu beweisen, dass die
Ungleichung

[p = (1= MIY[p + (1 = MI] < [1 = (1~ ML+ (1 — M?)]

der Ungleichung p < /(1 — M?) #quivalent ist, wodurch die Behauptung (19)
bewiesen ist.

Satz 3. Es sei py =1—m?, o = [p, + (1 — M?)]2p, = [2 — (M?* + m?)]:
:2(1 = m?). Dann gilt

o(Veor 0. —0)) 2 o(V(os, pros. =) = (M2 = m?)[2 = (M2 + m?)]
Der Beweis folgt sofort von der Ungleichung
[ = (1 = MI)[p + (1 = M)] = (M = m?)[2 — (M* + m?)],
dap=1— m?ist

Bemerkung 2. In den Sétzen 2 und 3 wurde die, der Matrix V(oc, po, —a) ent-
sprechende, Methode zuerst mit Riicksicht auf den Parameter o und dann mit Riick-
sicht auf p optimiert. Falls man p = 1 legt, hingt die Matrix ¥(o, po, —a) nur von
einem Parameter « ab; die Gleichung (6) hat dann die Form (1 — a + Za)® =
= p*(1 — o + Jx) so, dass zwei Wurzeln 4; = 1 — Ifound 4, = 1 — (1 — )/«
existieren. Da 4, < 2, =1 — (1 — pf)fa £ 1 — (1 — M?)a gilt, ist der Spektral-
radius der Matrix ¥(o, o, —a) fiir o, = (2 — M?)/2 minimal und es gilt ¥(a,, a,,
—a,) = M?/(2 = M?). Angesichts [1 — /(1 — M?)]/[1 + /(1 - M?)] < M?[(2 —
— M?) < M? konvergiert diese einparametrige Methode schneller, als das Gauss-
Seidelsche Verfahren, aber langsamer, als das optimale Uberrelaxationsverfahren.

282



Tabelle

Methode V(ay, oy, B) o(V(2y, a3, B))

Jacobi V(1,1,0)=B |M|
Gauss - Seidel ~ Y(1, 1, —1) M?
optimale ein-
parametrige
Version Vi, o, —a), o = (2 = M?)]2 M?(2 = M?)
optimale SOR V (1— , 1—, —l> so =21 + [t -y =M1+
@@ + \'/(1 - Mz)]

NS

zweiparametri-  V(ag, aop, — o)

geangesichts 2, = [p + (1 — M?)]/2p p— (1 = M?
a optimierte 1 — m? < p < /(1 — M?) p+(1— M)
Version

zweiparametri- V(o a,p,, —o;)
geangesichts o oy = [2 — (M? + m?)]/2(1 — m?) M?* — m?
und p opti- pr=1-—m? zw:-(\;]"f; m?)
mierte Version

optimierte drei- V(ay, a,, f8)
arametri
p ige u = /[1 4

Version
+ \J'/‘Mz - \/nlz 2 M2 5
V(=M + (1 = m?) —m

(=M + (1= m?)?

a2=1/[1+

+ ( IM? + /m? >2J
= M)+ (1= )
= -1

Bemerkung 3. Falls man den Spektralradius der Matrix V(oy, o,. ﬁ) mit Riick-

sicht auf alle drei Parameter optimiert, folgt aus den Ergebnissen der Arbeit [1] die
Formel
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min o(V(x,. 2,, B)) = o(V(&,, 45, f)) =

ay,az,p

= (M? = m?)|[{ (1 = M?*) + J(1 — m?)]?,

. =il (e e Y

n / [' " (\/a i(?vﬁ))::;((':’z—) >)J oo

\

In der Tabelle sind ubersichtlich einige Varianten des untersuchten dreipara-
metrigen Iterationsverfahrens angegeben. Die Methoden sind nach der Grosse der
Spektralradien der Iterationsmatrix V(o o, /3) geordnet.

So z. B. fiir M? = 0.81, m? = 0,68 ist schrittweise [M| = 0,9, M*> = 0.81,

M?)(2 = M?) = 0,68, [1 — (1 — M*)]/[1 + (= M)]=045][p—(1 — M?)]:
d[p+ (1 —M?*)]=0295 fiir p=035 (M>—-m?)/[2 - (M*+ m?)] = 0258,
(M* = m?)[J(1 = M?) + (1 = m?)] = 0,13.
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Souhrn

PRISPEVEK K VICEPARAMETRICKYM ITERACNIM
METODAM

MIROSLAV SISLER

V prdci se zkoumd jistd trojparametrickd iteraéni metoda pro feSeni soustavy
linedrnich rovnic tvaru x = Bx + b, kde B je slab& 2-cyklickd blokovd matice.
Studuje se nékolik variant této iteraéni metody a rychlost konvergence se porovndvd
s rvchlosti bézZné uzivanych itera¢nich metod.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25,
115 67 Praha 1.
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