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SVAZEK 27 (1982) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

BEITRAG ZU MEHRPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHREN 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen 20. Januar 1981) 

In der letzten Zeit wird immer mehr Aufmerksamkeit den sog. mehrparametrigen 
Iterationsverfahren gewidmet, insbesondere im Zusammenhang der Methode von 
konjugierten Gradienten und verschiedenen modernen Abänderungen dieser Methode 
In dieser Arbeit wird ein gewisses von drei Parametern abhängiges Iterationsver-
fahren und verschiedene einfachere Varianten dieses Verfahrens untersucht. Die 
Konvergenzgeschwindigkeit wird mit der Konvergenzgeschwindigkeit des optimalen 
Oberrelaxationsverfahrens verglichen. 

Es sei ein lineares algebraisches Gleichingssystem von n Gleichung mit n Un­
bekannten von der Form 

(1) x = ßx -f b 

gegeben, wo ß eine Blockmatrix 

On \U 
(2) ß 

L 1°, 
ist und Op, bzw. Oq die Nullmatrizen von Typus p x p\ bzw. q x q, p + q = 11 y 

bezeichnet. 
Man definiere ein dreiparametriges Iterationsverfahren mit den Parametren 

a l 5 et2, ß wie folgt: 

(3) x , + 1 =- V(*l9a2,ß)Xi + V, / = 0,1,2, . . . , 

wo 

-U:\°,)^ 
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ist und wo Ep, bzw. Eq die Einheitsmatrix vom Typus p x p, bzw. q x q bezeichnet. 
Man stellt leicht fest, dass für aL = %2 = a das durch die Beziehungen (3), (4), (5) 

definiertes Iterationsverfahren mit dem in den Arbeiten [2], [3], [4] untersuchten 
zweiparametrigen Iterationsverfahren für eine schwach 2-zyklisches System (2), 
identisch ist. Man bemerke noch, dass die untersuchte Methode ein Spezialfall 
der allgemeinen dreiparametrigen, von O. Hübner ([!]) definierten, Methode darstellt. 
In [ l ] ist ein allgemeines nichtstationäres Iterationsverfahren der Form 

. . . . . . + «, { (» • 2),,., + (5 ^1+.-
mit H, = ( l p' 1 definiert. Falls man vt = ija1, wt = l/a2, w,- = , 

\u.L, w ^ y a i 0 f 2 

legt, bekommt man nach leichten Umformung die Formeln (3), (4), (5). 
Nun beweisen wir folgengen Satz, der den Zusammenhang zwischen den Eigen­

werten der Jacobimatrix ß und denen der Matrix V(a1? a2, ß) beschreibt: 

Satz 1. Es sei X ein Eigenwert der Matrix V(oc1, a2, ß), X =j= (ß + l)//i. Dann ist jede 
von Null verschiedene, Zahl fi, die die Beziehung 

(6) (1 - <x. + Aa.) (1 - a2 + Aa2) = ß\l +ß- Iß) 

erfüllt, ein Eigenwert der Matrix B. Falls im Gegenteil p =j= 0 ein Eigenwert der 
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel X der Gleichung (6) ein Eigenwert der Matrix 
V(at, a2, ß). 

Beweis. I. Es sei X ein Eigenwert der Matrix V(ai,a2,ß) und X + (ß + 1)//?. 
Dann existiert so ein Eigenvektor x r = (x1 ,x2) , x + o, dass 

(7) V(a,,a2,ß)x = Xx 

oder 

* ' \ßL, a2EJ \(ß + 1) L, (a2 - 1) E< 

gilt. Aus (8) folgen schrittweise die Beziehungen 

(9) / (a . - H E , , U V x A /«,£,,, O 
\(ß+l)L, (a2-l)Ej\x2) -\ßL, a2Eq 

' ; ) - ( « : ) 

(10) 

(11) 
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(a, - l )x- + Ux2 = Xor^Xi, 
(P + 1) Lx, + (a2 - l )x 2 = XpLx, + Aa2x2> 

Ux2 = (1 — a- + i a 1 ) x 1 , 
(1 + fi - i/?) Lxt - (1 - a2 + Aa2)x2 . 



Aus der Voraussetzung X + (ß + i)\ß folgt 1 + ß - Xß =f= 0 und es gut also 

(12) 

üx 2 = (1 — a, + Aa^Xj 

1 — a2 + ia 7 
Lx, 

i + /. - ;./? 
X , 

Man setze voraus, dass die Zahl /( + 0 der Beziehung (6) genügt; man definiere 
dann den Vektor yT = (yuy2) wie folgt: 

(13) 

(14) 

ist. Aus (12) folgt 

X j = y3 .x2 = fey2 

fe = (1 — a3 + Aa,)//i 

1 — a, + Яa, 
Uy2 = i y, 

/v 

L y i = i-^-f-ti-? ky2 

oder 

(15) 

1 + ß - Åß 

UÏ2 = W l , 
. (1 — a2 + Яa2) (1 — aj + Xoc{) 

a + ß-Щџ ~Yг' 

Da die Zahl /. die Beziehung (6) erfüllt, bekommt man unmittelbar die Formeln 

16) Uy2 = џУl 

Lyx = џү2 

davon folgt sofort, dass /. ein Eigenwert der Matrix ß ist (der entsprechende Eigen­
vektor ist dann der Vektor y). Aus (13) und (14) folgt, dass y + o ist, da fe + 0 gilt. 

II. Man setze voraus, dass ji ein Eigenwert der Matrix ß und X eine Wurzel der 
Gleichung (6) ist. Wir beweisen, dass X dann ein Eigenwert der Matrix V(a1? a2, ß) 
ist. Da /i ein Eigenwert der Matrix ß ist, existiert ein Vektor yT = (y l5 y2), y ^ o 
so, dass (16) gilt. Dabei ist yx + o, y2 + o; wäre nämlich z. B. yi = o, dann wäre 
Lyi = o = jiiy2 und also wäre auch y2 = o. Ähnlicherweise kann y2 = o nicht 
gelten. Man unterscheide die einzelne mögliche Fälle: 

a) Es sei ß + — a r, ß + — a2. Dann gilt für beide Wurzeln X der Gleichung (6) 
1 + ß — Xß + 0. Falls 1 + /? — 2/? = 0 wäre, dann wurde entweder 1 — oc{ + 
+ Aa- = 0 oder 1 — a2 + Xa2 = 0 gelten. Im ersten Fall wäre aber ß = —oci 

und im zweiten Fall ß = —oc2; dieses liefert einen Widerspruch. 
Es sei yT = (y l5 y2) ein dem Eigenwert // der Matrix ß entsprechender Eigenvektor. 

Es gilt also (16). Definiere man jetzt die Zahl fe nach (14). Es ist offensichtlich fe + 0, 
da für beide Wurzeln der Gleichung (6) 1 + ß — Xß =j= 0 und also auch 1 — a, + 
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+ /a, + 0 ist. Man definiere ferner den Vektor x T = ( x l 5 x 2 ) nach (13). Aus den 
Beziehungen (16) folgt sofort 

(Uky2 = uky, , 

{Lky1 = nky2 

oder 

[Ux2 = (1 - aj + Xo,1)xl , 
1 — a t + Aa-

d. Һ. 

Jüx2 = (1 

ÌLx. = -

Lx. = џx2 

a, + / a j x . , 

... 
— aj + Xoc{ 

Angesichts (6) gelten dann die mit (7) äquivalente Beziehungen (11) und die Be­
hauptung ist dadurch bewiesen. 

b) Es sei ß = —o2,o1 + a2. Die Gleichung (6) ist dann von der Form (1 — ocl + 
+ / a j (1 — a2 + /a 2 ) = /i2(l — a2 + Aa2). Falls X eine Wurzel dieser Gleichung 
ist, gilt entweder 1 — a2 + / a 2 = 0 (dann ist 1 — ax + XOLX 4= 0 angesichts oci + a2) 
oder 1 — o1 + Xol = p2 (dabei ist 1 — a2 + / a 2 + 0. Wir definieren wieder nach 
(14) die Zahl k (es ist k + 0). Aus (16), (14) und (13) folgt dann schrittweise Uky2 = 
= }ikyu Lky1 = //ky2 oder 

/ 1 7 ) \Ux2 = (1 - a t + XcLt)xl9 

}(1 - GC{ + Aat) Lxt = /i2x2 . 

Man untersuche jetzt jene der zwei Wurzeln der Gleichung (6). für die ) — a2 + 
+ / a 2 = 0 gilt. Da die erste Gleichung (17) mit der ersten Gleichung (11) identisch 
ist und die zweite Gleichung (11) angesichts der Gleichheiten ß = — a2 und 1 — a2 + 
+ /.a2 = 0 automatisch gilt, folgt aus (11) die Beziehung (7), was zu beweisen war. 

Im Falle, dass / eine Wurzel der Gleichung (6) ist, die die Beziehungen 1 — a t + 
+ Xox — fi2 und 1 — a2 + / a 2 + 0 erfüllt, folgt aus der zweiten Gleichung (17) 
die mit der zweiten Gleichung (11) für ß = — a2 identische Gleichung Lx, = x2 

(es ist nämlich 1 — a2 + XOL2 + 0). Es gilt wieder (11) und auch (7), was zu beweisen 
war. 

c) Es sei ß = — a l5 ax + a2. Die zu beweisende Behauptung gilt dann ähnlicher­
weise, wie im Falle b), da die Beziehimg (6) symmetrisch in Hinsicht auf die Para­
meter al9 a2 ist. 

d) Es sei ß = — a2 = — a1# Dann ist die Gleichung (6) der Form (1 — oc1 + ^a!)2 = 
= n(\ — oc1 + / a j . Die erste Wurzel dieser Gleichung erfüllt dann die Beziehung 
1 — OLX + Xa1 = 1 — a2 + / a 2 = 0 und die zweite Wurzel erfüllt die Beziehung 
1 — a. + ?iOLx = 1 — OL2 + / a 2 = /i2. Man untersuche jetzt die Beziehungen (16) 
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und jene der Wurzeln der Gleichung (6), für die 1 — a} + Xa} = 1 — a2 + Xa2 = 0 
gilt. Wir definieren nach (14) und (13) die Zahl k und die Vektoren x l 3 x2. Angesichts 
k =• 0 gilt x{ = y, 4= o und x2 = o. Die Beziehungen (11) sind dann aber trivial 
erfüllt und es gilt also (7), was zu beweisen war. 

Man untersuche jetzt die zweite der Wurzeln der Gleichung (6), für welche 1 — 
— a- + la} = 1 — a2 + Xa2 = ß2 gilt. Die durch die Beziehung (14) definierte 
Zahl k is offensichtlich von Null verschieden und aus (16), (14) und (13) folgt sofort 
(17) oder 

Ux2 = fi2xl , 

Lx} = x2 

Diese Beziehungen sind aber mit (11) identisch, angesichts 1 — a} + Xa} = p2, 
1 + ß — Xß — 1 — a2 + Xa2 = /i2. Es gilt also (7), was zu beweisen war. 

Ferner untersuchen wir den Fall wenn der Eigenwert pj der Jacobimatrix B reell 
und von Null verschieden ist (dieses tritt z. B. in dem Falle ein, wenn ü = LT ist). 
Bezeichnet man m2, bzw. M2 den Minimalwert, den Maximalwert der Eigenwerte der 
Matrix ß2 , dann gilt 0 < m2 g /L2 g M2 < 1. 

Erwäge man nun das durch die Beziehungen (3), (4), (5) definierte Iterations­
verfahren; hier wählen wir speziell al = a > 0, a2 = pa, ß = — a, wobei p eine 
gewisse positive Zahl ist. Es gilt dann folgender Satz: 

Satz 2. £s sei 1 — m2 g p g ^/(l — M2). Für den Spektralradius O(V(a, pa, — a)) 
der Matrix V(a, pa, —a) gelten dann folgende Beziehungen: 

(18) e(V(a, pa, - « ) ) k e(Vt(a0> pa0, - a 0 ) ) = [p - (1 - M2)]/[p + (1 - M2)] , 

wo a0 = [p + (1 — M2j]j2p ist; dabei gilt die Ungleichung 

(19) [P - (1 - A!2)]/[P + (1 - M2)] g [1 - V '(l - M2)]/[l + V(l - M2)] . 

Bemerkung 1. Es handelt sich offensichtlich um ein Iterationsverfahren mit 
zwei Parametern a, p und a0 ist infolge von (18) der Optimalparameter angesichts a; 
für a = a0 das bedeutet, dass man die schnellste Konvergenz bei gegebener Zahl p 
erhält. Aus der Ungleichung (19) folgt, dass für p aus dem Intervalle <1 — m2, 
yj(l — M2)> die untersuchte Methode mindestens so schnell konvergiert, wie dass 
optimale Überrelaxationverfahren, dessen Iterationsmatrix bekanntlich den Spek­
tralradius [1 - ^ ( l - M2)]/[l + V(l - M2)] hat. Das Intervall <1 - m2, 

v/(] — M2)> ist eine nichtleere Menge, wenn m2 ^ 1 — y ( l — M2) gilt; das ist die 
gleiche Bedingung, wie bei der, in den Arbeiten [2], [3], [4] untersuchten, zweipara-
metrigen Methode. 

Beweis des Satzes 2. Aus dem Satz 1 folgt, dass die Eigenwerte der Matrix 
V(a, pa, — a) Wurzeln der Gleichung 

(20) (1 - a + Xa) (1 - pa + Xpa) = p)(l - a + Xa) 

281 



sind, wo /r2 alle Eigenwerte der Matrix ß 2 sind. Wir lösen die Gleichung (20) bei 
gegebenen /L2. Diese ist erstens für 1 — a + / a = 0, d. h. X = 1 — 1/a erfüllt und 
ferner ist sie für 1 — pa + ATa = p2, d.h. für A = 1 — (1 — pj)/p<x erfüllt. Man 
beweist nun leicht, dass für 1 — m2 g p ^ ^/(l — M2) die Ungleichungen 

, _ ig i _ i_ijji s i _ _____ 
a pa pa 

gelten. Davon ist sofort sichtbar, dass der Spektralradius der Matrix V(a, pa, — a) 
für jede a0 optimal ist, für die 

- i + I_i-_-_ 
a0 pa0 

gilt, d. h. für a0 = [p + (1 - M2)]/2p. Dann ist 

<>(%>, pa0, ~a 0 ) ) =_ - 1 + ± __ [T - (1 - M2)]/[p + (1 - M2)] , 
a0 

wodurch die Behauptung (18) bewiesen ist. Ferner ist leicht zu beweisen, dass die 
Ungleichung 

[p - (1 - M2)]/[p + (1 - M2)] g [1 - V(l - M2)]/[l + V(l - M2)] 

der Ungleichung p g v ( l — M2) äquivalent ist, wodurch die Behauptung (19) 
bewiesen ist. 

Satz 3. Es sei px = 1 - m2, ax = [p, + (1 - M2)]/2p r - [2 - (M2 + m2)] : 
: 2(1 - m2). Dann gilt 

O(V(a0, pa0, - a 0 ) ) ^ O(V(a1? p,al5 - a , ) ) = (M2 - m2)\\2 - (M2 + m2)] . 

Der Beweis folgt sofort von der Ungleichung 

[p - (1 - M2)]/[p + (1 - M2)] ^ (M2 - m2)/[2 - (M2 + m2)] , 

da p ^ 1 — m2 ist. 

B e m e r k u n g 2. In den Sätzen 2 und 3 wurde die, der Matrix V(a, pa, — a) ent­
sprechende, Methode zuerst mit Rücksicht auf den Parameter a und dann mit Rück­
sicht auf p optimiert. Falls man p = 1 legt, hängt die Matrix V(a, pa, — a) nur von 
einem Parameter a ab; die Gleichung (6) hat dann die Form (1 — a + Xoc)2 = 
— p2(l — a + Xa) so, dass zwei Wurzeln X1 = 1 — 1/a und A2 — 1 — (1 — p2)/a 
existieren. Da Ax < A2 = 1 - (1 - p2)/a ^ 1 — (1 — M2)/a gilt, ist der Spektral­
radius der Matrix V(a, a, — a) für a2 — (2 — M2)/2 minimal und es gilt V(a2, a2, 
- a 2 ) = M2/(2 - M2). Angesichts [1 - ^/(l - M2)] / [ l + V(l - M2)] < M2/(2 -
— M2) < M2 konvergiert diese einparametrige Methode schneller, als das Gauss-
Seidelsche Verfahren, aber langsamer, als das optimale Überrelaxationsverfahren. 

282 



Tabelle 

Methode V(*»*2,ß) <>(V(*í9*29ß)) 

Jacobi V(l, 1,0) = ß |м| 

Gauss - Seidel V(l,í,-Í) м2 

optimale ein-
parametrige 
Version V(a, a, — a), a -= ( 2 - M 2)/2 M2/(2 - M 2 ) 

optimale SOR V ( - , - , - 1 ) , w = 2/[í + 
\OJ OJ / 

+ VO - M2)] 

[i - V(i - м 2 ) ] / [ i + 

+ V0 - л!2)l 

zweiparametri- V(a0, a0p, — a 0) 

ge angesichts a 0 = [p + (1 — M2)]/2p 

a optimierte 1 — m2 fg p g v ' ( 1 — M 2 ) 
Version 

/ > - ( ! - M 2 ) 

p + (1 - M 2 ) 

zweiparametri- V(a1? ajp1? — a2) 

ge angesichts a o>l = [2 - (M 2 + m2)]/2(l - m2) M 2 - m 2 

undp opti- p! = 1 - m 2 2 - (M 2 + m 2) 
mierte Version 

optimierte drei- V(a1? a2, ß) 
parametrige 
Version 

«! = 1 / 1 + 

v 'M 2 - Vm2 ' 

V(l - M2) + V(l - m2). M~ — m 

a, = 1 1 + 

' SІM2 + фn2 

( V ( l - M 2 ) + V ( l - m 2 ) ) 2 

V(l - M2) + V(l - m2)j J 
ß= - 1 

B e m e r k u n g 3. Falls man den Spektralradius der Matrix V(a1? a2, ß) mit Rück­
sicht auf alle drei Parameter optimiert, folgt aus den Ergebnissen der Arbeit [1] die 
Formel 
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min o(V(ccu y.2, ß)) = в(V(ău &2, ß)) = 
<*\,OЦ,ß 

= (м2 

wo 

ä, = 1 

m 2 ) / [ v ( l - M2) + V '(l - m2)]2 , 

', + (_ v W - y V 
. Vv;(i - м2) + v(i -

V/(M2) + V(m2) 

v /(l - M 2 ) + 7(1 - m2). 
ß = 1 . 

In der Tabelle sind übersichtlich einige Varianten des untersuchten dreipara-
metrigen Iterationsverfahrens angegeben. Die Methoden sind nach der Grösse der 
Spektralradien der Iterationsmatrix V(oc1, oc2, ß) geordnet. 

So z. B. für M 2 - 0.81, m2 = 0,68 ist schrittweise \M\ = 0,9, M2 = 0.8V 

M2/(2 - M 2 ) - 0,68, [1 - v ( l - Af2)]/[1 + v^ 1 - M " ) ] = °?
45^ [ P ~ ( ] ~ - ^ 2 ) ] : 

: [p + (1 - M 2 )] = 0,295 für p = 0,35, (M 2 

(M 2 - m2)/[V(l - M 2 ) + v ' ( l - m 2 )] = 0,13. 
m2)/[2 - (M 2 + m 2)] = 0,258, 
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S o u h r n 

PŘÍSPĚVEK K VÍCEPARAMETRICKÝM ITERAČNÍM 
METODÁM 

MIROSLAV ŠISLER 

V práci se zkoumá jistá trojparametrická iterační metoda pro řešení soustavy 
lineárních rovnic tvaru x = Bx + fe, kde B je slabě 2-cyklická bloková matice. 
Studuje se několik variant této iterační metody a rychlost konvergence se porovnává 
s rychlostí běžně užívaných iteračních metod. 
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