Aplikace matematiky

Dieter Oelschlégel; Herbert Siisse
Bemerkungen zum Verfahren der koordinatenweisen Suche

Aplikace matematiky, Vol. 26 (1981), No. 3, 202-210

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/103912

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1981

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/103912
http://dml.cz

SVAZEK 26 (1981) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

BEMERKUNGEN ZUM VERFAHREN
DER KOORDINATENWEISEN SUCHE

DIETER OELSCHLAGEL und HERBERT SUBE

(Eingegangen 18. Mai 1979)

1. EINLEITUNG

In Anlehnung einer Arbeit von Donath G. und K.-H. Elster [3] soll im folgenden
eine ,,Intervallversion‘‘ der koordinatenweisen Suche vorgestellt werden. Dabei sollen
alle moéglichen Fehler beriicksichtigt werden, d.h. z. B. auch eingangsbedingte
Fehler in der Zielfunktion, so da3 man auf einer EDV A numerisch sichere Ergebnisse
erhilt. Weiterhin soll an Hand des Testbeispiels A aus [3] die ,,gewdhnliche* mit der
,,Intervallversion‘ verglichen werden.

2. BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN

Mit A, B, ... e I(R) werden reelle, abgeschlossenen Intervalle bezeichnet, a, b, ...
.. € R seien reelle Zahlen oder reelle Vektoren und [x]" = [_x, "x]" = (X, X,, ...
X,) € V,(I(R)) bezeichne einen Intervallvektor sowie [A] = [_A4, “A4] = (4,)) €
eM,, (I(R)) eine Intervallmatrix. Der Durchmesser d([x]) = max d( ;) sei
mit d(X;) = “x; — _x;, X; = [_x;, ~x;] erklart.
Weiterhin benétigen wir die Norm eines Intervallvektors [|[x]ll = sup [Ix]| und
die Norm einer Intervallmatrix [|[4]]] = sup 1Al xelx]

3. AUFGABENSTELLUNG

Wir betrachten die gleiche Aufgabenstellung wie in [3]:
(1) min {f(x)/x € G} ,
G:={xeR'a; < x;, iel; x;< b, jeJ;
I,J={1,2,...,n}; a, b;eR} + 0.
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Da wir eingangsbedingte Fehler zulassen wollen, wird in der Zielfunktion f(x)
ein Parametervektor a eingefiihrt, wobei alle Parameter vollig unabhingig voneinan-
der in Intervallen variieren mogen. Aus der Aufgabenstellung (1) wird somit

2 min {f(x; a)/xeG}; aela].

Fiir a € [a] gelte auf einer offenen, konvexen Menge X o G: f(x; a) seistetig differen-
zierbar nach x, stetig iiber X X [a] sowie streng konvex in x,
V. f(x; a) sei stetig iiber X x [a].

Bemerkung. Die Voraussetzung der strengen Konvexitit kann durch Kon-
vexitat oder Pseudokonvexitiat ersetzt werden, wenn man zusitzlich fordert, dal3
fir a € [a] der entsprechende Minimalpunkt eindeutig ist.

Im folgenden bendétigen wir die zwei Mengen
X := {£(a)/min f(x; a) = f(%; a), a € [a]}
xeG

Z := {f(%(a); a)lae[a]}.
Die numerische Aufgabenstellung soll darin bestehen:

1. Berechnung eines Intervallvektors [x] € V,(I(R)), der die Menge X ,,moglichst gut*
einschlieBt, d. h. [x] 2 X.

2. Berechnung eines Intervalles Z eI(R), welches die Menge Z ebenfalls ,»moglichst
gut einschlieBt, d. h. Z = Z.

Sind diese beiden Aufgabenstellungen realisiert, dann betrachten wir (2) als geldst.

4, ALGORITHMUS UND ABSCHATZUNGEN

Zunichst soll angegeben werden, unter welchen Voraussetzungen inf 2 und sup 2
berechnet werden konnen.

Satz 1. Ist f(x; a) fiir x € G entweder isoton oder antiton in a iiber [a], dann gilt
im Falle der Isotonie

(3a) inf Z = min {f(x; _a)/x € G}
(3b) sup Z = min {f(x; ~a)/x € G}
und im Falle der Antitonie ’

(4a) inf Z = min {f(x; "a)/x € G}
(4b) sup Z = min {f(x; —a)/x € G} .

Beweis. Wir setzen Isotonie voraus und betrachten

2, = min {f(x; _a)/x € G}
, = min {f(x; a)/xe G}, ae[a]
; = min {f(x; “a)/x e G}.

]

(SIS
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Aus f(x; _a) £ f(x; a) £ f(x; "a), xeG,ae[a] folgt sofort 2, <2, < 2; und
somit die Behauptung.
Auf die Losung von (3) bzw. (4) wird im folgenden noch eingegangen.

Wir bilden V, f(x;a) und bezeichnen f(x;a):= 0f]0x;(x;a). Es wird die
Existenz und Aquivalenz der beiden Systeme
filx Xay x5 a) = 0< x; = hy(x3, X3, ..., X,; @)

(5) X1, xp, x5 a) = 0« x5 = hy(x), x5,..., X, )

f,,(xl, Xgyoon Xy a) = 0 x, = h(x), X5, ..., X,—y5 Q)

gefordert, wobei die h; i = 1, ..., n ebenfalls in allen Variablen stetig sein sollen.
Weiterhin mogen die stetigen Intervallenweiterungen (vgl. [5]) F zu f und H; zu h;,
i =1,..., n existieren.

Um das Verfahren der koordinatenweisen Suche mittels (5) intervallarithmetisch
durchfiihren zu konnen, miissen wir zundchst in (1) I = J = {1,2, ..., n} voraus-
setzen, d. h. der zuldssige Bereich G wird zu einem n-dimensionalen Quader oder
Intervallvektor [x].

Satz 2. Mit [x]° = [x]') gelten fiir das Iterationsverfahren
YU = H(XEL L XL xR LXK [d]))

ZM = Yy A XE
(6) Z¥Y falls ZTU £ 9 i=11)n
X =35k falls _yRtt > XK

k
13
_xb, o falls Tyt < _xk

k=0,1,2,...
die folgenden Beziehungen

Lx]I°2[x]"=2[x]=2...

2. X < [x]*vk

3. Falls _y}™! < 7x§, s0 ist £, = _x}{ V& e X(*).
Falls “y**' < X}, soist %, = _x{ Vi e X(¥%).
Tritt (*) fiir ein k, ein, so kann man X} = ~x§' fiir | = k, + 1 setzen; tritt (¥*)
fiir ein k, ein, so kann man entsprechend X} = _x** fiir 1 = k, + 1 setzen.

Der Beweis wird in [6] fiir die Aufgabenstellung (1) und in [7] fiir den quadrati-
schen Spezialfall von (2) gefiihrt, so daB der Beweis fiir die Aufgabenstellung (2)
leicht daraus folgt.

N % = (x?, X9, ..., X9
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(6) stellt ein modifiziertes Einzelschrittverfahren mit komponentenweiser Durch-
schnittsbildung dar. Fiir den quadratischen Spezialfall

f(x;a) =3x"Cx + p'x, Ce[C], pe]p],

C — symmetrisch und streng positiv definit, soll die Iterationsvorschrift (6) noch
einmal angegeben werden, da hier noch eine Konvergenzbeschleunigung im Sinne der
Inklusion bei gleichem Aufwand wie in (6) erreicht werden kann, wenn man das
symmetrische Einzelschrittverfahren (vgl. [2]) folgendermaBen modifiziert:

i | oy u :
Yil‘+1 == e ( lcinI;~+E +' Z+ 1CUX§ + Pi)
i J= j=i
VAARIE (Al Ta ¢
Zi'h, falls ZETt £ 0 f=1n
X =0 oxh L falls pftE s Xt
( Xk, falls _phtE < XK
7) .
1 i—1 N n
Y = - — (_Zlcin’;‘h + Z;FUXFI‘*'PJ
i J= =t
2{? +1 — )/f-+ 1 A )(? +4 '
Z0 | falls Z 40 f=n(=01
i > i
XU = 8 XM falls gkt < mxkr
xR falls TyRtt < xhHY
k=012 ...

Konvergenzbedingungen in dem Sinne, wann [x]**! < [x]* oder lim d([x]*) = 0
k-0

gilt, werden in [6] und [7] angegeben. Das Iterationsverfahren (6) bzw. (7) wird auf
einer EDVA mittels einer geeigneten Maschinenintervallarithmetik realisiert, dabei
wird die Iteration abgebrochen, wenn [x]**!' = [x]* = [x]* gilt, welches nach
endlichen vielen Iterationen eintritt.

Lassen wir unsere Voraussetzung I = J = {1,2,...,n} fallen, so besteht die
Aufgabe darin, einen Anfangsintervallvektor [x]° mit [x]° 2 X zu bestimmen,
um das Iterationsverfahren (6) bzw. (7) durchfiihren zu kénnen. Hier besteht ein
wesentlicher Unterschied zum ,,gew6hnlichen Verfahren der koordinatenweisen
Suche, wo die Wahl des Startpunktes keine Schwierigkeiten bereitet.

Um einen Startintervallvektor [x]° zu bestimmen. miissen wir f(x; a) als gleich-
mafig konvex in x iiber der Menge X voraussetzen, damit geniigt V, f(x: a) einer
Monotoniebedingung

(8) (x = )T (Ve Sf(x5a) = Vo f(y;a)) = c(a) Ix — yII*, x,yeX
¢(a) > 0. Es sei weiterhin M = inf ¢(a) > Ound e" = (1,1, ..., 1).
ac[a)]



Satz 3. Es sei f(x; a) gleichmdfig konvex in x iiber X und ist X € R" ein Punkt
mit X € G, dann gilt die Abschdtzung

I# =] = o= 1M |V F(5: [a])],
Weiterhin folgt mit
[¥]:=[X — ce, % + oe]

die Abschdtzung [y] 2 X und der Intervallvektor [x]° :=[y] 0 G ist ein geeigneter
Startintervallvektor fiir das Iterationsverfahren (6) bzw. (7).

Beweis. Offensichtlich gilt mit dem Optimalitatskriterium
(x =)V, f(%;a) 20 VxeG,aec[a], %eX,

die Beziehung
(F=%)T"V.f(%;a) 20, aela],
so daB

a) ¥ = 57 S (5 - 9T (V. (%) = V(%) S (5 - 97 VS5 a)

und mit X # £ die Beziehung

folgt. Die Behauptungen sind somit sofort ersichtlich.

Ist f(x; a) quadratisch, so wird ¢ zu
1
= — Clx +
o= llc1=+ [r]]

und ¢(a) ist der kleinste Eigenwert von C. M kann dann entweder durch den Satz
von Gerschgorin [8] oder durch folgende Beziehung

Mz 1‘;’)’/[]’{]“, falls ||[R]] < 1)

abgeschiitzt werden, wobei Y eine Niherung zur Inversen von C e [C], [R] = E —
— Y.[C] und E die Einheitsmatrix ist.
Y1) + [7]
1= |[r]]

ist dann identisch mit einer von Krawczyk [4] angegebenen Fehlerabschitzung
fiir lineare Intervallgleichungssysteme.

l) i} “ — Spaltensummennorm oder Euklidische Norm.
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Das in der Aufgabenstellung aufgefiihrte Intervall Z mit Z = Z ergibt sich zu

Z = F([x]* [a])-
Ist die Voraussetzung von Satz 1 erfiillt, dann 16se man z. B. (3a) und (3b) mit dem
genannten Algorithmus getrennt, wobei [x], den Minimalpunkt von (3a) und [x],
den Minimalpunkt von (3b) einschlieBe. Wir berechnen Z, := F([x],, _a);
Z, = F([x],, ~a), dann ist das Intervall ~Z = [inf Z, sup Z,] eine i. allg.
schirfere Abschitzung von Z als Z.

Abschlieend sei noch einmal die intervallarithmetische Version der koordinaten-
weisen Suche mit der ,,gewohnlichen* verglichen.

Der entscheidende Vorteil der intervallarithmetischen Version besteht darin,
daBl der Minimalpunkt sowie der optimale Zielfunktionswert in sichere Schranken
eingeschlossen werden, dabei werden alle Fehlerarten erfaBt (z. B. Eingangsfehler, Ver-
fahrensfehler, Rundungsfehler, Konvertierungsfehler usw.). Dafiir miissen natiirlich
einige Nachteile in Kauf genommen werden:

a) Falls der zulassige Bereich G kein n-dimensionaler Quader ist, bereitet die Bestim-
mung eines Startintervallvektors gewisse Schwierigkeiten.

b) Die Konvergenzvoraussetzungen bzw. die Voraussetzungen fiir die Durch-
fithrbarkeit des Algorithmus liberhaupt sind scharfer als im ,,gewdhnlichen* Fall.

c) Der numerische Aufwand auf einer EDVA ist grofier.

5. NUMERISCHE BEISPIELE

Die Beispiele wurden auf einer EDVA R 300 mit einer Mantissenlinge von 8
Deczimalstellen am Rechenzentrum der TH Leuna-Merseburg gerechnet. Die Inter-
vallarithmetik wurde durch Unterprogramme realisiert.

Auf die Beispiele wurde ausschlieBlich das symmetrische modifizierte Einzel-
schrittverfahren (7) angewendet.

Beispiel 1. Dieses Beispiel und die jeweilige Lésung der ,,gewo6hnlichen Version‘
wurde aus [3] entnommen.

z = 1x"Cx 4+ p'x = min!
bei x € [x].
Es sind
1

C =

)

S = O N
S O = O

0
0
1
1

- o |

pr=(-1-31-1).
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a) [x]" = ([05, 1-5]. [0°5, 1:5], [0S, 1:5]. [0-5. 1-5])
Die exakte Losung ist £7 = (0-75, 1-5, 0-5, 0-5) sowie £ = —3-3125.

,,Intervallversion* ,,gewohnliche Version*
Nach 3 Iterationen ergab sich:

£ e[ 074999996; 0-75000004] £, = 0-750064
%£,e[ 1-5000000; 1:5000000 ] X, = 149989
%5€[  0-5000000; 0-50000000] X3 = 0-500107

>

4 €[ 0:50000000; 0-50000004] %, = 0-500107
z

2 €[—33125019; —3-3124980 ] = —3-31215
b) [x]" = ([-25.0], [25,4°5], [-3-5, —1-2], [3:0,6:7])
Die exakte Losung ist £T = (—— 1,3, —3,4) sowie £ = —7-5
L. Intervallversion ,,gewohnliche Version*
Nach 27 Iterationen ergab sich:
£, € [—1:0000021; —0-99999829] &, = —1-00026
£,e[ 2:9999999; 3:0000001 ] %, = 3-00013
£3 € [—3:0000033; —29999972 ] %, = —3-00039
%,e[ 3:9999968;  4:0000037 ] X, = 4-00040
2 e[—7-5000541; —7-4999469 ] £ = —7-50000 .

Beispiel 2 Fiir das Optimierungsproblem

z=4x"Cx + p'x =min!, Ce[_C, C], pe[-p, "p]
beix =0

sind Abschétzungen fiir X und Z anzugeben. Da diese Aufgabe mit der,,gewéhnlichen
Version‘ nicht 16sbar ist, kann ein Vergleich nicht abgegeben werden. Der zuldssige
Bereich ist kein n-dimensionaler Quader. Es sind:

| 2999 3-991 298 1998 0-999

3-991 2898 298  1-998 0-999
_C=1298 298 27999 1998 0999
l 1-998 1-998 1-998 26-998 0-999

[ 0-999 0-999 0-999 0-999 25-998

30-0001 4-002 3-001 2-00f  1-0001
4-002 29-001 3-001 2-:001 1-0001
“C =300l 300f 28-001 2:00f 1-0001].
2-001  2-001 2-001 27-001 1-0001
l 1-0001 1-0001 1-0001 1-0001 26-002
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P = (—4-001 —8:001 —12:001 5-996 —2-003)
“pT=(—3998 —7998 —11:999 6-:002 —1:997).

Alle Matrizen Ce[C] sind streng positiv definit. Wir bendtigen einen Start-
intervallvektor [x]° mit [x]° 2 X. Es ist somit

o= Il ¥=0

auszurechnen. Mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin folgt leicht M > 18-9759,
wobei die Spaltensummennorm verwendet wurde. Somit ist ¢ < 1-686772. Damit
haben wir einen geeigneten Startintervallvektor

[x]° = [0,1:686772 €]
gefunden.
Nach 4 Iterationen ergab sich

[0:061862171; 0-062563393]
[0-22434449; 022515746 ]
[x]* = |[0-39586587; 0-39636182 ]| .
[0-00000000; 0-00000000 ]
[0:050486228; 0-050839112]

Fir Z wurde berechnet:

Z = [—34692861; —3-4321028].

Da die Zielfunktion die Voraussetzung von Satz 1 bzg. der Isotonie erfiillt, wurden
die Probleme

z=4xT _Cx + _p'x = min!
(3a) bei x =0
mit £e Z, = [—3-4533342; —3:4533277]
z =34xT"Cx + “p"x = min!
(3b) teZ, =[—34480886; —3-4480779]
getrennt gelGst.
Als EinschlieBung der Menge Z kann nun das Intervall
[inf Z,; sup Z,] = [ —3-4533342; —3-4480779]
verwendet werden, welches Z um 1:6 . 10~ 2 schirfer einschlieBt als das Intervall Z.
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Souhrn

POZNAMKY K METODE HLEDAN] PO SOURADNICICH
DIETER OELSCHLAGEL, HERBERT SUBE

V pfedloZené praci je realizovana metoda hledani po soufadnicich pomoci interva-
lové aritmetiky. Tim je umozZnéno, Ze se zahrnou vscchny typy chyb, které se vyskytuji
u speciadlnich nelinearnich optimalizagnich tloh véetné chyb podminénych vstupem.
Jsou uvedeny pfednosti a nedostatky stejné jako testovaci pfiklady.
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