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SYAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 4

GESCHLOSSENE AQUIFORME BEWEGUNGEN DER RAUME
ENDLICHER DIMENSION

JOSEF SOMER

(Eingegangen 29. September 1977)

Im Artikel werden dquiforme geschlossene Bewegungen in Raumen endlicher
Dimension konstruiert und gewisse Bewegungen, welche die letzteren verallgemeinern.
Dieses Problem fiihrt auf Systeme von linearen Differenzengleichungen.

EINLEITUNG

Als eine dquiforme Bewegung des Raumes (Z) im Raum (S) versteht man die Lage-
anderung eines in (X) liegenden Gebildes im Raum (S), das sich gleichzeitig im Raum
(2) ahnlich deformiert. Diese Bewegung ist die einfachste Verallgemeinerung der
klassischen Kinematik.

Im ersten Teil des Artikels wird eine wichtige Klasse von Bewegungen fiir sich
wiederholende Prozesse beschrieben. Im zweiten Teil wird eine Verallgemeinerung
der geschlossenen Bewegungen behandlet.

1. GESCHLOSSENE BEWEGUNGEN

Als eine geschlossene Bewegung definieren wir eine Bewegung deren alle Bahn-
kurven nach einer bestimmten Zeit T > 0 geschlossen werden. Handelt es sich um
eine aquiforme Bewegung der Ebene, kann man von der Reprédsentation durch
komplexe Zahlen ausgehen. Deren Gleichung lautet, wie folgt

(1) z =m(t) + (1) (O = m(t) + I(t) (O ;

{ und z sind komplexe Zahlen, welche den erzeugenden Punkt bzw. seine Koinzidenz
in der Gang- bzw. Rast-ebene ausdriicken, m(t) ist eine komplexe Funktion der
Zeit t, I(t) eine reelle positive Funktion (Ahnlichkeitsmodul) und § = 9(¢) ist ein
Zeitregime.
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Soll (1) eine geschlossene Bewegung ausdriicken, muss gelten

A+ T) = (1)
oder
(2) m(t + T) + It + T) (D = m(t) + I(1) Le*®
und zwar identisch zu { und zu .
Da (2) fiir alle ¢ gilt, also auch fiir { = 0, folgt daraus

m(i + T) = m(s),
so dass m = my, wenn my eine belibige T-periodische Funktion ist. Durch Einsetzen
in (2) erhalt man

l(l) e ej(|’i(r+T)—3(r)) .

It + T)
Weil [() eine reelle positive Funktion sein muss, folgt daraus
9t + T) — ¥t) = 2kn =
3 =9 + 2her t,
T
wenn 3, eine reelle T-periodische Funktion ist. Weiter gilt

Oy ah =t 1),

so dass I(t) = I eine beliebige reelle positive T-periodische Funktion ist.

Geschlossene dquiforme Bewegungen der Ebene haben also folgende Gleichung
(3) z = my + ITCeJ'(STszn/m) )

Will man dhnliche Uberlegungen auch fiir héhere Dimensionen durchfiihren, kann
man eine Matrizengleichung der dquiformen Bewegung des Raumes (Z) im Raum
(S) der Dimension n = 2 gebrauchen, dh.

(1%) x = v + IVE.

In dieser Gleichung sind §; x Spaltenmatrizen, deren Elemente Koordinaten der
Punkte des Raumes () bzw. (S) sind, v() ist eine Spaltenmatrix (die sog. Uber-
tragung), I() eine positive reelle Funktion (Ahnlichkeitsmodul); V() ist eine ortho-
gonale Quadratmatrix erster Art und entsprechender Ordnung. Alle Elemente der
Matrizen in (1*), die verdnderlich sind, sollen reelle Funktionen eines reellen Para-
meters ¢ sein, die in einem gemeinsamen Intervall I(t) definiert und stetig sind.

305



Die Bedingung fiir die Geschlossenheit der Bewegung lautet in diesem Falle wie
folgt

(2%) YVt + T)+ 1t + T)V(t + T)& = v(1) + (1)) V(1) & .
Fiir & = 0 haben wir
v(t + T) = (1)

mit der Losung v = v;, wenn v, eine T-periodische Spaltenmatrix kennzeichnet.
Setzt man dieses Ergebnis in (2*) ein, bekommt man

It + T)V(t + T) = (1) V(1)

Da aber V(t) eine Orthogonalmatrix erster Art ist, muss ihre Determinante gleich eins
sein, so dass fiir den Ahnlichkeitsmodul I(1) wieder die Bedingung

I(t + T) = I(f) gilt mit der Losung (1) = I

(Ir ist eine beliebige positive reelle T-periodische Funktion). Fiir die Matrix V hat
man weiter
V(t+ T) = V().

Wir haben also dasselbe Ergebnis wie in der Ebene, dh. geschlossene dquiforme
Bewegungen sind periodische Bewegungen. Thre Gleichung lautet

(3*) x = vy + V&,

Aus dieser Gleichung folgt: Die ersten Polbahnkurven der Bewegung (3*) bzw. (3)
sind geschlossene Kurven.

2. BEWEGUNGEN, WELCHE DIE GESCHLOSSENEN BEWEGUNGEN
VERALLGEMEINERN

Betrachte man eine dquiforme Bewegung Z/S im Raum endlicher Dimension
n = 2, in der eine bestimmte Punktfolge {&,-} i =1,2,... dieselbe Bahnkurve be-
schreibt, wie der Punkt (éo) und zwar so, dass die Punkte der erwihnten Folge durch
dieselbe Lage des Punktes (éo) hindurchgehen und dazu nacheinander in denselben
Zeitintervallen; das Zeitintervall soll durch den Wert T > 0 gegeben werden.

Geht man von der Matrizenrepréasentation (1*) aus, erhilt man

x(t+T)=x_4); i=1.2,..,
oder

(4) V(t+ T)+ Lt + T)V( + T)& = v(1) + L) V(1) &y -

Schreibt man (4) noch einmal fiir i + 1, bekommt man nach Abziehen von (4)
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I(1) i
5 Eivy — &i= —2=V 1+ T)V()(E;, — E;_,) .
) B Es Y VO 6 -5
Die Absolutbetriige beider Seiten der Gleichung (5), die man als Gleichung zweier
Vektoren interpretieren kann, sind gleich. Nimmt man die Eigenschaften der Ortho-
gonalmatrizen in Betracht, kommt man zur Gleichung

(6) léi+1 - gil = Etlg%)}—) l&i - %ml .

Da die Ausdriicke in den Symbolen der Absolutbetrige von der Zeit nicht abhéngen,
folgt daraus eine Bedingung fiir den Ahnlichkeitsmodul

I(t+ T)
()

Die letzte Gleichung ist eine lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit kon-
stanten Koefficienten. Setze man die Losung in der Form [(f) = €% voraus. Daraus
folgt

(7)

=k >0 oder It + T)=klt).

D (1 4 T) = ke > ¢ = kT
und fiir den Ahnlichkeitsmodul hat man so
(8) I(t) = frk'"

mit f; als beliebige positive T-priodische Funktion.
Jetzt setze man dieses Ergebnis in (6) ein. Man bekommt

léi+1 - &xl = ;; lé. - Z’5.'—1| J

Es ist folgendes sichtbar: Die Punktfolge {(&;)} i = 1,2, ... bildet eine bestimmte
Polygonaltrasse so, dass die Absolutbetrige der Polygonseiten bei der Wahl k > 1
sich verkleinern, bei k < 1 sich vergrossern. Bei k = 1 sind die Polygonseiten von
gleichem Absolutbetrag.

Wir bezeichnen die Polygonseiten wie folgt:
u,=§ —-&-, i=12,....

Dann kann man schreiben
U, = ;;V"’(t + T) V(1) u;.
Weiter bezeichnen wir kurz die Matrix
Vo T)V0) = W().
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Es gilt dann

1

u, =k Wu,
1 w2

u, = —EW u,

u, = L Wi ly
kn—l

Setze man voraus, dass r nacheinander folgende Polygonseiten, z. B. die ersten r
Seiten, linear unabhingig sind und unter (r + 1) Seiten u,, u,, ..., u,, , eine lineare
Abhingigkeit von folgender Gestalt existiert:

auy + auy o AUy =0

Multipliziert man diese Gleichung von links mit der Matrix (1/k) W, bekommt
man

o Uy + ouy L+ o U, =0

und gleichfalls

oy + .+ 0y Uy =0 usw.,

woraus ersichtlich wird, dass die ganze Polygonaltrasse im Unterraum der Dimen-
sion r liegt. Weil man voraussetzt, dass die Punktfolge {(§;)} i = 0, 1,2, ... mindestens
zwei verschiedene Punkte enthélt, kann man sagen, dass die Trasse entweder in
einer Geraden (fijr r= 1) oder in einer Ebene der Dimension r = 2,3,...,n — 1
oder im ganzen Raum (fiir r = n) liegt.

Betrachte man den Fall r = n. Dann existieren n linear unabhingige Polygon-
seiten u,, u,, ..., u,. Differenziert man die Gleichungen

1
U, =-—Wu,, i=12,...n,
k
bekommt man
1 .
0=—-Wu,.
k
Schreibt man diese Bezichungen fiir die Elemente der Matrizen, erhilt man n?
Gleichungen von folgender Gestalt
Wil + Wil + L+ =0

firi,j = 1,2, ..., n,die man in n lineare Systeme fiir unbekannte Grossen w;; j, s =
= 1,2, ..., n einordnen kann. Diese Systeme sind homogen mit von Null verschie-
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dener Determinante, denn diese besteht fiir ein festes j aus den Komponenten der
linear unabhingigen Vektoren u,, u,, ..., u,. Die Gleichungen haben deshalb nur
eine triviale Losung

Wi =0,

so dass die Grossen w;; konstant sind, Legt man also eine Polygonaltrasse mit n
nacheinander gehenden linear unabhéngigen Seiten zugrunde, muss man die Matrix
W(7) als konstante Matrix nehmen. Bezeichne man diese Matrix in diesem Falle als
W = C. Fiir die orthogonale Matrix V() hat man dann folgende Bedingung:

9) Vit + T)V(1) = C, oder
V(t+ T)=V().C ' =V(1).D.
Dabei sind € und D konstante Orthogonalmatrizen erster Art. Die Bedingung (9)
stellt ein System von linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten
dar.
Falls die Polygonaltrasse aus weniger als n linear unabhéngigen Seiten besteht, kann

die Matrix W(1) verianderliche Elemente enthalten und die Gleichung (9) lautet wie
folgt

(9%) V(t+ T) = V(1) W (1) = V(1) WT.

Wihlt man W(7) als beliebige Orthogonalmatrix erster Art, ist durch diese Wahl
die Drehungsmatrix V(t) als Losung von (9) bzw. (9*) bestimmt. Wir zeigen die
Form dieser Lésung. Die allgemeine Losung des Systems (9) bzw. (9*) ist eine Ortho-

gonalmatrix der Form
V(t) = F,V*(1),

wobei F; eine beliebige T-periodische Orthogonalmatrix erster Art und V*(r) irgend-
eine Partikularlésung von (9) bzw. (9*) ist. Den Beweis dieser Behauptung fiihren
wir fiir (9) vor, denn fiir (9*) unterscheidet sich der Beweis nur formal. Es gilt fiir
jede Lésung von (9)

V(t+T)=V(1)D=>V()=V(t+ T)C
und ebenso fiir die gewéhlte Losung
V¥t + T) = V¥(1) D = V¥(1) = V¥(t + T) C.
Es geniigt also zu zeigen, dass
F(t) =V~ (t + T)[V*t + T)] !
eine T-periodische Orthogonalmatrix ist. Das ist aber offensichtlich, denn
Vo DV + T = VO VO]
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Eine belibige Lésung von (9) unterscheidet sich von der gewiahlten nur durch einen
T-periodischen Orthogonalfaktor, deshalb geniigt es eine einzige Partikularlsung
zu finden. Deuten wir das praktische Verfahren bei der Losung des Systems von den
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten an. Das System (9) kann man
wie folgt schreiben

vt + T) =dyo;y  + ...+ dyy v(7)

vi,,(.t 4+ T) = dyviy(t) + ... + dy, v:,(2)

fir i = 1,2, ..., n. Wir haben also n iibereinstimmende Systeme. Jedes von diesen
Systemen, kann wieder als eine Matrixgleichung geschrieben werden

(10) vt + T) = Dv(1).
Setze man die Losung in folgender Form voraus
v; = he*',

Gemiss (10) hat man he*” = Dh. Bezeichnet man « = ", wird sichtbar, dass h
Eigenvektor der Matrix D und die Werte « ihre Eigenwerte sind.

Wir fiithren jetzt zwei Sétze iiber die Eigenwerte der Orthogonalmatrix an.

1. Alle Eigenwerte einer Orthogonalmatrix sind Komplexeinheiten.

1. Die Gleichung fiir die Eigenwerte ist eine reziproke Gleichung.

Den Beweis des ersten Satzes findet man in der Literatur, der zweite Satz ist dann
eine Folgerung des ersten. Fiir weitere Uberlegungen ist es zweckmissig, die charakte-
ristische Gleichung

D —a)| =0
wie folgt schreiben:

o — Syt Syt L+ (=1 =0,

wobei S; die Summen aller Hauptminoren i-ter Ordnung sind. Aber fiir eine Ortho-
gonalmatrix gilt
di; = Dy

und gleichfalls jeder Minor i-ter Ordnung ist gleich dem Komplement (n — i)-ter
Ordnung. Die Gleichung ist wirklich eine reziproke Gleichung.
Folgerungen:

1. Falls n gerade ist und falls die Gleichung nur einfache Wurzeln besitzt, dann
sind diese Wurzeln nicht real. Reale Wurzeln =+ 1 konnen bei einer Gleichung gerader
Ordnung nur in gerader Vielfachheit vorkommen.

2. Falls n ungerade ist, besitzt die Gleichung die Wurzel +1 in ungerader Viel-
fachheit, die Wurzel — 1 kann nur in gerader Vielfachheit vorkommen.
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Im weiteren deuten wir die Losung fir den Fall an, in dem die charakteristische
Gleichung nur einfache Wurzeln besitzt. Beriicksichtigt man das Vorhergehende,
handeit es sich nur um Komplexeinheiten; falls n gerade ist, sind alle imagindr, falls n
ungerade ist, kommt nur die Wurzel + 1 real vor. Dieser Wurzel entspricht als Eigen-
vektor der Matrix D ein Vektor, den wir als h bezeichnen. Weiter haben wir nur
komplexe Wurzeln der Form

denen die Losungen
kilepir/T - ovF = ‘I'(ie~jwt/T

> i

V. =

i

entsprechen. Die Partikularlésung kann man immer so wéhlen, dass die Vektoren k;
und k; komplex konjugiert sind. Die Losung ist in einer komplexen Form. Um
diese in eine Realform zu iberfithren, muss man passende Linearkombinationen
nehmen. Setze man

k 1 (2
Und als Lésung nehme man

*
V; +V; t . t
L =D cos g, — — I sin @, —
2 T T

*
Vi~ Vi _ in q)ii + I cos (p,-i .
2j T T
Im Falle der einfachen Wurzeln der charakteristischen Gleichung hat die Lésung
von (9) folgende Gestalt

(2)

t . t
hT;l(ll)TCOS(pl}: - I smq)l?;...”.

V(i) = FT’

Dabei ist F; eine beliebige T-periodische Orthogonalmatrix erster Art und die zweite
Matrix auf der rechten Seite ist eine Matrix, in der die Werte h™, IT, ... so normiert
werden, dass jede Zeile dieser Matrix einen Einheitsvektor reprasentiert. Das Ergeb-
nis wurde fiir eine ungerade Dimension aufgeschrieben. Fiir eine gerade Dimension
muss man die erste Zeile hT weglassen.

Man muss aber noch beweisen, dass alle Zeilen der zweiten Matrix orthogonale
Vektoren reprasentieren. Nehme man die ersten zwei Vektoren und bilde man ihr

Skalarprodukt

t . t
hT. (l‘ll) cos @, 7 199 sin ¢, ;) .

o - k, + k;
(L - 27T 1T K
2 2
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erhilt man ein Ergebnis, in dem die Vielfachen von den Ausdriicken h™ . k, und
hT . k, vorkommen. Aber gemiss der Beziehung

h™D™Dk, = hT . k,
und gemass der Tatsache, dass fiir die Eigenvektoren der Matrix D gilt
Dh = h; Dk, = ¢/“'k,,
bekommt man
(€ —1)hT .k, =0.
Von €/”* — 1 % 0 (¢’ ist imagindr) hat man
h".k;, =0 und h™.k, =0.

Weiter nehme man das Skalarprodukt
9T cos @, L 19T sin o, L IV sin ¢, L + 1P cos ¢, ki .
T T T T

Gleichfalls wie zuvor, kann man zeigen, dass dieses Produkt gleich Null ist, weil
alle Produkte der Form kJ . ky, ... verschwinden, da
k]D'Dk, = ki .k, = (% — 1) k] .k, =
=ki. k; =0 (¥ * 1)
gilt.
Endlich nehme man zwei Eigenvektoren k,, k,, welche zwei verschiedenen Eigen-
werten e’?’ und e/*? entsprechen. Es handelt sich um das Skalarprodukt

t t t t
KDT cos o — — 1T sin @, — | (15 cos ¢, — — 12 sin ¢, — .
<1 T ‘T T T

In diesem Produkt treten die Ausdriicke 7 . I, ... auf. Schreibt man diese aus,
bekommt man 4 Nullausdriicke. Zum Beispiel

k] .k, = k]D"Dk, = ¢/ *?2k] k, = 0.
Da ¢, + ¢, + 2kn, folgt daraus k] . k, = 0 und gleichfalls fiir die iibrigen Aus-
driicke.
Zur Bestimmung der Bewegungen muss noch die Ubertragungsmatrix (1) fest-

gesetzt werden. Fiir diese Matrix haben wir gemiss vorhergehender Bezichungen
folgende Gleichung

(1) v(t + T) = v(t) = I(1) V(o) [gi - %I)V"l(t) (¢ + T)V(t + T) gm] =

= l(t) F, V*(t) (& — k w—'lgi+1) .
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Schreibt man dieselbe aus, bekommt man ein System von linearen Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten, die nicht homogen sind. Die rechte Seite ist
dabei von i unabhingig, wie man beweisen kann. Weil auf der rechten Seite von (11)
zwei nacheinander gehende Eckpunkte der Polygonaltrasse auftreten, ist damit
bewiesen, dass man eine Polygonseite wihlen kann, um die Ubertragungsmatrix v(t)
zu bestimmen.

Bezeichne man kurz die rechte Seite von (11) als g(t). Dann kan man schreiben
v(t + T) — (1) = g(1) .
Die Losung dieser Matrixgleichung hat folgende Gestalt
v(t) = vy + 0 g(t) 4t = vy + g%(1);

dabei ist v, eine beliebige T-periodische Spaltenmatrix und J ist das bekannte Symbol
der Differenzenrechnung. Damit sind alle Bewegungsparameter fiir den gewdéhlten
Fall gefunden worden. Man kann zusammenfassen. Durch die Wahl der Konstante k
ist der Ahnlichkeitsmodul I(z), durch die Wahl von W(1) als Orthogonalmatrix
erster Art ist die Drehungsmatrix V(¢) und schliesslich durch die Wahl einer Polygon-
seite ist die Ubertragunsmatrix v(t) bestimmt. Die Bewegungen haben folgenden
endlichen Ausdruck

x = vy + g¥1) + frk"TF V(1) & .

Das Ergebnis gilt formal auch falls die Matrix W(t) veranderliche Elemente besitzt
und falls die Eigenwerte dieser Matrix nicht einfach auftreten. Die praktische
Konstruktion der Matrix V(r) wurde allerdings fiir eine konstante Matrix W und
fir einfache Eigenwerte vorgefiihrt. Die restlichen Félle wiirde man analogisch
16sen. Man miisste dabei Systeme von linearen Differenzengleichungen mit ver-
dnderlichen Koeffizienten berechnen.

Zum Schluss noch eine Bemerkung, die die Dimension der Polygonaltrasse
betrifft. Wihlt man fiir die Konstruktion von v(t) eine Polygonseite in der Richtung
eines Eigenvektors, der der Realwurzel +1 (bzw. —1) entspricht, kommt man
begreiflich nicht aus dieser Richtung und die Polygonaltrasse ist eine Geradentrasse.
Gleichfalls bei der Wahl der Polygonseite in einer Ebene der Dimension 2, die durch
zwei komplex konjugierte Eigenwerte bestimmt wird, bekommt man eine zwei-
dimensionale Polygonaltrasse. Eine maximale Dimension bekommt man bei solcher
Wahl, wenn die gewéhlte Seite in keinem invarianten Unterraum der durch die Matrix
D bzw. W(r) bestimmten Abbildung, liegt.
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Souhrn

UZAVRENE EKVIFORMNI POHYBY PROSTORU
KONECNE DIMENZE

JOSEF SOMER

V prvni Casti ¢lanku provadi autor konstrukci uzavienych pohybil definovanych
na ekviformni grupé. Tyto pohyby popisuji periodicky se opakujici déje pro pfipad
pohybujiciho se utvaru, ktery se za pohybu soucasné podobné deformuje.

V druhé ¢asti zobeciiuje uzaviené pohyby na ekviformni pohyby zadané tak, Ze
jistd posloupnost bodi popisuje tutéz trajektorii tak, Ze jednotlivé tvofici body
prochazeji kteroukoli polohou ve stejnych pfedem piedepsanych ¢asovych intervalech
po sobé. Autor sleduje jednak konfiguraéni otizky posloupnosti vytvofujicich boda
a dale konstrukci téchto pohybl. Tento problém vede na feSeni soustav linedrnich
diferen¢nich rovnic, pti¢emz prakticka konstrukce ukdzana na ptipadé rovnic s kon-
stantnimi koeficienty.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Josef Somer, CSc., fakulta elektrotechnickd CVUT,
290 91 Podébrady - zamek 1.
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