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SVAZEK 20 (1975) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 2

UBER DIE OPTIMIERUNG EINES ZWEIPARAMETRIGEN
ITERATIONSVERFAHRENS

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen 12. mai 1974)

In der Arbeit wird die Konvergenzgeschwindigkeit eines in den Arbeiten [2], [3]
untersuchten zweiparametrigen Iterationsverfahrens mit der Konvergenzgeschwin-
digkeit des Oberrelaxations-Verfahrens verglichen. Das Iterationsverfahren ist
folgenderweise definiert: es sei das lineare Gleichungssystem mit n Unbekannten

(1) x=Bx+b

gegeben, wobei B im allgemeinen eine nichtsymmetrische n x n Blockmatrix ist,
deren Diagonalblécke Nullmatrizen sind. Es sei ferner

B=L-+U

wo L bzw. U die untere bzw. obere verallgemeinerte Dreiecksmatrix ist. Das unter-
suchte Iterationsverfahren wird dann durch die Formel

(2) X4 = T(oc, B) x, + P(zx, /3) b
definiert, wo o, f§ reele von Null verschiedene Parameterwerte sind und wo
(3) T(o, B) = («E + BL) ' [(« — 1)E + (B + 1) L + U],

P B) = (aE + pL)"*
ist.
In der Arbeit [2] wurde bewiesen, dass giinstig gewdhlten Parameterwerte a, f8

gewisse bekannte Iterationsverfahren entsprechen, wie z. B. das Jacobi-Verfahren,
das Gauss-Seidelsche Verfahren, das Oberrelaxations-Verfahren u. a.

Ahnlicherweise wie in den Arbeiten [2], [3] werden wir voraussetzen, dass ein
n-dimensionaler Vektorraum R existiert, welcher durch die direkte Summe der Unter-
rdume vy, ..., v, (m < n) gebildet wird; dabei sollen die folgenden Bedingungen
erflillt sein:
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a) die Matrix B bildet den Vektorraum R in R ab;

b) es existieren positive teilerfremde ganze Zahlen h, k mit h + k=p < m
wobei fiir die Matrizen L, U die Bezichungen

>

Lvi = viiy,

Uv,cv,, i=1,...,m

gelten (dabei setzt man v; = O fir i < 1 und i > m).

Unter diesen Bedingungen wurde in der Arbeit [2] der folgende Satz bewiesen,
der den Zusammenhang zwischen Eigenwerten der Matrizen B und T(a, B) fiir
a # 0, B+ 0 ausdriickt. (Man bemerke, dass dann das Iterationsverfahren (2) dem
Jacobi-Verfahren (1) entspricht.)

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix T(x, B). Falls 2 + (B + 1)/B ist und
falls die Zahl u die Bedingung

(4) (1 —a + )y = p7(1 + B — AP}

erfiillt, ist u der Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen p ein Eigenwert der Matrix
B ist, dann ist jede der Beziehung (4) geniigende Zahl J ein Eigenwert der Matrix
T(o f)- '

Man untersuche nun den Fall, wenn = —1 ist. Die Formel (4) definiert dann
(wie schon aus der Arbeit [2] bekannt ist) das gewShnliche Oberrelaxations-Ver-
fahren. In dem Speziellfall, wenn p = 2, h = k = 1 ist und die Eigenwerte u? der
Matrix B? reell und nichtnegativ sind, gilt der folgende Satz:

Satz 2. Es sei o(B) = M < 1, wo o(B) der Spektralradius der Matrix B ist.
Dann ist max u; = M? und der Spektralradius o(T(x, —1)) der Matrix T(a, —1)

i=1,.., n

nimmt seinen Minimalwert fiir « = $[1 + /(1 — M?)] an, wobei
&) mine(Te D)= [~ (1 - ML+ V1 - M)

gilt.

Dieser Satz folgt leicht aus (4) und ist auch z. B. in [1] bewiesen (hier setzt man
a = 1/w).

Ahnlicherweise wie in dem Satz 2 werden wir tiberall dieser Arbeit voraussetzen,
dass p =2, h = k =1 ist, und das die Ungleichungen 0 £ p? < 1,i=1,...,n
gelten, wo p; die Eigenwerte der Matrix B sind (die Eigenwerte der Matrix B? sind
also reell und nichtnegativ). Dabei wird mit M bzw. m eine solche positive bzw.

nichtnegative Zahl bezeichnet, dass M? = max y?> bzw. m? = min y? ist. Wir
g ax 41 %
; ;

1

werden uns mit der Frage befassen, fiir welche Werte von «, 8 die Ungleichung
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o(T(x, ) < [1 = J(1 = MH]/[1 + /(1 — M?)] gilt, d. h. fiir welche Punkte
[, B] die durch die Formel (2) definierte Methode in Hinsicht auf den Satz 2 wenigs-
tens so schnell wie das Oberrelaxations-Verfahren konvergiert.

Bevor wir den Hilfssatz 1 formulieren werden, fithren wir zuerst einige Bezeich-
nungen und Definitionen ein. '

Man definiere die Funktionen by, b,, b, B;, B, der Veridnderlichen a wie folgt:

(6)  by(una) =[(1 + (1 = M) M*(1 — pf) + 4*(1 — J(1 = M?))(1 — M?) -
— 4aM?* /(1 = M*)]2uiM* /(1 — M?),

() bals @) = [(1 + (1 = M) ML = 1) + 4o3(1 = (1 = M?) =
- 4otM2]/2,ufM2 s

(®)  bslup @) = [(1 = )] -
= [o2(1 = VO = M) Jui(l + (1= M2))*] = 1,

(9 Bilws o) = =2o(1 = J(1 = pf)/ui

(10) Balpy o) = =2a(1 + /(1 — pf))ui -

Man bezeichne ferner durch das Symbol Q(,ui) die Menge von solchen Punkten
[, B], fiir die alle Wurzeln 4 der Gleichung

(11) (1 — o+ Jo)* = 3(1 + B — 2B)

(die einen Speziallfall der Gleichung (4) fiir p = 2, h = k = 1 darstellt) im Absolut-
betrag kleiner als die Zahl [1 — /(1 — M?)]/[1 + /(1 — M?)] sind. Es gilt dann
der folgende Hilfssatz:

Hilfsatz 1. Es sei u? > 0. Dann gilt

a) [, B] € Q(w;) dann und nur dann, wenn
(12) p = bl(,“iv “) 3 B < bz(l‘i’ 0() , B= bs(ﬂia O‘)
ist;

b) Die Menge Q(u;) ist die Vereinigung zweier disjunkter Bereiche Q(p;),
Q,(u,), wobei fiir [, B € 2,(u;) o« < 0 und fiir [, B] € Q,(p;) o« > 0 ist;

c) Die im Absolutbetrag maximale Wurzel der Gleichung (11) gleicht der Zahl

[t = (1 =M1+ J(1 = M?)] genau dann, wenn der Punkt [o, B] ein
Grenzpunkt der Menge Q(;) ist;

d) Der Bereich Q,(;) enthdlt genau die Punkte [o, B], fiir die
(13) —[1+J(1=M)]J(1 = u)2J(10 = M?) o < =51+ /(1 = M?)].
N = ui)
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gilt, wobei fiir

(14) x £ —[1+ (= M) - w230

die Ungleichungen

(15) by(ui o) < B < bylpy ), by(ps @) £ Bo(py, @) £ by(u;, )

(die Gleichheitszeichen gelten nur fiir den linken Randpunkt des Intervalls (13)
und fiir

(16) az —[1+ J(1 = M)]J(1 = p))2Y(1 — M?)
die Ungleichungen
(17) b3(l1,-, 0() sp= bz(ﬂia “) > bs(l‘ia 0‘) < By(ws O() =< bz(#i, 0‘)
gelten (die Gleichheitszeichen gelten nur fiir den rechten Randpunkt des Intervalls
(13)).
e) Der Bereich Qz(u,-) enthdlt genau die Punkte [ot, B], fiir die

(18) [t + (1 = M) =) S a < [1+ /(1 = MY] (1 = pi3)2 (1 = M?)
gilt, wobei fiir

(19) x < [U+ (1= MO Y(1 = w)2Y(1 = M?)

die Ungleichungen

(20) bs(lli, 0‘) =B= bz(#n 9‘) . by(us 9’) < B1(lhs “) = bz(ﬂi’ “)

(die Gleichheitszeichen gelten nur fiir den linken Randpunkt des Intervalls (18)
und fiir

(21) 22 [1+ (1 = M1 - )2 4(1 = M)
die Ungleichungen
(22) bs(#ia 1) < B = by(u, O‘) > bS(#i’ 0‘) < By(us 9() = bl(llia “)

gelten (die Gleichheitszeichen gelten nut fiir den rechten Randpunkt des Intervals

(18)).

Die Gestalt und Lage der Bereiche Q,(y;) und Q,(y;) ist aus der Abb. 1 ersichtlich.

Beweis. Es sei u7 > 0. Man untersuche angesichts des Satzes 1 die Wurzeln
der Gleichung (11). Die Gleichung (11) schreibt man in der Form

(23) o+ 221 — a)o + piB] + (1 — @) — pi(1 + B) = 0.
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Angesichts (9) und (10) gilt fiir die Diskriminante der Gleichung (23) die Beziehung
uiB + douiB + 4opl = pi(B — By(wi, 2)) (B — By(u;, ) -

Hiervon folgt, dass die Gleichung (23) nur reele Wurzeln besitzt, wenn die Un-
gleichungen

(24) Bz Bl(ﬂi» a) , Bz Bz(ﬂz, 05)

A

401‘1‘%)

. &
0 :524“1.'5(}
i by (o)
2, (a) B (u, )
b
Abb. 1

oder die Ungleichungen
(25) B < Bi(w; 9‘) s, B = Bz(l‘i» 3‘)

gleichzeitig gelten.

Die Graphen der Funktionen B, B, sind durch den Koordinatenursprung gehende
Geraden, deren Anstieg negativ ist. Es gilt dabei, dass fir « <0, B(u;, o) <
< By(uy, @) und fiir @ > 0 By(u;, o) < By(u;, ) ist. Aus (24) und (25) folgt sofort,
dass die Gleichung (23) reele Wurzeln dann und nur dann besitzt, wenn

(26) x <0 und B = By(u;,«) oder B < By(u; )
gilt und wenn

(27) «>0 und B =< By(u;,«) oder B = B(w;, o)
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gilt. In den iibrigen Punkten der Ebene [a, B] (ausser den Achsen « = 0, f = 0)
hat die Gleichung (11) zwei komplex adjungierte Wurzeln.

Nun werden wir uns mit der Frage befassen, fiir welche Punkte [, B] aus den
Mengen (26) und (27) der Absolutbetrag der reelen Wurzeln der Gleichung (23)
kleiner oder gleich der Zahl [1 — /(1 — MZ)]/[I + (1 = M?)] ist, d. h. wenn
gleichzeitig die Ungleichungen

(28) [-201 = e — wp £ J(uiB? + dafpi + 40?uf)][207 <
[ =y =m3][1r + (1 = M*)],
(29) - [ =V =m][1+ (1 = M*)] =

S [2210 = o) o — 4iB £ JiB? + oyt + dof)][22°
gelten. Durch die Umformung der Ungleichung (28) bekommt man die Ungleichung
(30) + M2 J(uiB? + dapui + 4o°p]) <

< 2aM?* — 4?[1 — (1 = M?)] /(1 = M?) + iiM*B.

Da die rechte Seite dieser Ungleichung nichtnegativ sein muss, folgt aus der Un-
gleichung

2(1M2 _ 412[1 — \//(] _ MZ)] \/(1 _ Mz) + ,ulezﬁ > 0
die Ungleichung
(31) Bz [l = (1 = M) (1 = M?) = 2aM?)JuiM>.

Durch Potenzierung der Ungleichung (33) bekommt man nach Umformung an-
gesichts (6) die Gleichung

(32) B < by(psa) .
Ahnlicherweise bekommt man aus der Ungleichung (29) die Ungleichung

(33) 20M? — 4o*[1 — J(1 — M?)] + uiiM?B <
< £M? (Wi + daPui + 4oyl
Aus der Bedingung
2eM?* — 4?1 — /(1 — M?)] + piM*B <0
folgt sofort, dass )
(34) B < [4(1 = J(1 — M) — 22M] i Ma?

gilt, und durch Potenzierung der Ungleichung (33) bekommt man nach Umformung
angesichts (7) die Ungleichung

131



(35) B < bafu, ).

Es sei nun o < 0. Die Gleichung (23) hat nach (26) reele Wurzeln fiir § > Ba(t;» )
und fiir § £ B,(u;, ). Man kann leicht feststellen, dass die Gerade f = By(1;» )
die Tangente der Parabel § = b,(u;, «) mit dem Beriihrungspunkt

o= —4[1 + J(1 = M)] /(1 = p})[J(1 = M?)
(das ist der linke Randpunkt des Intervalls (13)) und die Tangente der Parabel
B = by(p;, ) mit dem Beriihrungspunkt
x = —31+ (1 = M2 (1= )
darstellt (das ist der rechte Randpunkt des Intervalls (13); es gilt dabei B,(; @) <
< by(py, ®) und By(py, «) < by(p;, @) fiir alle o. Angesichts (31) und der Ungleichung
[402(1 — /(1 = M?)) J(1 — M?) — 2aM?*][u?M? > B,(u;, @),

die fiir alle « < O gilt, muss B > B,(u;, ) gelten. Angesichts (26) kommen nur
die Werte

(36) B = By(wis “)
in Betracht. '
Man kann leicht beweisen, dass fiir o« < —1% [1 + \/(1 - Mz)] \/(1 - Ilf) :

: /(1 = M?) die Ungleichungen
[4a?(1 = /(1 = M?)) J(1 — M?) — 2aM>][uiM?* > By(p;, «) > by(uy, @)
und fir & 2 —3[1 + /(1 = M?)] /(1 — p})/(1 — M?) die Ungleichungen
[4e(1 — /(1 = M?)) J(1 — M?) — 2aM?][uiM?* £ B,(u;, o) £ by(u;, @)
gelten (die Gleichheit tritt nur im Falle « = —3[1 + /(1 = M?)] /(1 — ) :

1 /(1 = M?) ein).
Die Ungleichungen (31), (32) und (36) gelten also gleichzeitig nur fir
a2z =3[+ /(1 = M*)]J(1 = p})l/(1 = M?). Fiir diese Zahlen « ist dann

(37) By(nin ) < B < by )

Analogisch kann man beweisen, dass die Ungleichungen (34), (35) und (36) gleich-
zeitig nur fiir « < =3 [1 + /(1 — M?)] /(1 — p}) gelten. Fiir diese « ist dann

(38) Bz(l‘ia ot) Sp=s bz(#i’ 3‘) .

Fiir die Zahl « gilt also (13).

Dadurch ist bewiesen, dass die Gleichung (23) nun fiir « aus dem Interval
(13) reele Wurzeln besitzt, die im Absolutbetrag kleiner oder gleich der Zahl
[1 - /(1 = MH)][L + /(1 — M?)] sind, wobei fiir B gleichzeitig (37) und (38)
gilt.
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Es ist nun leicht festzustellen, dass sich die Parabeln b,(y;, a), by(u;, «) im Punkte
o= —[1+ /(1 = M¥)]J(1 = ui)2%/(1 = M?), der zu dem Intervall (13) an-
gehort, schneiden (vgl. (14) und (16)), wobei fiir o aus dem Intervall (14) b, (u;, &) <
< by(p;, @) und fiir « aus dem Intervall (16) by(u;, «) < by(u;, o) gilt. Es gilt also
fir o aus dem Intervall (15) die Ungleichung (37) und fiir o aus dem Intervall (16)
die Ungleichung (38).

Man befasse sich ferner mit der Frage, flir welche Parameterwerte «, f§ die Quadrate
der Absolutbetrige der komplexen Wurzeln der Gleichung (13) kleiner oder gleich
der Zahl [1 — /(1 — M?)]/[1 + /(1 — M?)] sind. Aus (23) folgt also die Bedin-
gung i
(39)  [(1 =) = pi(t + Pl < [1 = J(U = M) [+ (1 = MH]*.

Aus (39) folgt sofort angesichts (8) die Ungleichung
(40) /3 g b3(:ui’ a) .

Der Graph der Funktion b, ist eine Parabel, die die Gerade B = B,(u;, «) in den
Randpunkten des Intervalls (13) schneidet, wobei fiir alle « aus dem Intervall (13)
die Ungleichungen

Bl(ﬂh 0‘) < bs(.“i» 0‘) = BZ(“i’ “)
gelten.

Fiir o > 0 verlauft der Beweis ganz analogisch. Dadurch ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2. Es sei y; = 0. Dann ist [«, f] € Q(i;) dann und nur dann, wenn
(41) [+ 0 =M sa <31+ (0 = MYV - M),
B + 0 beliebig, gilt.

Beweis. Falls man in der Gleichung (11) p; = O setzt, bekommt man sofort
die Beziehung (1 — o + Aa)? = 0, sodass 4 = (o« — 1)/« die zweifache reele Wurzel
der Gleichung (11) (d. h. (23)) ist. Man kann leicht beweisen, dass die Ungleichung

[ = (0 = ML+ = M A 1= (= M+ (= )]

fiir (41) erfiillt ist, wodurch der Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Satz 3. Es sei p? > 0 fiir alle i = 1,...,n und es sei Q die Menge der Punkte
Lo, B, fiir die o(T(a, B)) < [1 — (1 — M?)]/[1 + /(1 — M?)] gilt. Dann gilt:

a) [, B] € @ dann und nur dann, wenn die Ungleichungen
(42) by(m,a) £ B, B=b(Ma), B=by(Ma

gleichzeitig gelten.
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b) Die Menge Q ist die Vereinigung zweier disjunkten Bereiche Q,, Q,, wobei
fiir [o, Bl € Q@ « < 0 und fiir [a, Bl € Q,, & > 0 ist.

¢) o(T(x, B)) = [1 — /(1 — MH)]/[1 + /(1 — M?)] dann und nur dann, wenn
[, B] ein Grenzpunkt der Menge Q ist.

d) Man bezeichne

y _ 1L+ (1 — M)
) SN =TT
=M = m?) 4+ [1 = = M) [m? - (1 - (1= M?))] ,
m* = 2[1 = (1 = M?)]

' W 1+ J(1 = M?)
(44) af) = —

a2 = L+l = M) ’
(43) Ca{m =21 - (- ] (L - M)
A= = m?) = [1 = (1= MY = (1 = M)~
—m* +2m? /(1 — M*) (1 = /(1 — M?*))]},
o 1+ /(1 - M) :
(46) T2fm? -2l - (1 - MY] (- M)
=12 = )+ [1 = = ML = (0= M) -

—m* 4 2m? J(1 — M) (1 — J(1 — M)}

Die Mengen Q, und Q, sind dann folgenderweise definiert:

I. Es sei m* <1 — /(1 — M?). Dann ist Q, = ® und
Q= {[1(1 + J(1 = M?)), —1]}.
I Es sei 1— /(1 -M)<m?<201—(1-M))(1 -1 -M)):
2= = M) —4J(1 — M?*)*]. Dann ist Q, = & und Q, ist die Menge
der Punkte [a, B], fiir die

(47) P <o < ol

. und
(48) by(m, x) < B < by(M, )
gilt.

. Es sei m?>=2(1—- /(1 - M) —-3Y1-M)2-J01-M)-
— (1 = M?*)*]. Dann ist Q, = & und Q, ist die Menge der Punkte [a, f], fiir die
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(49) 1+ J(1 = M) Y = M) £ a < al?
und (48) gilt. (Die Zahl 1 + J(1 — M?)] /(1 — M?) gleicht dabei fiir die
betrachtete Zahl m* der Zahl o$?).)
IV. Es sei ’
- - 2
z(l S0 =) (- 30 )
= J=m2) = Y M2>3
LA - VoM )(1 + Y MZ)?)
2 — J(1 = M?) (1 - '

Dann ist Q, = @ und Q, ist durch die Ungleichungen

IIA

(50) a<a <tV

definiert, wo a jene von der Zahlen o>, oS> ist, die im Intervall (3 [1 + /(1 — M?)].
A= M) L+ (= MA)] (1 — M?)) liegt, wobei fiir

(s1) a a4+ (1 - MYTY( = M)
die Ungleichungen
(52) by(m, o) £ p £ by(M, a)
gelten und fiir
(53) A+ (= MOTY( = M?) S o < )
(48) gilt.
V. Esseim® = 2(1 — J(1 = M*)) (1 + (1 — M?*)*|[2 = J(1 = M?) +
+4J(1 = M?)]. Dann st Q= {[-1(1 + (1 — M) * /(1 — M?),

O = M) (1 + (1 = M)+ 21 = M)](1 = (1 = M*)]} und Q, ist
durch die Ungleichungen (50), (51), (52), (53), (48) deﬁniert

VL. Es sei 2(1 — /(1 = M%) (1 + /(1 = M?))[[2 = /(1 — M?)+ (1 - M?)*] <
< m? < M?. Dann ist Q, durch die Ungleichungen

(54) V) <o < af?

definiert, wobei fiir

(55) adV<ag -1 [1 + \/(1 MZ)] i/(]
(48) gilt und fiir
(56) — [V = MY - M) S oS o
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(52) gilt.
Die Menge Q, ist ferner durch die Ungleichungen

(57) P < a <ol

definiert, wobei fiir

(58) P a3+ (1 - MH)]Y( - M?)
(52) gilt und fiir

(59) FU+ (1= MY = M?) < o < )
(48) gilt.

VII. Es sei m*> = M?. Dann ist Q, durch die Ungleichungen

(60) 31+ -M)]sa<—3[1+ 0 - M)]J(1 - M)

definiert, wobei fiir

(6) 3[40 - MY 2 - 1[0+ J0 - MY

(48) ist und fiir

(62)
D= MY - M) S s = E 1 (- M) - M) =a?
(52) ist. (Die Zahl — 3 [1 + /(1 — M?)], bzw. — 4 [1+ J(1 = M)]J(1 - M?)

gleicht dabei der Zahl oV, bzw. o fiir m* = M?2.)
Die Menge Q, ist ferner durch die Ungleichungen

(63) [0+ = M) (1 = M) a1+ (1 - MY - M)

definiert, wobei fiir

(64) i+ O =M a1+ J(0 - MY - M?)
(52) gilt und fiir
(65) [+ (1 = M?)] g a < ot

(48) gllt (Die Zahl 11 + /(1 — M?)] /(1 — M?) gleicht dabei der Zahl o
fiir m* = M?.)

Die Gestalt der Menge Q ist fiir den fall VI aus der Abb. 2 sichtbar.
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Beweis. Aus dem Hilfssatz 1 folgt, dass

(66) 2= 0820) = 0[80) U 2] = [0 2,)] UT A 2:(0)]

gilt. Es sei [0, f] ein beliebiger Punkt, fiirden « > 3 [1 + /(1 — M?)]ist. Dann folg
aus (18), dass [, B] ¢ 2,(M) und umsomehr [a, f] ¢ Q,(M)ist. Esist also nach (66)
[o, B] ¢ @ fiir « > 3[1 + /(1 — M?)]. Im folgenden wir werden also voraussetzen,
dass a £ 3[1 + (1 — M?)] ist.

B
h '(21
5 ] ?‘zm ag” &
a1(1) 0(7(2) O ! : 52 (/7{ a}
! byma)
1, 51‘\//%( )
M
8, Mol B,Ma)
Abb. 2

Fiir diese Zahlen o kann man leicht beweisen, dass fiir u? < y; die Ungleichungen

b(uy @) < by(u ),
bz(ﬂj’ “) < bz(ﬂi, OC) s
bs(ﬂp 0‘) < bs(w;, OC)
gelten, wobei die Gleichheit in der letzten Ungleichung nur fiir oo = 3[1 + /(1 — M?)]
gilt.
Mit Hinsicht auf die letzten drei Ungleichungen und die Ungleichungen (12) aus

dem Hilfssatz 1 folgt sofort, dass die Menge 2 = () Q(u;) genau die Punkte [«, §]
i=1

enthilt, fir die '
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(67) B<by(Ma), B=by(M, ), B=by(m,a)
gilt.

Man untersuche nun den Verlauf der Funktionen by(M, o), by(M, ). Man weiss
aus dem Beweis des Hilfssatzes 1, dass b; und b, konvexe Parabeln sind. Es sei nun
« < 0. Die Gerade f = B,(M, «) ist dann die Tangente der Parabel b,(M, «) im
Punkte @ = — }[1 + /(1 — M?)] und die Tangente der Parabel b,(M,«) im
Punkte @ = — 3 [1 + /(1 — M?)] /(1 — M?), wobei fiir alle « < 0 By(M,a) <
< by(M, a) und B,(M, ) < by(M, «) gilt. Die Parabeln b,(M, «) und by(M, «)
schneiden sich dabei im Punkte o« = — 1[1 + /(1 — M?)]{/(1 — M?) und es
gelten dabei die Ungleichungen

— 3+ Y= M) < — 41+ J(1 = M] (1 - M?) <
< — 31+ J( - MI)] Y1 - M?).

Es sei jetzt o > 0. Die Gerade B = B,(M, o) ist dann die Tangente der Parabel
by (M, o) im Punkte 3[1 + /(1 — M?)] und der Parabel b,(M,«) im Punkte
it + (1 - M?»)] /(1 — M?), wobei sich beide Parabeln im Punkte
1+ J(1 — M?)]*/(1 — M?) schneiden. Es gelten dabei die Ungleichungen
A1+ (L= MI] (1= M) <31+ (1 — M1 = M <31 + /(1 = M2)]
und by(M, a) 2 B,(M, o), b,(M, o) = B,(M, ).

Man kann nach einfachen Berechnungen feststellen, dass sich die Graphen der
Funktionen b,(M, o) und bs(m, o) im allgemeinen in Punkten schneiden, die die Wur-
zeln der quadratischen Gleichung

402 J(1 = M?)[m? = 2(1 — J(1 = M2)] + 4a(1 + J(1 — M2))(M> — m?) +
(1 (1= MR [ (1 = M?) = 2(1 = (1 = M) (1 = m2)] = 0

darstellen. Das sind aber die durch die Formeln (43) und (44) definierten Zahlen.
oD, o).

Man kann ferner leicht feststellen, dass sich die Graphen der Funktionen bZ(M s oc)
und by(m, ) im allgemeinen in Punkten schneiden, die die Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung

(68)
42 [m? — 21 — J(1 — M?) J(1 — M?)] + 4o(1 + J(1 — M?)(M> — m?) +
(1 + /(1 = M*)* [m*(1 — M?) - 2_(1 —JA =M1 -m)] =0

darstellen. Das sind aber die durch die Formeln (45) und (46) definierten Zahlen
o2, o |
Wir werden jetzt verschiedene Fille unterscheiden.
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A. Es sei m* £ 1 — /(1 = M?). Dann ist of” =3[l + /(1 — M?)] < of"
und in Hinsicht auf die Konvexitiat der Funktionen by, b3 gilt fir o < of (M die Un-
gleichung by(m, «) = b,(M, «), wobei die Gleichheit nur fiir o« = a$" eintritt. Ange-
sichts (67) gilt dann die Feststellung I des Satzes 3.

B. Es sei 1— . (1—-M)<m?=<201— /(1 -M)(1-3Y1-M)>):
2 - J(1 = M?) =4 /(1 — M?)*]. Dann ist 1[1 + /(1 — M})] (1 — M?) £
< oV < of. Fiir a < o gilt dann in Hinsicht auf die Konvexitit der Funk-
tionen by, by die Ungleichung bs(m, «) > b,(M, o), sodass angesichts (67) Q, = ®
ist.

In dem Intervalle of” < o < of”, d. h. (47), gilt dann by(m, o) < by(M, o) <
< by(M, o) und aus (67) folgt (48), wodurch die Feststellung I des Satzes 3 bewiesen
ist. Der Fall III ist ein Spezialfall dieses Falles. Fiir m* = 2(1 — /(1 — M?)).
(== M2 - JO - M) — Y1 — M?)?] ist namlich «f? =
=3[t - MY - ) -

C. Es sei

21— (L= M) (1 - (1 = M)
— Y= M) = Y1 - )

_ 2t = (= M) (1 Y- M)
2 = = M)+ Y(1 - M?)

Aus der Gleichung (68) kann man nach der Einsetzung fiir o beweisen, dass eine
von ihren Wurzeln of?, 5 immer im Intervalle (3(1 + /(1 — M?)) /(1 — M?),
1+ (1 = M?)Y(1 — M?)) liegt (wir haben diese Wurzel mit a bezeichnet)
und die andere Wurzel (man bezeichne sie b)im Intervalle (— oo, —3(1 + /(1 — M?)).
Y/(1 = M?)) oder im Intervalle (3(1 + /(1 — M?), o) liegt. Falls be
e(3(1 + /(1 — M?), 0) ist, gilt dann fiir alle « < 0 die Ungleichung bs(m, a) >
> b,(M, «), sodass nach (67) Q; = & ist. Falls be(— oo, —3(1 + /(1 — M?)).

\/(1 M?) ist, dann gilt fir oe(— H(1 + (1 — M?) (1 — M?)

(1 + /(1 — M?) /(1 — M?)) die Ungleichung by(m, o) > b,(M, «) und fiir

ae(— 1+ (1 = M), — 31 + J(1 = M?))Y(1 — M?)) die Ungleichung

by(m, a) > by(M, o), da af® > — (1 + /(1 — M?)) /(1 — M?) ist. In beiden
Fallen gilt nach (67) Q, = .

Falls ferner « > 0 ist, gelten offensichtlich fiir « aus dem Intervalle (50) die Un-
gleichungen (51), (52), (53) und (48), wodurch die Feststellung 1V des Satzes 3
bewiesen ist.

D. Es sei

<m?<

2( \/(1 — MZ))(1 + \/(1 M2)3 < m? <M.

— =) + (1 = Mp

139



Dann gilt

aVed— H1 + J(1 — M?), — 31 + J(1 = M) Y1 — M?)),
o = 401+ (1 - M),
o e (=31 + (1 = M2))Y(1 = M?), —3(1 + /(1 — M?)) \/(1 - M?)),
o5” € (1 + V(1 = M%) J(1 = M), }(1 + J(1 = M) Y/(1 = M?)>
und es gelten also die folgenden Ungleichungen:
fiir « aus dem Intervall (55) ist by(m, o) < by(M, a) < by(M, o),
fiir o aus dem Intervall (56) ist bs(m, a) < by(M, a) < by(M, a),
fiir o aus dem Intervall (58) ist by(m, a) < by(M, &) < by(M, @),
fiir  aus dem 1ntervall (59) ist by(m, «) < by(M, &) < by(M, a).

Daraus folgt angesichts (64) die Festellung VI des Satzes 3. Die Feststellungen V
und VII folgen aus dem obigen Beweis als Spezialfalle.

Satz 4. Es sei B eine singulire Matrix. Dann nimmt der Spektralradius o(T(x, B))
seinen Minimalwert, der der Zahl [1 — /(1 — M?)]/[1 + (1 — M?)] gleich ist,
fira =31+ /(1 = M»)],p=—1.

Bemerkung 1. In diesem Falle ist in Hinsicht auf den Satz 2 das Oberrelaxations-
Verfahren optimal.

Beweis. In Hinsicht auf die Voraussetzung des Satzes hat die Matrix B mindestens
einen Eingewert, der der Zahl 0 gleich ist. Es sei m eine solche positive Zahl, dass
m? = min u? fiir alle positive Eingenwerte der Matrix B2 ist, und es sei ferner M
eine solche positive Zahl, dass M? = max u} ist. Die Menge @ (d. h. die Menge
der Punkte [a, B], fiir die die Ungleichung o(T(x, B)) < [1 — /(1 — M?)]:
:[1 + /(1 = M?)] gilt) ist die Durchschnittsmenge der Mengen Q(u;), i = 1,..., n
Es gilt ferner, dass

Q= .-élg(“") =[ éoﬂ(ui)] N 2(0)

ist. Die Memge () (y;) ist nun durch den Satz 3 gegeben und die Menge ©(0) ist

pi¥0
im Hilfssatze 2 definiert. Es ist klar, dass die Durchschnittsmenge dieser Mengen

einen einzigen Punkt @ = 1 [1 + /(1 — M?)], B = —1 (von m unabhingig) enthilt.
Da dieser Punkt gleichzeitig einen Grenzpunkt der Menge Q darstellt, gilt

oTA( + V(1 = M?), —1)) =1 — /(1 = M)]/[1 + /(1 — M?)], wodurch der

Satz 4 bewiesen ist.
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Satz 5. Es sei B eine nichtsingulire Matrix und m = M < 1 (d. h. alle Eigen-
werte der Matrix B liegen auf der Kreislinie mit dem Mittelpunkte im Koordinaten-
ursprung). Dann ist o(T(x ) < [1 — (1 = MI)][1 + J(1 — M?)] far
[0, Bl € 2 = Q,(M) U Qy(M). (Dabei ist ,(M) = Q; und Q,(M) = Q,, wo die
Mengen Q,, Q, durch die Ungleichungen (60), (61), (48), (62), (52) aus dem Satze 3
definiert sind.) Man definierte nun die Punkte [ay, By], [y, B,] folgenderweise:

-J(t =M, pi= 2J(1-M)[1-J1-M],
wo= =M, B = —2 (1 - ML+ (1 - b)),
Dann ist [ay, B;] € (M), [z, B2] € 22(M) und

o(T(os, B1)) = o(T(x2 B2)) = 0.

Beweis. Die Bereiche Q,(M), 2,(M) stimmen mit den Bereichen Q,, 2, aus dem
Satz 3 fiir m = M (der Fall VII) iiberein. Wir beweisen, dass der Punkt [ay, 8]
im Bereich Q, liegt. Die Zahl «, liegt offensichtlich im Intervall (60) und der Punkt
[y, B1] liegt auf der Geraden = B,(M, ). Da nach dem Hilfssatz 1 By(M, ) <
< by(M, &), By(M, o) < by(M, ) und by(M, «) < B,(M, o) im Intervall (60) gilt,
ist die Feststellung bewiesen. Ahnlicherweise beweist man, dass der Punkt [, B2]
im Bereiche Q, liegt (der Punkt [a,, ,] liegt ndmlich auf der Geraden B,(M, a)).

Wenn man in der Gleichung (11) u? = M2, [o, f] = [«;, B;] setzt, bekommt
man die Gleichung

oy

Il

(14 (1= M) = 2(1 - M) =
= M1+ 2 (1= MJ(1 — (1~ M) = 22 (1~ MIJ(1 — (1~ M)]

oder

(1 + (=M - a1 - M?))* =
= (14 (= M) (L + (1 = M) =22 (1 - M),
die eine zweifache Wurzel 4 = 0 besitzt. Eine dhnliche Situation tritt fiir [a, ] =
= [a,, B,] ein. Dadurch ist der Satz 5 bewiesen.
Bemerkung 2. Die Gestalt der Menge Q aus dem Satz 5 ist aus der Abb. 2 klar
(solange allerdings u? = M? ist).

Die Menge Q aus dem Satz 3, wo o(T(x, f)) < [1 — /(1 — MH)]/[1 + J(1 — M?)
gilt, ist durch verhiltnismissig komplizierte Ungleichungen definiert, die von der
Zahl m abhingen. Deshalb wird im folgenden Satz eine einfacher definierte Menge
gesucht, die die Menge Q enthalt.

Satz 6. Es sei I, das zweidimensionale Intervall
S3(1 4 (- M) S w s K1+ V(- M) (1 - M),
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(14 V(L= M) (L~ M)~ (1~ M) £ B < (1 + (1 ~ M)
(1= (1 - )

und I, das zweidimensionale Intervall

U+ (L= M) (1 - M) S e s 31+ (1 - M),
-1 -1 - M.

Es sei B eine nichtsinguldre Matrix und es gelte im Punkte [o, B] die Ungleichung
o(T(e, B)) = [1 — (1 = MH)][1 + J( — M?)]. Dann ist [a, Bl el U I,.

Der Beweis des Satzes 6 folgt sofort aus dem Satz 3.
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Souhrn

O OPTIMALISACI JEDNE DVOUPARAMETRICKE
ITERACNI METODY

MIROSLAV SISLER

V préci se porovndvd rychlost konvergence jisté iteraéni metody, definované v praci
[2] téhoZ autora, zdvislé na volitelnych redlnych parametrech «, f a superrelaxa&ni
metody, kterd je specialnim pfipadem zminéné dvouparametrické metody. V rovi-
& parametrd [o, B] jsou nalezeny oblasti, pro které zkoumana dvouparametricka
metoda konverguje rychleji, neZ metoda superrelaxacni.
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