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SVAZEK 18 (1973) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSL06 

ÜBER DIE KONVERGENZ 
EINES ZWEIPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHRENS 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen am 23. Februar 1973) 

Die Arbeit [4] befasst sich mit einem gewissen zweiparametrigen Iterationsver
fahrens für die Lösung eines linearen Gleichungssystems von der Form 

(1) x = ßx + b , 

wo ß im allgemeinen eine nichtsymmetrische Blockmatrix ist, deren Diagonalblöcke 
Nullmatrizen sind. Wenn man die Matrix ß in der Form 

(2) ß = L + ü 

schreibt, wo L bzw. U die untere bzw. obere verallgemeinerte Dreiecksmatrix ist, dann 
kann man ein zweiparametriges Iterationsverfahren durch die Formel 

(3) | x v + 1 = T(a, ß) x v + P(a, ß) h 

definieren, wo 

T(a, ß) = (aE + ßL)"1 [(a - 1) E + (ß + 1) L + U ] , 

P(a,/3) = (aE + /?L)-1 

ist und a, ß beliebige Zahlen (Parameter) sind. 

Mit der Beziehung dieses Verfahrens zu den üblichen Iterationsmethoden (Jacobi-
Verfahren, Gauss-Seidelsches Verfahren, Oberrelaxations-Verfahren u. a.) befasst 
sich die Arbeit [4]. Ähnlicherweise, wie in der Arbeit [4], wird vorausgesetzt, dass 
die Matrix ß einen gewissen Vektorraum R der Dimension n in R abbildet, dass der 
Vektorraum R durch die direkte Summe der Unterräume v l 9 ..., vm (m _ n) gebildet 
wird und dass die Matrizen L, U die Bedingungen 

Uv, c v г_A, i = 1,..., m 
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erfüllen, wo h, k positive teilerfremde ganze Zahlen mit h + k = p g m sind 
(Dabei setzt man \{ = 0 für i < 1 und i > m.) Unter diesen Voraussetzungen gilt 
dann der folgende Satz: 

1. Es sei X ein Eigenwert der Matrix T(a, ß), ß ^ 0. Falls X ^ (ß + 1)//? ist und 
falls die Zahl JJL die Beziehung 

(4) (1 - a + Xa)p = iip(\ + ß - A/?)fc , 

erfüllt, ist \i der Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen fi ein Eigenwert der 
Matrix B ist, dann ist jede der Beziehung (4) genügende Zahl X ein Eigenwert der 
Matrix T(a, ß). 

Satz 1 zeigt also den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der Matrizen ß 
und T(a, ß) im Falle, dass ß in die oben erwähnte Matrizenklasse gehört (ß ist eine 
gewisse zyklische Matrix). Der Beweis dieses Satzes ist in [4] durchgeführt. 

Diese Arbeit befasst sich mit der Konvergenz des durch die Formel (3) definierten 
Iterationsverfahrens. Genauer gesagt, es werden einige Mengen von Punkten [a, ß] 
in der Ebene bestimmt, für die die Methode (3) konvergiert, bzw. die Mengen, in 
welchen die Methode sicher nicht konvergiert. Dabei wird vorausgesetzt, dass die 
Satze 1). Achse ß = 0 nicht zu der Ebene gehört (angesichts der Beziehung ß #= 0 
in dem In der Ebene gehört auch nicht die Achse a = 0, da für a = 0 die Matrix 
T(a, ß) singular ist. In der ganzen Arbeit setzt man ferner voraus, dass \ih 

i = 1, ..., n Eigenwerte der Matrix ß sind. Es gilt der folgende Satz: 

2. Es sei Q(1)(fij) eine solche Menge der Punkte [a, ß\, dass 

(5) [a, jB] e Q(1)(ßl) o |(1 - a)p - ^ ( 1 + j8)*| ^ |a|> , 

ß ^ 0 , a # 0 

ist. Es sei ferner Q(1) = \JQ{1)(fii) und [a, ß~] e Q(1). Dann ist der Spektralradius 
i 

£>(T(a, ß)) der Matrix T(a, ß) grösser oder gleich 1 (das Iterationsverfahren (4) 
konvergiert also nicht). 

Beweis . Es sei [a, ß] e Q(1). Dann existiert eine solche Zahl i0, dass [a, /?] e 
e Q(1)(ßio) ist und nach (5) gilt dann die Ungleichung 

(6) \(l-aY-ni0(l+ßf\^\a\". 

Aus Satz 1 folgt, dass die Wurzeln der Gleichung 

(7) (1 - a + Xa)p - ^ 0 (1 + ß - Xßf = 0 

(das ist die Gleichung (4) für /L = fiio) die Eigenwerte der Matrix T(a, ß) darstellen. 
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Das Absolutglied der Gleichung (7) ist dann die Zahl 

^ [(1 - « / - < ( ! + /»)*]• 

Angesichts (6) gilt |(l/a") [(1 - a)p - /i?0(l + ßf]\ ^ 1 und es ist also Q(T(OC, ß)) = 

^ 1, was wir beweisen sollten. 

Beispiel 1. Um eine anschauliche Vorstellung zu haben, betrachte man nun den 
Fall, wenn p = 2, h = k = 1 ist und wenn die Zahlen /i? reell sind mit 0 < //? < 1. 
In Abb. 1 ist die Form der Menge ß(1)(/^) für /i? = 0,5 dargestellt. Aus der Unglei
chung (5) folgt nun leicht, dass die Menge __(1)(/if) aus der durch die Parabel begrenz
ten Menge ß ^ (l/ju2) [(a — l)2 + a2] — 1 und der durch die Gerade begrenzten 
Menge ß = (l/jif) (1 - 2a) - 1 gebildet wird. Dabei geht die Gerade ß = (l/juf). 
. (1 - 2a) - 1 durch den Punkt [-£, - 1 ] und stellt die Tangente der Parabel ß = 
= (l//i?) [(a - l)2 + a2] - 1 im Punkte [0, (l/ju?) - 1] dar. (Die Teile der Gera
den a = 0 und ß = 0 gehören allerdings nicht der Menge _2(1)(jU/) an.) 

Man bezeichne nun m = min /*?, M = max /*?. Es ist dann leicht festzustellen, 
i i 

dass die Menge _2(1) = \JQ{1\fii) aus den folgenden Mengen besteht: 
i 

a) für a < i [ l - (M\m) - V((l - (Mim))1 - 2)] ist 
ß = (1/M) [(a - l)2 + a2] - 1 oder ß <. (l/m) (1 - 2a) - 1 ; 

b) für i [ l - (Mim) - ^((1 - (M/m))2 - 2)] = a < 

< i [ l - (M/m) + V((l - (M/m))2 - 2)] istj? beliebig ; 

c) für i [ l - (Mim) + V((l - (Mim))2 - 2)] < a < \ ist 
jg ^ (1/M) [(a - l)2 + a2] - 1 oder ß ^ (l/m) (1 - 2a) - 1 ; 

d) für \ ^ a ist 
j3 ^ (1/M) [(a - l)2 + a2] - 1 oder ß g (1/M) (1 - 2a) - 1 . 

(Dabei ist a # 0, j? # 0.) 

Für den Fall p = 2 und rf > 0, i = 1,..., n bekommt man also das folgende 
Ergebnis: 

wenn 
i[l - (Af/i») - V((- " (MH)2 - 2)] _ « _ 

<; i[l _ (M/w) + V((l - (M/m))2 - 2)], 

oder ß = (1/M) [(a - l)2 + a2] - 1 ist, ist ß(T(a, ß)) = 1 und das Iterationsver
fahren (3) konvergiert nicht. 
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Nun werden wir uns mit der Bestimmung solcher Mengen in der Ebene [a, ß\ 

befassen, in welchen g(T(a, ß)) < 1 ist (und wo also die Methode (3) konvergiert). 
Es gilt der folgende Satz: 

Abb. 1. 

3. Es sei a — 1 und die Mengen Q{2\fii) (i = 1, . . . , n) seien folgenderweise 

definiert: 

(8) \к,ß-]єSЃҢџt)o\џ,rí\l + ?. +Щ 
LI « l«IJ 

< 1 . 

Dann gilt für jeden Punkt [a, ß\ e Q{2) = n-3(2)(/^)> a ^ 0> ß ¥> 0, die Ungleichung 
(?(T(a,j8))<l. 

Beweis. In der Gleichung (4) für JI = jit fürht man die Substitution x = 1 — a + 
+ Aa, d. h. 2 = (r + a — l)/a durch. Man bekommt dann die Gleichung 

(9) 
T'-Ч1 + «~T«J=°-

Die Wurzeln dieser Gleichung liegen bekanntlich in der Vereinigung des Bereiches 
|T| fg 1 und des Bereiches 

(10) ŕ-џţ(-iүľk < NpГ|i + - +I-IŢ-H 
a |a | J 

(der Beweis dieser Feststellung ist z. B. in [1] angeführt). Dann gilt angesichts (10) 

\ß\k 

т " ś гk-џ?(-l)k + \lk < wПi+Ч-П" 
Ll « l«IJ 
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Hiervon folgt sofort nach (8), dass 

H = Hplk [| 
und 

|t + (a - 1)| g |^/-r | i + ̂ | + w\ 
a| | a | J 

gilt (da a ^ 1 ist). Es ist also 

1 + - + F І I =1 
a 1-11 

WJ 

u = 
x + a — 1 

+ la — ll < 1 + a — 1 = a — a 

< - 0 . = 1 
lal 

Die Wurzeln der Gleichung (4) für ji = fit liegen dann für die Punkte [a, ß] e 
e Q{2\ni) im Einkeitskreis. Dort liegen also die Wurzeln der Gleichung (4) für jeden 
Wert \x = pih i = 1, . . . , n, solange [a, ß~\ c f)ß(2)(/If) ist, was wir beweisen sollten. 

i 

Im Falle k = 1 gilt die folgende (bessere) Abschätzung: 

4. Es sei a = 1, fc = 1 und die Menge Q{3\fii) (i = 1, ..., n) seien folgenderweise 
definiert: 

;il) [a^]є í2 ( 3V ; ) -џpЛ + a - 1 < N - Ыv i + 

Dann gilt für jeden Punkt [a, ß~\ e .Q(3) = nß ( 3 )(^)> a # 0, j8 # 0, die Ungleichung 
<?(T(a, /J)) < 1. f 

Beweis. Für fc = 1 ist die Ungleichung (10) von der Form 

12) т + /V ś lL/Г i + ^ 

Angesichts (11) und (12) folgt schrittweise 

т + a - 1 < T + ЏІ-

a 

ш 

+ - ^ - + a - 1 
a 

< Дi 1 + 

1 + + H = н > 

sodass 

|A| = |T + a - l |/ |a| < 1 

ist. Hiervon folgt sofort die Behauptung des Satzes 4. 
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Beispiel 2. Es sei wieder wie im Beispiel 1 k = 1 und es sei 1 > fiP > 0, i = 
= 1, ..., w. Die die Menge ß(2)(/jf) bestimmenden Ungleichungen sind dann von der 
Form OL ^ 1, j3 < H O / H * ) - 1) a, j8 > - i ( 0 / H P ) + 1) a. Man kann leicht fest
stellen, dass die Menge ß ( 2 ) = f\ß(2)(/if), i = 1, ..., n, in welcher nach Satz 3 

i 

O(T(a, /?)) < 1 ist, durch die Ungleichungen 

a > 1 , ß < l (— - l\ a , jß > ~ - f— + A a , 
2 \ M / 2 \ M / 

mit M = max |/z/|
p bestimmt ist. 

i 

Wenn man unter den gleichen Voraussetzungen die Ungleichungen aus dem Satz 4 
gebraucht, sind die Mengen ß ( 3 ) (^ ) durch die Ungleichungen 

2\fii\p 2 Vl^f / 

gegeben. Die Menge .Q(3) = (\Qi3\fit)9 für die O^(T(a, /?)) < 1 ist, ist dann durch die 
Ungleichungen ? 

a > 1 , ß < — [2a2 - a(l + M)l , j8 > - - (— + 1 V 
2 M L V J 2 \ M / 

gegeben und man stellt leicht fest, dass ß ( 3 ) .3 ß ( 2 ) gilt (der Satz 4 gibt also für den 
betrachteten Spezialfall eine umfangreichere Menge an). 

In der Arbeit [3] wurde die Methode behandelt, die man aus (3) bekommt, falls 
man a = 1, ß — —co legt (diese Methode ist eine gleichzeitige Extrapolation des 
Jacobi- und des Gauss-Seidelschen Verfahrens). Aus Satz 3 folgt sofort für diese 
Methode die folgende Behauptung: 

5. Es sei i ( l - (l/Of/fc(ß))) < O>< i ( l + (1/O^*(ß))). Dann ist O(T(1, -CD)) < L 
(Dieses Resultat entspricht dem Satze 2 aus [3].) 

Ferner gilt der folgende Satz: 

6. Es sei ß ( 4 ) = f\Q^\ni)9 wo die Mengen .Q(4)(//{) durch die Ungleichungen 
i 

(13) (|«| + |1 - oc\Y + \p,\'(\ß\ + |1 + ß\f < 2\a\' 

definiert sind. Dann gilt für [a, ß\ e ;Q(4), a ^ 0, ß ^ 0, die Ungleichung 
Q(T(oc9ß))< 1. 

Beweis. Die Ungleichung (4) (für /L = //.) schreibt man in der Form 

(14) i(aj + bj)lJ = 0, 
j = o 
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wo 

(15) aj = fP) *'->(l - tf für j = 0, 1, ..., p , 

6y = - / * ? ( - 1 ) ' fk) ßJa~p(l + 0 * ^ für j = 0, 1, ..., fc , 

b,. = 0 für j = k + 1, k + 2 , . •., P 

ist. Es ist offensichtlich ap + bp = 1. Aus (15) und (13) folgt nun, dass 

z k + h\ sil\aj\ +'i)bj\ = i \aj\ - H + i \bj\ -
i=o j = o J=o i-o i=o 

- .£ (J) i«p"p i1 - «rj -- + H% Q H-' w 11 + ßrj = 

= M-'KM + |i - «ir + N f d/»i + |i + ß\n - K i 
p - i 

gilt. Es ist also £ [o,- 4- bj\ < 1, sodass alle Wurzeln der Gleichung (14) im Einkeits-
j = 0 

kreise liegen. Hiervon folgt sofort die Behauptung des Satzes 6. 

Man kann leicht zeigen, dass aus dem Satze 6 für a = 1, ß = —co wieder die Be
hauptung des Satzes 5 folgt. 

Die Sätze 3, 4, 5, 6 haben nur notwendige Bedingungen für die Gültigkeit der 
Ungleichung g(T(a, ß)) < 1 angegeben. Im folgenden Satze wird gezeigt, wie man im 
speziellen Falle, wenn ^f für alle i reelle Zahlen sind, eine notwendige und hinrei
chende Bedingung für Q(T(OC, ß)) < 1 angegeben kann. Genauer gesagt, es wird eine 
solche Menge Q(5) bestimmt, dass [a, ß~\ e Q(5) <=> O(T(a, ß)) < 1 gilt. Es gilt der 
folgende Satz: 

7. Es seien /if, i = 1, ..., n, reelle Zahlen. Ferner definiere man die Zahlen cjti9 

j = 1, 2 , . . . , p, i = 1 , . . . , n, wie folgt: 

^ = (-o'(;)^ + (-iy+vfjoQ(^:s
fe)^. 

(hier ist Ä = 1 - 2a, B = 1 + 2ß). 

Es sei cpi > 0, i = 1, ..., n. Die Menge ß(5)(/Zj) so// durch die folgenden Unglei
chungen definiert sein: 

cpi>0, Du > 0 , D2f N>O, ..., ßp- i . i > 0 , 
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wo 

DIІ = CP-LІ> D2І 

Cp-l,i> Cp,i 
Cp-3,h Cp-2,i 

ö p - i , i = 

Cp-l,h cp,h ^ 

LM; — \cp~3,h cp-2,h cp-l,i 
cp-5,h cp-4,h cp-3,i 

cp-l,h cp,h o , . . . , O 

Cp-3, i> Cp-2,h Cp-l,h • . . j O 

C3-p, i> C4-p,h C5- •> Cl,i 

ist (hier legt man cjfi = Ofür r < 0). 

Es sei ferner ß ( 5 ) = flß*5^). Dann gilt (für a ^ 0, j? ^ 0) 
i j 

[ a , / l ] 6 Ö < 5 ) o e ( T ( « J ) ) < l . 

Beweis. Inder Gleichung (4) mit pt = fxt führt man die Substitution A = 
= (w — l)/(w + 1) ein (diese konforme Abbildung transformiert den Einkeitskreis 
in der Ebene A in die Halbebene Re w < 0 in der Ebene w). 

Die Gleichung (4) geht dann in die Gleichung 

(16) (w - A)p - jif(w - l)p- f e (w - B)* = 0 

über. Aus (16) folgt ferner, dass 

j=o 

ist. Angesichsts dessen, dass Dpi = (1 — fif) Dp_ti mit 

Dn 

CP-I,Һ CP,Һ ^> . . . , 0 

Cp-3,h Cp-2,h Cp~l,h • ••> " 

Cl-p,h C2-p,h C3- •> C 0 , i 

und c0fi = 1 — /^ > 0 gilt, folgt sofort die Behauptung 7 aus dem Hurwitzschen 
Satz. 

Beispie l 3. Es sei p = 2, h = k = 1, 0 < /x? < 1, i = 1, . . . , rc. Dann ist 

c2,f = _42 - /*2B , 

c l f l = - 2 A + ju? + n2
tB, 

co,i = 1 — Âf -

Die Menge ß(5)(/LI) ist in diesen Falle durch die Ungleichungen 

A2 - \i2B > 0 , - 2 A + tf + tfB > Q 
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bestimmt, d. h. durch die Ungleichungen 

(16) 0 < ^ l ( l - 2 a f - l ] , / » > l ( l ^ 2 a ) _ 1 ( o ^ 0 , / ? # 0 ) 

(angesichts dessen, dass /i? > 0 ist). Die menge Q(sv \ f ü r 2 _ 0 5 sieht man in 
Abb. 2. 

Abb. 2. 

Man kann leicht feststellen, dass die Menge Q(5) — f\Q(5\fi) so aussieht: Man 
i 

bezeichne wie im Beispiele 1 m = min w2, M = max \i\. Dann ist 
• i 

a) für 
a < i [ l - (M\m) - V((M '/m2) - M)] 

und für 
i [ l - (M\m) + V((M2/m2) - Af)] < a < i 

gleichzeitig 

ß < i[(l/M) (1 - 2a)2 - 1] , j? > (1/m) (1 - 2a) - 1 ; 

b) für i § a gleichzeitig 

j8 < i[(l/M) (1 - 2a)2 - 1] , ß > (1/M) (1 - 2a) ~- 1 ; 
c) für 

i [ l - (M\m) - V((M2/m2) - M)] g a = i [ l - (M/m) + ^((M2\m2) - M)] 

gibt es kein ß, für dass [a, /?] 6 ß ( 5 ) ist (für a aus diesem Intervalle ist immer 
O(T(a, /?)) ^ 1 und die Methode (3) konvergiert nicht). 
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Bemerkung . Aus den Sätzen 3, 4, 6, 7 bekommt man sofort die entsprechenden 
Ergebnisse für die Spezialfälle der in der Arbeit [4] eingeführten Methode. Wenn 
man z. B. die der Geraden ß = — 1 angehörenden Punkte der Mengen Q(1), . . . , Q(5) 

betrachtet, bekommt man die entsprechenden Behauptungen über die Konvergenz 
des Oberrelaxationsverfahrens (die Methode III aus der Arbeit [4]). Ähnliche ist die 
Situation im Falle der Methoden II, V, VI, VII aus der Arbeit [4]. 
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S o u h r n 

O KONVERGENCI JEDNÉ DVOUPARAMETRICKÉ ITERAČNÍ METODY 

MIROSLAV ŠISLER 

V práci se zkoumá obor konvergence dvouparametrické iterační metody pro řešení 
soustavy lineárních rovnic tvaru x = B x + b, kde B je jistá speciální (blokově cyklic
ká) matice s nulovými diagonálními bloky. Práce navazuje na výsledky práce [4] 
téhož autora. Iterační metoda je definována předpisem 

x v + 1 - T(a,P)xv + P(a,p)b, 

kde 
T(a, p) = (a£ + pL)~' [(a - ! ) £ + (/? + 1) L + U] , 

P(a,p) = (aE + piy1. 

Přitom platí B = L + U, kde L, resp. U je dolní resp. horní blokově trojúhelníková 
matice a a, P jsou reálné parametry různé od nuly. 

Práce se zabývá otázkou, kdy iterační metoda konverguje. Přesněji řečeno, v rovině 
a, p jsou nalezeny některé oblasti, ve kterých metoda konverguje a oblasti, ve kterých 
naopak metoda nekonverguje. 

Výsledky práce lze aplikovat na řadu běžných iteračních metod (Gauss-Seidelovu, 
extrapolovanou Gauss-Seidelovu, superrelaxační, aj.). 

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Šisler CSc, Matematický ústav ČSAV v Praze, 
Žitná 25, 115 67 Praha 1. 
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