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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

UBER DIE KONVERGENZ
EINES ZWEIPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHRENS

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 23. Februar 1973)

Die Arbeit [4] befasst sich mit einem gewissen zweiparametrigen Iterationsver-
fahrens fiir die Lésung eines linearen Gleichungssystems von der Form

(1) x=Bx+b,

wo B im allgemeinen eine nichtsymmetrische Blockmatrix ist, deren Diagonalbldcke
Nullmatrizen sind. Wenn man die Matrix B in der Form

(2) =L+U

schreibt, wo L bzw. U die untere bzw. obere verallgemeinerte Dreiecksmatrix ist, dann
kann man ein zweiparametriges Iterationsverfahren durch die Formel

(3) x40 = T( B) x, + P(o, B) b

definieren, wo
T(o, f) = («E + ALY [(« — DE + (B + 1) L + U],
P(o, ) = («E + BL)™!

ist und o, f beliebige Zahlen (Parameter) sind.

Mit der Beziehung dieses Verfahrens zu den iiblichen Iterationsmethoden (Jacobi-
Verfahren, Gauss-Seidelsches Verfahren, Oberrelaxations-Verfahren u. a.) befasst
sich die Arbeit [4]. Ahnlicherweise, wie in der Arbeit [4], wird vorausgesetzt, dass
die Matrix B einen gewissen Vektorraum R der Dimension n in R abbildet, dass der
Vektorraum R durch die direkte Summe der Unterrdume vy, ..., v,, (m < n) gebildet
wird und dass die Matrizen L, U die Bedingungen

Lv; = Vig,

Uv,cv,,, i=1,...,m
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erfiilllen, wo h, k positive teilerfremde ganze Zahlen mit h + k = p £ m sind
(Dabei setzt man v; = 0 fiir i < 1 und i > m.) Unter diesen Voraussetzungen gilt
dann der folgende Satz:

1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix T(a, p), B % 0. Falls A # (B + 1)/ ist und
falls die Zahl p die Beziehung

o) (1= o+ day = (1 + B — 1),

erfullt, ist u der Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen u ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede der Beziehung (4) geniigende Zahl J. ein Eigenwert der
Matrix T(a, p).

Satz 1 zeigt also den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der Matrizen B
und T(a, B) im Falle, dass B in die oben erwiihnte Matrizenklasse gehort (B ist eine
gewisse zyklische Matrix). Der Beweis dieses Satzes ist in [4] durchgefiihrt.

Diese Arbeit befasst sich mit der Konvergenz des durch die Formel (3) definierten
Iterationsverfahrens. Genauer gesagt, es werden einige Mengen von Punkten [oz, 8]
in der Ebene bestimmt, fiir die die Methode (3) konvergiert, bzw. die Mengen, in
welchen die Methode sicher nicht konvergiert. Dabei wird vorausgesetzt, dass die
Satze 1). Achse B = 0 nicht zu der Ebene gehort (angesichts der Beziehung 8 + 0
in dem In der Ebene gehort auch nicht die Achse « = 0, da fiir « = 0 die Matrix
T(x, B) singular ist. In der ganzen Arbeit setzt man ferner voraus, dass p;,
i =1,..., n Eigenwerte der Matrix B sind. Es gilt der folgende Satz:

2. Es sei Q"(y;) eine solche Menge der Punkte [«, B, dass
(%) [ Bl e Q) = (1 — @) — (1 + B)F| = |27,
B#0, a#0
ist. Es sei ferner Q) = UQW(y;) und [«, f] € Q. Dann ist der Spektralradius

o(T(«, B)) der Matrix T(a, B) grésser oder gleich 1 (das Iterationsverfahren (4)
konvergiert also nicht).

Beweis. Es sei [a, f] € Q). Dann existiert eine solche Zahl iy, dass [a, f]e
€ QW(u;,) ist und nach (5) gilt dann die Ungleichung

(6) (1 — @) — w1 + BY| = [of
Aus Satz 1 folgt, dass die Wurzeln der Gleichung
(7 (1 —a+ A0 —p(L+ B —=2pF=0

(das ist die Gleichung (4) fiir u = p;,) die Eigenwerte der Matrix T(e, §) darstellen.
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Das Absolutglied der Gleichung (7) ist dann die Zahl
1
= [(1 = @) = w1+ B)].
o

Angesichts (6) gilt [(1/a?) [(1 — «)? — p?(1 + B)*]| = 1 und es ist also o(T(a, B)) =
= 1, was wir beweisen sollten.

Beispiel 1. Um eine anschauliche Vorstellung zu haben, betrachte man nun den
Fall, wenn p = 2, h = k = 1 ist und wenn die Zahlen p? reell sind mit 0 < p? < 1.
In Abb. 1 ist die Form der Menge Q()(;) fiir u? = 0,5 dargestellt. Aus der Unglei-
chung (5) folgt nun leicht, dass die Menge Q(*)(1;) aus der durch die Parabel begrenz-
ten Menge f = (1/p?) [(« — 1)* + «®] — 1 und der durch die Gerade begrenzten
Menge B < (1/u?) (1 — 2a) — 1 gebildet wird. Dabei geht die Gerade B = (1/u}).
.(1 = 2¢) — 1 durch den Punkt [4, —1] und stellt die Tangente der Parabel p =
= (1/u}) [(« = 1)* + 2] — 1 im Punkte [0, (1/u?) — 1] dar. (Die Teile der Gera-
den « = 0 und B = 0 gehoren allerdings nicht der Menge Q™)(y;) an.)

Man bezeichne nun m = min u?, M = max p?. Es ist dann leicht festzustellen,

dass die Menge Q) = JQ)(1;) aus den folgenden Mengen besteht:

a) fiir o < 3[1 — (M/m) — /(1 — (M[m))* — 2)] ist
Bz=(/M)[(x—1)2+0a*] —1 oder B = (Ifm)(1—20)—1;

b) fir 3[1 — (M]m) — (1 ~ (M]m)* — 2] S o 5
< 3[1 = (M/m) + /(1 — (M]m))* — 2)] ist B beliebig ;
¢) fiir 4[1 — (M[m) + /(1 — (M[m))* — 2)] <« < st
Bz (1M)[(a—1)° + 2] =1 oder B<(1fm)(1 —24) —1;
d) fiir § £ aist
Bz (1M)[(x— 1) + 2] — 1 oder B=(1/M)(1—20)—1.
(Dabei ist o # 0, B # 0.)

Fiir den Fall p =2 und p >0, i = 1,...,n bekommt man also das folgende
Ergebnis:

il ) = O - (i~ 2] 5 e s
< 4[1 = M[m) + (0 = (M[m))* = 2)],
oder B = (1/M) [(a — 1)* + o®] — 1 ist, ist o(T(x, B)) = 1 und das Iterationsver-
fahren (3) konvergiert nicht.
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Nun werden wir uns mit der Bestimmung solcher Mengen in der Ebene [Ot, Bl
befassen, in welchen o(T(a, B)) < 1 ist (und wo also die Methode (3) konvergiert).
Es gilt der folgende Satz:

3. Es sei o =1 und die Mengen Q®(y;) (i =1, ..., n) seien folgenderweise

definiert:
k
1+E|+|E”<1.
o o

® [ A1 02() = 1 |
Dann gilt fiir jeden Punkt [o, Bl € Q) = NQP(,), o # 0, B # 0, die Ungleichung
Q(T(a, /3)) < 1. !

Beweis. In der Gleichung (4) fiir p = g, fiirht man die Substitution t = 1 — a + .
+ Aa, d. h. 2 = (tr 4+ o« — 1)/ durch. Man bekommt dann die Gleichung

9) rp-y’i’(l+£—rﬁ>k=0.

o o

Die Wurzeln dieser Gleichung liegen bekanntlich in der Vereinigung des Bereiches
|rl < 1 und des Bereiches
= [#ilp[

(der Beweis dieser Feststellung ist z. B. in [ 1] angefiihrt). Dann gilt angesichts (10)

k B k
Eglﬂilll 1+E+E:|_
a® i a o

B

o

A7

o

(10) e i [f

ﬁk
A p

‘ +

[ = + |wif?

Bk
= (-1
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Hiervon folgt sofort nach (8), dass

o 5 e |

L+ ﬁ‘ n lﬁl] <1
o o
und

e = 0] = |

l+§l+‘§u+[a—1|<1+oc—1=oc=[oc|

gilt (da « > 1 ist). Es ist also

<oy
o]
Die Wurzeln der Gleichung (4) fiic g = u; liegen dann fiir die Punkte [, f]e

€ Q®)(y;) im Einkeitskreis. Dort liegen also die Wurzeln der Gleichung (4) fiir jeden
Wert u = p;, i = 1,..., n, solange [a, B] = NQP) ;) ist, was wir beweisen sollten.

4| =

1:+oc—1‘

Im Falle k = 1 gilt die folgende (bessere) Abschitzung:

4. Es sei o = 1, k = 1 und die Menge Q3(p,) (i = 1, ..., n) seien folgenderweise
definiert:

(11) [ B € Q1)) = '—yﬁ’é fa 1{ <o - [

1+ﬁ].
o

Dann gilt fiir jeden Punkt [a, f] e Q) = NQP(y;), « # 0, B # 0, die Ungleichung
T ) < 1. !

Beweis. Fiir k = [ ist die Ungleichung (10) von der Form
b b
o

(12) T+ U L+ =
o

= Illi!p

Angesichts (11) und (12) folgt schrittweise

T+a—1/ =2
l |

T+Hiﬁ’+|_ﬂig+““l‘<lﬂi|p
o o

1+
o

=l [+ 2] e =

sodass
IA| =t +a-— 1]/|ot| <1

ist. Hiervon folgt sofort die Behauptung des Satzes 4.
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Beispiel 2. Es sei wieder wie im Beispiel 1 k = 1 und es sei 1 > uf > 0, i =
= 1, ..., n. Die die Menge Q*)(1;) bestimmenden Ungleichungen sind dann von der
Form a 2 1, B < 3(1/|m]?) = 1) o B > —3((1/]w;|?) + 1) e Man kann leicht fest-
stellen, dass die Menge Q®* = NQ®(y,), i = 1,...,n, in welcher nach Satz 3

o(T(«, B)) < 1 ist, durch die Ungleichungen

=1, ﬁ<-1— —1———1 o, ﬁ>__1 _1~+1 o,
2\M 2 \M

mit M = max |y;|” bestimmt ist.
i

Wenn man unter den gleichen Voraussetzungen die Ungleichungen aus dem Satz 4
gebraucht, sind die Mengen Q©)(y;) durch die Ungleichungen
=1, ﬁ<——]-(20t2 —a(l + |wl?), B>~ 1(L + l)a
ZIuil" 2 I#ilp
gegeben. Die Menge Q) = NQP)(y,), fiir die o(T(«, B)) < 1 ist, ist dann durch die
Ungleichungen i
1 1/1
a=1, B<—[2a* -l + M)], >—-[—+1)«a
S R T VINVEES{CRE)
gegeben und man stellt leicht fest, dass Q) > Q) gilt (der Satz 4 gibt also fiir den
betrachteten Spezialfall eine umfangreichere Menge an).

In der Arbeit [3] wurde die Methode behandelt, die man aus (3) bekommt, falls
man a = 1, B = —w legt (diese Methode ist eine gleichzeitige Extrapolation des
Jacobi- und des Gauss-Seidelschen Verfahrens). Aus Satz 3 folgt sofort fiir diese
Methode die folgende Behauptung:

5. Es sei 1(1 — (1/e?"(B))) < o < (1 + (1/o?’*(B))). Dann ist o(T(1, —w)) < 1.
(Dieses Resultat entspricht dem Satze 2 aus [3].)
Ferner gilt der folgende Satz:

6. Es sei QW = NQYW(;), wo die Mengen Q) durch die Ungleichungen

(13) (| + 1= a)” + [wif? (8] + 1 + B < 2[of”

definiert sind. Dann gilt fir [o, f]le Q¥), a # 0, p # 0, die Ungleichung
o(T(e, B)) < 1.

Beweis. Die Ungleichung (4) (fiir u = ;) schreibt man in der Form

(14) 2(% +b) M =0,

j
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wo
(15) aj=(1?>aj'”(1 —a)f fir j=0.1,..,p,
J
P . k P k—j . .
by = —ul(=1) (") pla~?(1 + p) fiir j=0,1,...,k,
J

b;=0 fiir j=k+1,k+2,-5p

ist. Es ist offensichtlich @, + b, = 1. Aus (15) und (13) folgt nun, dass
Sl + 555 1al + 5ol = Ejal ~la + 30 -
() o+ e

= o] 77 [(Jo] + [t = af)” + [l ([B] + 1+ BT — 1 <1

k

Zp (p>|<x[’ Pl —afpi— 1+ lﬂ;l”

j=0

~.

1
gilt. Es ist also [a + b;| < 1, sodass alle Wurzeln der Gleichung (14) im Einkeits-

kreise liegen. Hlervon folgt sofort die Behauptung des Satzes 6.

Man kann leicht zeigen, dass aus dem Satze 6 fiir « = 1, f = —w wieder die Be-
hauptung des Satzes 5 folgt.

Die Satze 3, 4, 5, 6 haben nur notwendige Bedingungen fiir die Giiltigkeit der
Ungleichung o(T(a, B)) < 1 angegeben. Im folgenden Satze wird gezeigt, wie man im
speziellen Falle, wenn p? fiir alle i reelle Zahlen sind, eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir o(T(a, f)) < 1 angegeben kann. Genauer gesagt, es wird eine
solche Menge Q© bestimmt, dass [«, f]e Q© < o(T(a, f)) < 1 gilt. Es gilt der
folgende Satz:

7. Es seien uj, i = 1,..., n, reelle Zahlen. Ferner definiere man die Zahlen c; ;,
j=12,..,p,i=1,...,n, wie folgt:

et ()1

(hierist A =1 — 20, B =1 + 2).

Esseic, > 0,i=1,...,n Die Menge Q(5)(/1,-) soll durch die folgenden Unglei-
chungen definiert sein:

i >0, D; >0, Dy;>0,..., Dy ; >0,
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wo

c c Cp-1,i> Cp,is 0
— p—1,i> “p,i =
D]l - cp—] s Dz; D3i =|C —3,i cp—Z,is cp—l,i s )
Cp—3,i> Cp—2,i g
Cp-S,i’ Cp—a,i> cll—3.il
Cp—1,is Cp,is 0, ...,0
D = cp—3,ia cp—2,i9 cp—l,i? CERE) 0
pP— L

C3—p,is Ca—p,i> C5-p,i> -++> C1,i

ist (hier legt man c;; = 0 fir r < 0).

Es sei ferner Q) = Q) w,). Dann gilt (fiir o« # 0, B # 0)

[, Bl e Q) < o(T(x, B)) < 1.

Beweis. Inder Gleichung (4) mit pu = p; fiihrt man die Substitution A =
= (w — 1)/(w + 1) cin (diese konforme Abbildung transformiert den Einkeitskreis
in der Ebene 1 in die Halbebene Re w < 0 in der Ebene w).

Die Gleichung (4) geht dann in die Gleichung
(1) (w = A — il = 177~ (w = B = 0
iiber. Aus (16) folgt ferner, dass

Cp—1.is Cpuis 0,...,0 ‘
D. . cp-3,i’ cp—2,i? Cp—l,n s 0
p,i
Ci-p,i» C2-p,i> Ca-p,i> -+ Co,i

und ¢o; = 1 — pf > 0 gilt, folgt sofort die Behauptung 7 aus dem Hurwitzschen
Satz.

Beispiel 3. Esseip=2,h=k=1,0<pu? <1,i=1,..., n. Dann ist
Cri = A? — .“?B s
€1 = —24 + 7 + B,
coi= 1- ll? .
Die Menge Q©(y;) ist in diesen Falle durch die Ungleichungen
A2 —2B>0, 24+ pul+uB>0
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bestimmt, d. h. durch die Ungleichungen

1171 : 1

i

(liigtg)eichts dessen, dass pi > 0 ist). Die menge Q) fiir 12 = 0,5 sicht man in

Abb. 2.

Man kann leicht feststellen, dass die Menge Q) _. {'\Q(”(#i) so aussieht: Man

bezeichne wie im Beispiele 1 m = min p;, M = max p2. Dann ist
i i

a) fiir
o < 31 = (M[m) — J(M?|m?) — M)]
und fiir
31— (Mfm) + (M fm?) = M)] < o < 3
gleichzeitig

B <3[(1M)(1 = 20 — 1], B> (1m) (1 — 20) — 1;

b) fir 4 < « gleichzeitig

B< (M) (1 = 20 — 1], B> (1/M)(1 — 20) ~ 1 ;

¢) fiir

1= (M]m) = J(M?[m?) = M)] £ & < 3[1 = (M]m) + J(M?|m*) — M)]

gibt es kein p, fiir dass [«, f]e Q) ist (fiir « aus diesem Intervalle ist immer
o(T(e, B)) 2 1 und die Methode (3) konvergiert nicht).
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Bemerkung. Aus den Sitzen 3, 4, 6, 7 bekommt man sofort die entsprechenden
Ergebnisse fiir die Spezialfille der in der Arbeit [4] eingefiihrten Methode. Wenn
man z. B. die der Geraden = —1 angehérenden Punkte der Mengen Q, ..., Q)
betrachtet, bekommt man die entsprechenden Behauptungen iiber die Konvergenz
des Oberrelaxationsverfahrens (die Methode 111 aus der Arbeit [4]). Abnlicke ist die
Situation im Falle der Methoden II, V, VI, VII aus der Arbeit [4].
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Souhrn

O KONVERGENCI JEDNE DVOUPARAMETRICKE ITERACNI METODY

MIROSLAV SISLER

V préci se zkouma obor konvergence dvouparametrické iteraéni metody pro feSeni
soustavy linearnich rovnic tvaru x = Bx+ b, kde B je jista specialni (b]oi(ové cyklic-
k4) matice s nulovymi diagonalnimi bloky. Prace navazuje na vysledky prace [4]
téhoz autora. Iteraéni metoda je definovana piedpisem

X, 41 = T(o, f) x, + P(ar, B) b,
kde
T(o, f) = («E + L)' [(a = E+ (B + 1) L+ U],

P(a, p) = («E + BL)'.

Pritom plati B = L + U, kde L, resp. U je dolni resp. horni blokov& trojuhelnikova
matice a «, f§ jsou realné parametry riizné od nuly.

Prace se zabyva otazkou, kdy iterani metoda konverguje. Pfesn&ji feCeno, v roving
o, B jsou nalezeny nékteré oblasti, ve kterych metoda konverguje a oblasti, ve kterych
naopak metoda nekonverguje.

Vysledky prace Ize aplikovat na fadu b&Znych iteraénich metod (Gauss-Seidelovu,
extrapolovanou Gauss-Seidelovu, superrelaxacni, aj.).

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler CSc., Matematicky ustav CSAV v Praze,
Zitna 25, 115 67 Praha 1.
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