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UBER EIN ZWEIPARAMETRIGES ITERATIONSVERFAHREN

MIROSLAV SISLER

{Eingegangen am 13. Oktober 1972)

Die Arbeit befasst sich mit einem gewissen allgemeinen lierationsverfahren fir
die Losung eines linearen Gleichungssystems von der Form

(1) (E+B)x=b,

wo E eine Einheitsmatrix und B eine im allgemeinen nichtsymmetrische Blockmatrix
ist. Das Iterationsverfahren von der Form

(2) xv~.‘1 = Bx\' + b
entspricht dann dem gewohnlichen Jacobi-Verfahren.
Die Matrix B sei nun von der Form
(3) B=L+U,
wo U (bzw. L) eine obere (bzw. untere) verallgemeinerte Dreiecksmatrix ist und
wo die Diagonalblécke der Matrix B Nullmatrizen sind. Man wihlt nun solche

beliebige Zahlen «, f8, dass die Matrix oE + BL nichtsingulir ist (dass gilt immer fir
a = 0) und man bildet die Matrizen

(4) T(o, f) = (aE + L) ' [(a = )E + (B + 1) L + U],
(3) P(o, f) = (2E + pL)™'.

Wir definierten jetzt ein Iterationsverfahren durch die folgende Formel:
(6) X, = T B) x, + P(a, B).

Dieses Verfahren hiangt von zwei reellen Parametern o und f ab und solange der
Spektralradius der Matrix T(a, §) kleiner als 1 ist, konvergiert dieses Verfahren zur
Losung des Systems (1), da die Gleichung (1) und die Gleichung x = T{a, ) x +
+ P(«, B) dquivalent sind.

Es ist noch zu bemerken, dass das Iterationsverfahren (6), das in dieser Arbeit
untersucht wird, eine gewisse Modifikation der in der Arbeit [3] untersuchten
Methode darstellt.
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Wir werden jetzt einige Spezialfille mit Ricksicht auf die Wahl der Paramater
o, f betrachten.

1) Essei o = I, f = 0. Dann ist
T(1,0)=L+U=8B, P(1,0)=E
und das lterationsverfahren (6) ist von der Form
(2) X, - Bx, + b.
Es handelt sich also um das Jacobi-Verfahren.
II) Essei o« = [, f = —1. Dann ist

Tl —1)=(E-L)""U, P(I,—1)=(E—U)",

was dem Gauss-Seidelschen Verfahren entspricht.
1) Essei o = o (w # 0)und f = —1. Dann ist
|
T<—, —I> =(E—-ol) ' [(1 —0)E + oU],

w

i) e)

was dem Oberrelaxations-Verfahren entspricht.

IV) Essei o = I/o (» # 0), f = 0. Dann ist

T(-l-,O)z(l —w)E+wB, P<l,0>:(uE,
w 0]

was dem sog. verallgemeinerten (extrapolierten) Jacobi-Verfahren entspricht
(fir = | bekommt man den Fall [)).

V) Essei o = o (w % 0) und f = —]/w. Dann ist

T<_'_, —l>=(E—L)"'[(I CW)E—(I —w)L+ U],

(&) )

P((';, - Clu> =owE-L1)",

was dem sog. extrapolierten Gauss-Seidelschen Verfahren entspricht (fir o = 1
bekommt man den Fall IT)).

VI) Esseia = |, f = —w. Dann ist
T(l, —w) =(E—-oLl)"'[(1 —w)L+ U], P(l,—0)=(E—ol)™".
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Diese Methode stellt die gleichzeitige Extrapolation des Jacobischen und Gauss-
Seidelschen Verfahrens dar, da man fiir o = 0 den Fall I) und fiir ® = 1 den Fall II)
bekommt. Mit diesem Verfahren befassten sich die Arbeiten [4], [5] des Verfassers.

VII) Es sci @ = I/po (0 #+ 0, ¢ # 0) und f = —1/p. Dann ist

1
T<l, - ) =(E—ol)"'[(1 = ¢0)E + o(p — 1) L + U],
pw P

-1
P_,,]_’ML = ¢ —lAE—L s
ow 0] w

was dem sog. extrapolierten Oberrelaxations-Verfahren entspricht (fir ¢ = 1 be-
kommt man nimlich den Fall IIL)).

Ferner werden wir das allgemeine Verfahren (6) in dem Falle untersuchen, wenn
die Matrix B cine spezielle Struktur hat. In der Arbeit werden die Ergebnisse der
Arbeit [4] verallgemeinert. Es wird der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten
der Matrix T(e, ) und den Eigenwerten der Matrix B (diec dem Jacobi-Verfahren
entspricht) untersucht.

In der ganzen Arbeit wird vorausgesetzt, dass die Matrix B einen linearen Operator
darstellt, welcher den Vektorraum R in R abbildet, und dass dieser Vektorraum
durch die direkte Summe der Unterrdume vy, ..., v,, gebildet wird. Ferner setzen
wir voraus, dass die Matrizen L, U folgende Bedingungen erfiillen:

(7) Lv; = v,
Uv,cv,, i=1..,m,

wo 1, k teilerfremde natiirliche Zahlen sind, fir die h + k = p < m ist. Dabei setzt
manv; = 0fliri < lund i > m.

Nun gilt der folgende Satz:

1. Die Matrizen B, L, U sollen die Voraussetzungen (3) und (7) erfiillen. Es sei A
ein Eigenwert der Matrix T(a, f), B # 0. Falls 2  (f + 1)[B ist und falls die Zahl
die Bedingung

(8) (I — o+ d)" = p?(1 + B — A

erfullt, ist pder Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen p ein Eigenwert der Matrix
B ist, dann ist jede der Gleichung (8) geniigende Zahl } ein Eigenwert der Matrix
T(o, ).

Beweis. A) Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix T(x, f) und 4 + (B + 1)/B (B * 0).
Dann existiert ein Vektor x, sodass

(0E+ AL ' [(a = DE+ (B + 1)L+ U]x = ix
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oder
9) (t —o+ da)x = (1 + f — Af) Lx + Ux
gilt. Man bezeichne ¢ = 1 — o+ lo, T =1 + ff — Ap. Wegen 4 =+ (B + 1)/ ist
7 % 0. Aus (9) folgt sofort, dass

ox = tlx + Ux
gilt und dass also auch
(10) oPx = (tL + U)? x
ist. Den Ausdruck (tL 4+ U}” kann man folgendermassen schreiben:

14
(1) (L + Uy = ¥ e{Leur.
5s=0

Der Ausdruck {LSUrs} wird dabei durch die Summe von (f) Glieder gebildet,
welche als Produkte von Matrizen L und U dargestellt werden, wobei L in jedem
Produkt s-mal und U (p — s)-mal vorkommt. Der Vektor x sei als die direkte Summe
der Vektoren x, ..., x,, dargestellt. Angesichts (7) gilt fir [ < i < m
(12) {’-SUP‘S} Xitpth—-s) & Vi-ps—k)y+sh—(p-s)k = Vi-
Aus (10), (11) und (12) folgt also sofort, dass

P
(13) a’x; = Y LU} X iy

s=0
ist. Mit Hilfe des Vektors x wird ein neuer Vektor y als die direkte Summe von
Vektoren y;, i = 1, ..., m gebildet, wo
(14) x; =1y, i=1..,m

gilt. Die Zahl t sei dabei folgenderweise definiert: Es sei 1 < i < m. Es sei j cine
solche ganze Zahl 1 < j < p, dass (i — j)/p eine nichtnegative ganze Zahl ist. Dann
istt = (i — j)/p,dh.i =j + tp.Solangenuni + p(k — s) < loderi + p(k — s) >
> moist, ist Viy g5 = O und es ist also x;, 5 = 0. Falls 1 < i + plk —s) <m
gilt,ist i + p(k —s) =j + tp + p(k — s) = j + (t + k — s) pund es gilt nach (14)

. L ttk—s
(]5> Xiypth-s) = T Yi+pk-s) -

Aus (13), (14) und (15) folgt schrittweise

P
p,t . stt+k—sfys -5
a’ty; =) 7 \{L‘U’] S} Yi+pk—s)>
5=0

S

14
o’yi =T Y LU} Yii s s
s=0
(16) o’y = (L + U)y,
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und da 7 + 0 ist, gilt
O—P

(17) ~y=(L+Uyy=By,
T

sodass die Zahl

of (1 —a+ A2

T (1 - B
ein Eigenwert der Matrix B” ist.
Man setze voraus, dass eine gewisse Zahl y die Gleichung (8) erfiillt. Es gilt also
nach (8) die Gleichung
(1 —a+ 20)" o

pro=

(1+p— B

und nach (17) stellt die Zahl p” den Eigenwert der Matrix B? dar. Die Matrix B
ist aber eine zyklische Matrix vom Index p. Dazu geniigt zu beweisen, dass man den
Raum R in die direkte Summe der Unterraume u;, j = I, ..., p, zerlegen kann,
wobei die Beziehungen

(18) Bu,cu;_,, j=1,...p

gelten (dabei ist u;_, =u, wo 1 <1 <m, j—k =1 (mod p) ist). Die Unter-
raume u; definiert man folgenderweise:

U=V, 4+ Vi, + Vi, + ... (j=1...p).

Nach (7) folgt dann (angesichts dessen, dass p = h + k und p < m ist)

Bu; = Lu; + Uu; = L(v; + v, + Vo, + o) + U(V; + Vi, + Visa, +..) €
S (Vian F Viepin + Vieapan + o) F (Vick + Viepok + Visap +.o) ©
SV g+ Vickap Tt Vicksop oo = U,
sodass die Beziehung (18) gilt. Da die Matrix B eine zyklische Matrix vom Index p
ist und die Zahl u” ein Eigenwert der Matrix BP ist, ist die Zahl x ein Eigenwert
der Matrix B (dies folgt auch aus dem Satz 3 der Arbeit [4]), was zu beweisen war.

B) Es sei dagegen u ein Eigenwert der Matrix B und es sei die Zahl 1 eine Wurzel
der Gleichung (8). Es entsteht die Frage, wann 7 = 0 oder 7 # 0 ist. Es gibt drei
Moglichkeiten.

a) Essei o = —f, u = 0. Die Gleichung (8) hat dann dic Form
(19) (1 + B =B =ur(l +p — Ap).

Diese Gleichung besitzt zuerst eine (p — k)-fache Wurzel 2 = (1 + )/, d.h. © = 0.
Man kann leicht beweisen, dass die Zahl A = (I + f)/f dann ein Eigenwert der
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Matrix T(a, ) ist. Es sei x, ein Eigenvektor der Matrix U. Alle Diagonalblécke
dieser Matrix sind Nullmatrizen und es ist also

(20) 0 = Ux, .

Wenn man jetzt in (9) x = x4, 4 = (1 + B)/B, & = —p einsetzt, bekommt man
angesichts (20) eine Identitit, sodass 2 = (1 + B)/B wirklich ein Eigenwert der
Matrix T(a, B) ist.

Es sei nun A eine Wurzel der Matrix (19) und 2 + (1 + B)/B. Dann ist t & 0.

b) Es sei « = —f, u = 0. Dann besitzt die Gleichung (8) eine einige p-fache
Wurzel 4 = (1 + B)/B, d.h. es ist T = 0. Fiir diese Wurzel 1 kann man ebenso wie
im Falle a) beweisen, dass sie einen Eigenwert der Matrix T(x, ) darstellt.

c) Es sei = —f. Wir zeigen, dass dann 7 # 0 ist. Wenn namlich t = | + f —
— Jf = 0 wire, wiirde 2 = (1 + B)/B gelten und aus (8) wiirde folgen, dass | — o +
+ [(1 + B)|B] « = 0 oder B = —a gilt, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Andere Mdglichkeiten gibt es nicht. Wir haben gesehen, dass fiir = = 0 der Satz |
bewiesen ist. Im folgenden werden wir uns mit dem Fall befassen, wenn 7 = 0 ist.

Es sei also 4 eine Wurzel der Gleichung (8) und es sei v # 0, d.h. 2 + (1 + B)/.
Es sei vorausgesetzt, dass dem Eigenwert u” der Matrix B? der Eigenvektor y ent-
spricht. Da t = 1 + 8 — AB =+ 0 ist, folgt aus (8) die Beziechung (17). Aus (17) und
(14) bekommt man dann leicht die Beziehung (10). Da beide Matrizen L + U
und B = L + U zyklische Matrizen vom Index p sind, ist die Zahl ¢ (vgl. Satz 3
in [4]) ein Eigenwert der Matrix 7L + U, d.h. es gilt (9) und hiervon folgt, dass A
der Eigenwert der Matrix T(o, f8) ist, was zu beweisen war.

Dadurch ist der Satz 1 gidnzlich bewiesen.

In der Arbeit [4] wurde der Fall 1V, wo o = 1, f = —w ist, untersucht. Fiir
diesen folgt aus Satz | der folgende Satz:

2. Die Matrizen B, L, U sollen die Voraussetzungen (3) und (7) erfiillen. Es sei A
ein Eigenwert der Matrix T(l, —w), w £ 0. Falls 2 + (w — 1)|w ist und falls
die Zahl n die Beziehung

(a1 =l — o + io),

erfullt, ist u ein Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen u ein Eigenwert der Matrix
B ist, dann ist jede der Beziehung (2]) gentigende Zahl A ein Eigenwert der Matrix
T(1, —w).

Der Satz 2 ist dquivalent mit dem Satz | des Artikels [4]. Im Satz I des Artikels [4]
ist die Voraussetzung 1 =+ (w — I)/w durch die dquivalente Voraussetzung w =+ 1
oder gleichzeitig w = 1 und A % 0 ersetzt. Wenn ndamlich gleichzeitig @ = 1 und
4 # 0gilt,ist . = (0 — 1)Jw = 0, was ein Widerspruch ist. Wenn ferner o # [ ist,
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folgt aus (9) fir o = 1, f = —w die Bezichung

. — 1 k
i”:,u”l—w—i-L—co =0,
)

sodass A = 0 ist, was wieder ein Widerspruch ist.

Man bemerke noch, dass die Gleichung (8), die den Zusammenhang der Eigen-
werte der Matrizen B und T(x, ) ausdriickt, und die Bedingung 4 # (B + 1)/
in den Spezialfillen II) bis VII) die folgende spezielle Form haben (die Fille II)
und 1V), d.h. das Jacobische und das exirapolierte Jacobische Verfahren, sind hier
nicht eingeschlossen, da ff = 0 ist):

Methode LB+ 1) Gleichung (8)
: | .
11 A£0 | = Pk
11 A% 0 : (0 =14+ 2P = uPwP ik
v ¥l —-o (o= T+ A = proP Mo — 1+ A
VI it (o - Vo | 2=l — o+ lo)f
VII A+l —0 ;\ (oo — 1 4+ A" = pPole” Xp — 1 + A)

Volistandigheitshalber betrachte man zum Schluss das sog. extrapolierte Jacobi-
Verfahren (siehe Fall IV). Hier ist § = 0, sodass die Voraussetzungen' des Satzes 1
nicht erfiillt sind. Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix

T(],()):(l —w)E+ wB, w+0.
®

Dann existiert ein solcher Vektor x, dass

(I — w) Ex + wBx = ix

oder
)V_—‘] + w x = Bx
w
gilt. Die Zaht p = (1 — | + w)/w ist dann ein Eigenwert der Matrix B, scdass

zwischen Eigenwerten der Matrizen B und T(1/w, 0) die Beziehung
(22) =14+ 0= o

gilt. Die Eigenvektorraume, die den einander durch die Beziehung (22) entsprechenden
Eigenwerten A, u zugehoren, sind dabei identisch. Man bemerke noch, dass die
Beziehung (22) fiir eine beliebige Matrix B gilt.
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Souhrn

O JEDNE DVOUPARAMETRICKE ITERACNI METODE

MIROSLAV SISLER

Prace se zabyva jistou obecnou iteracni metodou pro feSeni soustavy linearnich.
rovnic tvaru x = Bx + b, kde matice B je tvaru B = L + U, p¥i¢emz L, resp. U
je dolni, resp. horni trojuhelnikova matice. Dale se ptedpoklada, Ze matice B pied-
stavuje linearni operator zobrazujici vektorovy prostor R do R, Ze prostor R je
direktnim souétem podprostoril vy, ..., v,, a Ze plati vztahy Lv; < v;,,, Uv, < v,_,,
i=1,....m (vj =0proj<laj>m)kdeh + k= p < ma h, kjsou pfirozena
nesoudélna ¢isla. Tteraéni metoda je definovana vzorcem

X1 = T(o, B) x, + P(a, B),
kde
T(a, f) = (2E + L) ' [(a — 1)E + (B + 1) L + U]

P, B) = (2E + L)™', + 0.

Vhodnou volbou dvou parametrl o,  pfechazi tato metoda v nékteré znamé metody
(napf. v Jacobiho, Gauss-Seidelovu, superrelaxadni, extrapolovanou Jacobiho,
extrapolovanou Gauss-Seidelovu, extrapolovanou superelaxacéni a téz v metodu
zkoumanou tymz autorem v praci [4]). V praci je dokazana formule (8) vyjadtujici
vzajemnou souvislost vlastnich Cisel matice T(x, f) a B, umoziiujici odhadnout
rychlost konvergence zkoumané iteracni metody, pfipadné srovnavat jeji rychlost
s rychlosti znamych iteraénich metod.

Anschrift des Verfassers: Dr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV v Praze,
Zitna 25, 115 67 Praha 1.
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