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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

MONOTONIEEIGENSCHAFTEN EINLINIGER BEDIENUNGSSYSTEME
MIT EXPONENTIELLEN BEDIENUNGSZEITEN

DIETRICH STOYAN

(Eingegangen am 29. Februar 1972)

1. EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit werden Systeme der Bedienungstheorie mit einem
Bedienungsapparat, untereinander und vom Input unabhingigen, identisch negativ-
exponentiell verteilten Bedienungszeiten (Parameter: p) und s Wartepldtzen unter-
sucht (0 < s < o0). Im Fall s = 0 liegt ein Verlustsystem vor, im Fall s = oo ein
Wartesystem und bei 0 < s < oo ein kombiniertes Warte-Verlustsystem. Der Input
braucht nicht rekurrent zu sein, vielmehr sind beliebige Abhingigkeiten der Abstinde
zwischen den Forderungenankiinften untereinander zugelassen. Zur Zeit t = 0 soll
die erste Forderung eintreffen und das System leer vorfinden. Zur Abkiirzung werden
die eben beschricbenen Systeme mit G/M/1 (s) (fiir 0 < s < o0) und G/M/l (fiir
s = o0) bezeichnet, analog der Bezeichnungsweise bei rekurrentem Input.

Fiir die Systeme G/M/1 (s) und G/M/1 wird das Problem untersucht, inwieweit
bestimmte Systemcharakteristiken ,,monoton‘* vom Input abhingig sind. Es wird
gezeigt, daB sich bei einem Input mit ,,kleinen‘ Abstinden zwischen den Forderun-
genankiinften ,,groBe Verluste im Fall s > oo und ,,groBe* Schlangenldangen fiir
s = oo ergeben und entsprechend bei ,,groBen* Abstinden ,kleine* Verluste und
Schlangenldangen. Im stationdren Fall ergeben sich dhnliche Monotonieaussagen
fir die Verlustwahrscheinlichkeiten. Die Begriffe ,,klein* und ,,gro sind beziiglich
geeigneter Halbordnungsrelationen fiir Verteilungsgesetze bzw. -funktionen zu ver-
stehen (siche Abschnitt 2).

Diese an sich relativ naheliegenden Aussagen sind insofern bemerkenswert, als

3)
im Sinne einer der benutzten Halbordnungsrelationen (<) ein Input mit konstanten

(oder deterministischen) Abstanden als ein Input mit ,,grofen Abstanden anzusehen
ist im Vergleich zu einem Input, dessen Abstiande dieselben Erwartungswerte besitzen.
Damit enthalten die Ergebnisse der Arbeit als Spezialfall die Aussage in [1], wonach
sich unter allen Inputs, die sich durch stationire zufillige Punktfolgen mit der end-
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lichen Intensitat A beschreiben lassen, die geringste Verlustwahrscheinlichkeit (bei
s = 0) fiir den reguldren Input ergibt, d. h. bei konstanten Abstinden der Linge
27" (vgl. auch [2]). Im Fall rekurrenten Inputs wurde in [3] fiir die Schlangenlinge
des Systems GI/M[1 eine Monotonieaussage bewiesen, die der hier gegebenen,
allgemeineren Aussage entspricht.

Bemerkt sei, daB auch Monotonieaussagen fiir den instationaren Fall erhalten
werden.

2. DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN VON HALBORDNUNGSRELATIONEN
FUR VERTEILUNGSGESETZE

1 (2 3)
Es werden im folgenden drei Halbordnungsrelationen < , < und < fiir Vertei-

lungsgesetze auf dem R” benutzt. Sie werden mit Hilfe gewisser Mengen von Borel-
mefBbaren Funktionalen des R" definiert.

Ein Funktional f heiBe isoton, falls aus x < y stets f(x) < f(y) folgt.') Mit K,
werde die Menge aller isotonen Funktionale des R" bezeichnet und mit K, bzw.
K5 die Menge aller isotonen und zusétzlich stetigen und konvexen bzw. konkaven
Funktionale.

Definition (vgl. [4]). Es seien P; und P, Verseilungsgesetze auf dem R” sowie F,
und F, die zugehorigen n-dimensionalen Verteilungsfunktionen. Genau dann soll
geschrieben werden

(i) (i)
P,<P, und F,<F,; i=123,

wenn fiir alle Funktionale fe K;, fiir die die folgenden Integrale existieren, die
Beziehung

j 19 P(d) = | 1) Pa(d
bzw.
j F(3) dF () = j 1) dF.(x)

erflillt ist.
Fiir n-dimensionale Zufallsvektoren & und 5 bedeute
0]
ey (i=1,23)

1y Hier und im folgenden bezeichnet x < y fiir Elemente des R" die Giltigkeit von x; < y,;
firi=1,2,...0;x=(x, X3,.., X,), ¥ = (U, 2, - s 7).
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das Bestehen der Relation

fiir die zugehdrigen erzeugten Verteilungsgesetze P, und P, auf dem R".
(i)
Einige wichtige Eigenschaften der Relationen < seien genannt.
(i)
]) AUS C g ’1 mlt ‘5 = (é)’ 52; LEET) én) und 7] = (’Ila '72’ CRRE] ”y;) fOlgt
(i)
(2.1) e I=1,2,..,n.

2) Falls die ZufallsgroBen &, und 7, jeweils untereinander unabhingig sind, folgt
aus (2.1) die Giiltigkeit von
(i)
tens i=1,23

3) Aus der JENSENschen Ungleichung folgen die Beziehungen

(2)
(Eél»Efzs --wEfn) (= (éls Car ey fn)
und
(3)
(22) (517 625"'9 fn) g(Efl,Efz,...,Ef").l)

Im Fall des R! ergeben sich fiir Verteilungsfunktionen folgende Vergleichbarkeits-
kriterien (vgl. [3]):

(1
(2.3) Fi<F,<F ()2 Fy(f); —o<t<w®
(2) @© o0 .
(2.4) F, £ F, < tF (1) +J TdF () £ 1F,(1) +j T dF,(7)
t t
(3) t t
(2.5) F, £F,« tdF(t) + oI = Fy(1)] gf TdF,(7) +

+ 1l = F()]; —oo<t<

(2) 3)
Verschiedene Kriterien, die es gestatten, die Giiltigkeit von F; < F, oder F; £ F,

nachzupriifen, ohne die obigen Ausdriicke fir alle ¢ auszurechnen, findet man in [3]

Im folgenden werden zum Beweis der Monotonieaussagen drei Hilfssatze benotigt.

')y Aus (2.2) wird sich die in der Einleitung erwihnte Extremalititsaussage des reguldren bzw.
deterministischen Inputs ergeben.
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Hilfssatz 1. Es sei H, die Verteilungsfunktion einer POISSONverteilten Zufalls-
gréfie mit dem Parameter o. Fiir beliebiges x mit 0 < x < | und positive o, und
o, gilt

2)
(2.6) Hopv(1—nym < xH,, + (1 = %) H,,")

Bewcis. Mit h(t) werde die folgende Funktion bezeichnet,
c Tk
h(t)=|t+) —eHc—k)| ¢=0,1,2,...
k=0 k!
Es seien &; und ¢, ZufallsgréBen mit den Verteilungsfunktionen H,,, . (i _,,, und
xH, + (I — %) H,,. Dann gilt fiiralle ¢ (¢ = 0, 1,2, ...)
Emax {c, &} = h(oex; + (1 — %) 2;)
E max {c, &} = »h (o) + (1 — 3) h(«y)
Nach [3] ist h(t) konvex und monoton wachsend in t fiir alle ¢; also gilt
(2.7) Emax {c, &} SEmax{c,&}: ¢=0,1,2,...

Da E max {c, ¢,} und E max {c, &,} — als Funktionen von ¢ aufgefaBit — stetig sind
- und innerhalb der Intervalle [¢, ¢ 4+ 1] linear ansteigen, folgt die Giiltigkeit von

E max {1, &} <Emax{1,¢&,}
fiir alle positiven t. Fiir t < 0 gilt
Emax {1, &} =Emax {1, &} = xx; + (1 — %) a,.

Also ist fiir die Verteilungsfunktionen H,, i ., und xH, + (1 — x) H,, die
Bedingung (2.4) erfiillt.

Hilfssatz 2. Es seien F, und F, n-dimensionale Verteilungsfunktionen nicht —
negativer Zufallsvektoren sowie P, und P, Verteilungsgesetze auf dem R", die wie
folgt definiert sind:

t iy r\fz t in
P{iy. iz .orin)) =J ~(ﬁ. 0" e —(H.—Z)—-e"“”...Qf—")—fe"“’"dF, (tity o ty)
RVI

i! i,! i,!

r=1,2000 .0, =0,1,..50=1,t,,..,1, < 0.

n

(i) i
Aus F; < F, folgt Py < P,;i=1,2,3.

1y #Hq, -+ (1 — %) Hy, bezeichnet die Verteilungsfunktion [xH,, -+ (1 — %) Hy,] (2) =
= xHa, (1) + (1 — %) Hy,(1).
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Beweis. Es sei h ein beliebiges Funktional des R”, fiir das die beiden folgenden
Integrale existieren.

I(h) = th(x) P,(dx) = j b

Rni1=0i

o0 o0
Y Y Ay ige i)
2=0 in=0

i iz in
. (—”t—‘L e @— e (“t'i)n e M dF,(ty, 15, ... 1)

i! i! i,!

¢, sei das Funktional

ot tos o ty) = %
(uty)"

iy! ip! i,!

a) i = 1. Es wird gezeigt, daB fiir ein beliebiges isotones Funktional f des R" das

(N
Funktional ¢, ebenfalls isoton ist. Nach Definition der Relation < folgt daraus im

Fall i = 1 die Richtigkeit der Behauptung.

Man kann unschwer beweisen (vgl. z. B. [5]), daB fir POISSON-Verteilungs-

(1)
funktionen H,, und H,, aus o, < o, die Giiltigkeit von H, =< H,, folgt. Entspre-

chend gilt fiir zwei Zufallsvektoren & = (&;, &5, ..., &) und 5 = (1, 7, ..., 1,) Mit
unabhiangigen, POISSON-verteilten Komponenten &, und #; mit den Parametern
1)
utyund ut) (l =1,2,...,n)im Fall t; < t; die Bezichung & < #. Nach Definition der
(1)
Relation < folgt dann, da f nach Voraussetzung isoton ist,

q)f(tl,...,t,,)§(pf(t'1,...,t,',); 0,21, 1=1,2,..,n.

b) i = 2. Es wird gezeigt, daB8 fiir ein beliebiges stetiges, isotones und konvexes

Funktional f des R" das Funktional ¢, ebenfalls isoton und konvex ist. Daraus folgt
(2)

nach Definition der Relation < die Richtigkeit der Behauptung im Fall i = 2, da ¢ -

auch stetig ist.
DaB ¢ isoton ist, ergibt sich wie unter Punkt a.

Es seien x eine beliebige reelle Zahl mit 0 < 3 < 1und ¢4, 13, ..., t,, 1, beliebige nicht-
negative reelle Zahlen.

Sy =0t + (1 — %)ty o, + (1 — %) 1),
Sy =xp(ty, . ty) + (1 = )@ (th, - 1) .
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Man kann S, als Erwartungswert E f(&,, &,, ..., £,) eines Zufallsvektors & deuten,
dessen untereinander unabhiangige Komponenten ¢, POISSON-verteilt sind mit den
Parametern xut, + (1 — 3) pty; entsprechend kann S, als Erwartungswert E f(n,,
Nas ---» N, €ines Zufallsvektors n aufgefaBt werden, desen untereinander unabhéngige
Komponenten 5, als Verteilungsfunktionen Mischungen von POISSON-Verteilungen
mit den Parametern ut; und ut; haben.

Nach Hilfssatz 1 gilt

N
-

(2.8) &
2) (2)

woraus auch ¢ < 5 folgt. Nach Definition der Relation < folgt, da vorausgesetzt

wurde, dal f isoton, stetig und konvex ist, die Giiltigkeit von S; < S,. Also ist ¢

konvex.

N

m; I=1,2,..,n,

¢) i = 3. Wie unter Punkt b) wird nachgewiesen, daB fiir ein beliebiges stetiges,
isotones und konkaves Funktional f des R" das Funktional ¢, konkav ist. Es sei

Sy =@ nty + (L —3e) 1y, ..ont, + (1 — %) 1y),
Sy =upty,..ot,) + (1 — %) oty, ..., 1) .

S, und S, werden wie oben als Erwartungswerte E f(¢) und Ef() gedeutet.
Wegen
Eé =En =p[xt; + (1 —x)1]]; I=12,..,n
folgen aus (2.8) die Beziehungen

(3)
meé; I=1L2,..,n

und
(3)
neé.

Da f nach Voraussetzung isoton, stetig und konkav ist, ergibt sich hieraus
Ef(n) SEf(&),

d. h, S, < S,. Also ist ¢, konkav.

Hilfssatz 3 (vgl. [3, 4]). Es seien f ein stetiges, antitones') und konvexes Funktional
des R" sowie & und n n-dimensionale Zufallsvektoren.

(i) (i)
Aus & < n folgt f(n) < f(&):1=1,3.
1y D. h., aus x =< y folgt stets () = f(%).
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3. MONOTONIESATZ FUR SYSTEME DES TYPS G/M/1 (S)

Es werden zwei Bedienungssysteme 2, und X, des Typs G/M/1 (s) mit gleicher
Anzahl von Warteplitzen s und gleicher mittlerer Bedienungszeit p betrachtet, die
unmittelbar vor der Ankunft der ersten Forderung leer sein sollen. Die Pausenzeiten
zwischen der Ankunft der n-ten und (n + 1)-ten Forderung im System X; seien of
(j = 1, 2); die Zufallsvektoren (a\”, 0¥, ..., /) werden mit A} bezeichnet. Im Fall
s < oo sei o'/ die Gesamtanzahl der abgelehnten Forderungen bis zur Ankunft der
n-ten Forderung (einsch]ieBlich) in X, vf,j) sei die Forderungenanzahl in X; unmittel-
bar vor der Ankunft der n-ten Forderung.

Die in der Einleitung angekiindigte Monotonieaussage lautet folgendermaBen:

Satz. Wenn die Bedingung
(i)
(3.1) A e Al

erfiillt ist, so ergibt sich fiir alle k < n + 1 im Fall s < oo die Giiltigkeit von

-~

(3.2) o < of!
und im Fall s = o
(i
(3.3) vwew: i=1,3

Insbesondere gilt

Eol® <Eol"” und Ev? <EvD.

Durch die Beziehung (3.1) wird in mathematischer Form ausgedriickt, daB der Input
des Systems X, ,kleinere‘* Abstéinde als der des Systems X, besitzt. Entsprechend
bedeuten die Bezichungen (3.2) und (3.3), daBin X, die Verluste bzw. Schlangenlingen
,.kleiner als in X, sind.

In dem Fall, in dem die Inputs der Systeme X, und ¥, durch stationdre zufillige
Punktfolgen beschrieben werden kénnen, seien 2( und 22 die zugehérigen n-dimen-
sionalen PALMschen Verteilungen. Der Bezichung (3.]) entspricht die Bedingung

(i)
»p(1) (2)
PN < PP

Beweis des Satzes. Mit & wird diejenige Anzahl von Forderungen bezeichnet,
die vom System X; zwischen der Ankunft der n-ten und (n + 1)-ten Forderung bei
der Anwesenheit von unendlich vielen wartenden Forderungen hitte bedient werden
kénnen. Die ZufallsgréBen &7 sind bei nicht-rekurrentem Input untereinander

abhingig. Die gemeinsame Verteilungsfunktion der GroBen &, &, ..., W ist —
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wenn die Verteilungsfunktion der A" mit F(1,, 1,, ..., 1,) bezeichnet wird — durch
folgende Beziehung gegeben.
P(éﬁj) =iy, f‘zj) =13 .. ff,j) = i,,) =
t)" t,)i t,)"
= (u,)" e H (ut2)iz e H2 | (ut,)" 0) e " dF(t, 1y, .51,

e 0y iy il

Nach Hilfssatz 2 folgt aus
AD g A

die Giiltigkeit von

(34) (SRS ) S (&0, e, ), i=1,3.

Im Fall s < oo geniigen die Forderungenanzahlen v{” der Rekursionsbezichung
(3.5) vy = max {min ()0 + s + 1} — &P, 055 v =0.

Die Anzahl A der abgelehnten Forderungen bei der Ankunft der n-ten Forderung
ist gleich
20 = max {0,v) — s} ; Y = 0.
D — 3 30
o) =) A
kgl ,
(Die 25 nehmen nur die Wert Null oder Eins an.)

Es seien a, Funktionale des R" (n = 1, 2, ...), die wie folgt definiert sind:

a,(X 1y Xay oy X,) = @y q(Xqs Xas ooy X 1) + bo(Xpy Xas s X,)

b,(xy, X5, ..., x,) = max {0, ¢,(xq, X5, ..., X,) — 5}

(x4, X2, oy x,) = max {min {¢,_,(x,, X5, ... X,—y) + Ls + 1} — x,, 0},
cy(xy) = max {l — x,,0}, ay=0.

Man kann beweisen, daB fiir alle n die a, stetige, konvexe und antitone Funktionale
des R", sind,

Ry = {xeR"x = (x;,X5,...%,),x; 20,i =1,2,...,n}.

Zum Beweis der Konvexitit: Es seien xy, x,, ... und y,, y,, ... beliebige nichtnega-
tive reelle Zahlen und 1 eine beliebige reelle Zahl mit 0 < A < 1. Durch vollstindige

Induktion, wobei nur elementare Abschitzungen erforderlich sind, kann gezeigt
werden, daB} fir alle n felgende Beziechungen erfillt sind:

/]“an('\’l" X2y ens xn) + (l - A’) an(.‘.l! YVas ooy ."n) z
2 a,(Ax; + (L= Ay dxy + (1= A) ya o dx, + (1= 2) y,) s
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(2xy + (1 = Ay, Axy + (L= D yys ooy Ax, + (1 = ) ya) —
= Aea(X1y Xy s %) = (1 = 2) (D15 V2o oves ¥a) <
S 2, q(x1 X5 o0 Xo1) F (L= 2) @y i(¥1s Yoo o0 Vo) —
— (g + (1= )y, Axy + (1= 2) ygy oo Aoy + (L= 2) p,y).

Wegen Hilfssatz 3 und der Giiltigkeit von
0' - 1(5(” (J)a“ é“) ’ ] = ]-52’ k = 2: 3,

ergibt sich aus (3.4) die Beziehung (3.2).
Im Fall s = oo vereinfacht sich (3.5) zu

(3.6) v =max (V" + 1 - &P, 0} v =0.

Es kann gezeigt werden, daB folgende Funktionale d, des R%(n = 1,2, ...) stetig,
konvex und antiton sind.

dy(x1, X2y ooy X,) = max {d,_y(x1, X5, ..., X,—y) + 1 = x,, 0},
dy(x;) = max {1 — x,, 0} .
Wenn man den Hilfssatz 3 anwendet und

(J) — dk 1(6(1), 5(1) ey f(")

beriicksichtigt, erhélt man aus (3.4) die Giiltigkeit von (3.3). Indem man den Satz
auf spezielle Systeme anwendet, ergeben sich folgende, teilweise bereits an anderer
Stelle publizierte Aussagen.

Folgerung 1 (vgl. [3]). Bei rekurrentem Input seien D'V und D® die Pausenzeit-
verteilungen der Systeme X, und XZ,. Aus

(i)
(3.7) DV D®; =13
folgen dann die Beziehungen (3.2) und (3.3) fiir alle n.

Beweis. Aus (3.7) folgt (3.1) fiir alle n.

Folgerung 2 (vgl. [1]). In Systemen des Typs G[M/1 (s) ergeben sich bei einem
Input mit konstanten Abstinden geringere Verluste (s < oo) und geringere Forde-
rungenanzahlen im System (s = o) als bei einem System mit zufdlligen Pausen-
zeiten mit demselben Erwartungswert.

Beweis. Es gilt (3.1) fiir E«{" = of?; n =1,2,....
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Folgerung 3. Die Inputverteilungsgesetze der Systeme X und X, seien so beschaf-
fen, daf die Wahrscheinlichkeiten p'" und p\» dafiir, daff die n-te Forderung
abgelehnt wird, fiir n — oo zu gewissen Grenzwerten p'*) und p'*' konvergieren.")

Dann folgt aus

(i)
AD 2 AP n=1,2,...

die Giiltigkeit von

(1) (2)
Py
Beweis. Es gilt
) ) Eo.(_i)
p = lim =
1o N

(3.2) liefert E6'" = Eq'® fiir alle n.

4. EIN BEISPIEL

Es wird abschlieBend eine Klasse nicht-rekurrenter Inputs betrachtet, fir die sich
leicht Bedingungen angeben lassen, die garantieren, daf3 (3.1) erfiillt ist.
Die Pausenzeit of” des Systems ¥; mdge sich nach folgender Beziehung ergeben

(vel. [6]):
2 = AP 4 59

2 = AD 4 50— §D s on =

19
(98

Dabeisind {4},.x und {{},_y Folgen identisch verteilter, positiver und stochastisch
unabhingiger ZufallsgréBen mit P(45) < 6/7) = 0. Derartige Inputs treten dann
auf, wenn die Forderungen ,,normalerweise** in den Zeitpunkten /)’ = A9 + 49 +
+ ... 4+ 49 cintreffen, jedoch infolge einer Verzdgerung tatsachlich erst in den
Zeitpunkten () = (D 4 5,

Folgende Monotonieaussage ist giiltig:

Aus
(3)
(4.1) IR
und
(3)
(4.2) oY < 5, Eéj,” = E5{

1) In [1] wurden fir Verlustsysteme (s = 0) und Inputs, die sich durch stationire zufillige
Punktfolgen beschreiben lassen, entsprechende Aussagen bewiesen.
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folgt
(3)

(3.1) AD 2 AP,

d. h., die Beziehung (3.1) fiir i = 3.

Beweis. Es sei ¢ ein beliebiges isotones konkaves Funktional des R”", fiir das die
folgenden Integrale existieren. Die Verteilungsfunktionen der 4% und 8! seien D'/’
und D). Es gilt

I, :J (X1 Xpe oo ) AP < xp 08 < x5, L0 < x,) =
R'l

= j '/f(_"h 21 Y25 220 oy Vs Zn) dD(lj)(,“l) dD(zj)(:l) dD(xj)(."z) dD(zj)(Zz)
RH

- dDY(r,) dDYY(=,)

mit
‘//(,‘!l’ 215 Vs 220 oo Vo Z") = q)(,"l + Iyt — 2Vt 2, — Zn‘l) .

Das Funktional i ist isoton in den y; sowie konkav in allen Variablen. Nach Satz 3
in [3] folgt aus (4.1) und (4.2) die Giiltigkeit der Ungleichung

Il é 12 ’
(3)
woraus sich nach Definition der Halbordnungsrelation < die Richtigkeit von (3.1")
ergibt.

AbschlieBend sei bemerkt, dafl man dhnliche Monotonie aussagen wie im Satz in
Abschnitt 3 auch fiir Systeme mit Gruppenankiinften beweisen kann.
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Souhrn

VLASTNOSTI MONOTONNICH SYSTEMU HROMADNE OBSLUHY
S JEDNOU LINKOU A EXPONENCIALNIM ROZLOZENIM DOB OBSLUHY

DIETRICH STOYAN

Pomoci tif relaci Caste€ného uspofadani definovanych na mnoziné n-rozmérnych
zakonh rozloZzeni se zkouma obecnd zavislost charakteristik systémii hromadné
obsluhy typu G/M/[1 a G/M|1 (s) (tj. s omezenou frontou) na charakteristikach vstup-
niho procesu. Ukazuje se, Ze vstup s ,,.kratkymi‘ intervaly mezi pfichody dava ,,vétsi*
ztraty, resp. ,,delSi fronty a naopak. Jako extrémni pfipad se opét objevuje systém
D/M/1.

Anschrift des Verfassers: Dr. Dietrich Stoyan, Brennstoftinstitut Freiberg, 92 Freiberg (Sachs).
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