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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY clsLo 4

ASYMPTOTICKE VZORCE HILBOVA TYPU
PRO ORTOGONALNI EXPONENCIALNi MNOHOCLENY

OTAKAR JAROCH

(Doslo dne 23. listopadu 1971)

V ¢lanku jsou odvozeny dva asymptotické vzorce vhodné pro malé a velké hodnoty
argumentu. Dale byly vypocteny koeficienty prvnich dvaceti ortogonalnich exponen-
cialnich mnoho¢lent.

1. UvOoD

Ortogonalni exponencialni mnohodleny definujeme takto:

(1) Pulat) = Y bye ™ a>0, t20, n=123..;
k=1

k—1
5 b,,=—1"+"n n + >;
@ = () (S
(3) j Om(at) @,(at) dt = §,,(2na)™" ;

)

(4) 0, 0) =1, @ (+00)=0; n=123..[4].

Aproximace pomoci téchto funkci se pouziva napiiklad v teorii automatické regu-
lace a v teorii elektrickych obvodi zvlasté pro syntézu v fasové oblasti. Srv. napf.
- Armstrong [1], CiZek [2], Huggins [3], Jaroch [4][5], Kautz [6], Krug [7], La-
ning-Battin [8], Miller-Guy [9], Totty [13], Tuttle [14]. N

V definiéni rovnici (1) polozme ¢,(at) = @,(x), x = e"*. Mnoho&leny @,(x)
maji pak tyto vlastnosti:

(5) P (x) =Y byx*, 0<x<1, n=123,..;
k=1
1

(6) f x"1 @, (x) ,(x)dx = §,,(2n)"" ;
0

(7) D0)=0, &)=1; n=123,..
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Snadno ov&fime, Ze mnoholleny ¥,(x) =Y byyy 4+1%5 ¥o(1) = 1,n =0,1,2,3,..,
K=0

jsou v intervalu €0, 1) ortogonalni s vahou w(x) = x,

1
(8) J X ¥u(x) Po(x)dx = 8,27 '(n + 1)7",
0

aziejméje P (x) = x ¥,_y(x),n =1,2,3,...

Vaha w(x) = x spliiuje Pearsonovu diferencialni rovnici
©) T X, [,

a mnoho¢leny ¥,(x) jsou proto pfislusnym polynomialnim YeSenim diferencialni
rovnice

(10) x(1=x)y " +(2=3x)y +nn+2)y=0, n=0,12,...

Mnohogleny @,(x) = x ¥,_(x) jsou tedy polynomialnim fe$enim linedrni dife-
rencialni rovnice

(11) x(I=x)y" —xy +ny =0, n=1273, ..,

splitujicim pocate¢ni podminku @,(1) = 1.

Rovnici (11) lze oviem vhodnymi substitucemi odvodit z diferencialni rovnice
pro Jacobiho mnoho&leny G,(2, 2, x), P{’*"(x) nebo P{"*”(x), s nimiz mnoho¢leny
@,(x) velmi uzce souvisi [4].

Ciselné hodnoty koeficientii b,, se stoupajicim n velmi rychle rostou, takze ptimy
vypoget funké&nich hodnot ¢,(at) je pracny. V tomto &lanku odvozené dva asympto-
tické vzorce Hilbova typu [11] tedy zjednodusuji studium chovani ortogonalnich
funkei ¢,(af) pro malé a velké 7 a ukazuji na souvislost s funkcemi Besselovymi.

2. ASYMTOTICKY VZOREC HILBOVA TYPU PRO MALE ¢

Véta I Bud ¢,(at) = @,(x); e ™ = x; x = cos’ 0; 0 < 0; < 4n. Pro 0, - +0
plati

(12) ®,(cos? 0,) = (0, cotg 0,)'/* Jo(2m 6y) + O(67);

m=(n*—H"*n=123,.. (Vzorecl).

Dikaz. Mnohogleny ®,(x) jsou polynomialnim feSenim rovnice (11) spliiujicim
podminky @,(0) = 0, @,(1) = 1. V této diferencialni rovnici poloZme x = cos? 0;;
y = (cotg 0,)"/* z(6,); a pro jednoduchost piSme v pribéhu diikazu nadale 6 misto 0.

Pro z(0) dostavame diferencialni rovnici
2 . _
(13) gz+<4n2+M I)::0,

do? sin220
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jejimz jednim feSenim je z = (1g 6)"/* @,(cos? 0); n = 1,2, 3, ... Viimneme si, Ze
vintervalu 0 < ¢ < 4rn konverguje rozvoj

2cos20 —1 1 2

14 - —Z_co;
(149 sin20 (20)> 3 26)

11 47
15 C(20) = —(20)* + —— (20)* + ...,
( ) ( ) 60( ) 1512( )
a rovnici (13) zapiSeme tedy jako
(16) " + [4(n* — %) + (20)"%] z = C(20) z(0) .

Rovnice z” + [4m?* + (20)7%] z = 0; m* = n® — }, ma dv& linearn& nezavisla feseni
0'2J,(2m0), 0'/2No(2m0), jejichz Wronskian je 2/, [16].

Dale postupujeme podle Liouvillea a St€klova; viz téz Szego [11] [12], Rau [10],
Tricomi [18]. Reseni hledame v tvaru z(0) = A(0) 0'/2J(2m0) + B(6) 6"/*N(2m0)
za podminky
(17) A'(0) 0'2J4(2m0) + B'(0) 0'*No(2mb) = 0.

Dosadime do (16) a pro vypo&et 4'(9), B'(0) ziskavame dal3i rovnici:

(18) A'(0)[0'2J,(2m0)] + B'(0) [0'>No(2m0)] = C(20) z(0) .
Vypocteme

(19) A'(0) = —4nC(20) 6'/*Ny(2m0) z(0) ,

(20) B'(0) = 1nC(20) 6'/2J (2m0) z(0) .

Dale tedy

(21) z(0) = A0'2Jo(2m0) + BO'2Ny(2m0) +

+ inf'/2 Ja t12C(27) [Jo(2mt) No(2mB) — Jo(2m0) No(2m1)] z(7) dt ;

0o

A = konst., B = konst. Protoze tNy(2mt) — 0,kdyzt — +0, jeintegrand v intervalu
0<t<in—¢ 0<e<in omezena a spojita funkce, doplnime-li vhodnym zpii-
sobem funkéni hodnotu pro t = 0. PoloZime tedy 0, = 0 a vysledkem je Volterrova
integralni rovnice

(22) (6 cotg 0)™ 1% @,(cos? 0) = AJo(2mb) + BN(2m0) +

0
+ %nJ‘ (ttg1)"/? C(27) [Jo(2mT) No(2m0) — Jo(2mB) No(2m)] ®,(cos® 7) dr .
0

Pro pevné m a 0 — +0 pouZijeme nasledujici odhady: (0tg0)'/? = 0(6);
(0 cotg 0)"? = 0(1); C(20) = 0(0%); ®,(cos? ) = O(1); Jo(2mb) = O(1); No(2m0) =
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= 0(1) + 217" Jo(2m0) In mf. Dale potom plati:
(23) Jo(2mt) No(2mO) — Jo(2m0) No(2mr) =
= 21" 1Jo(2mz) Jo(2mO) In (0]7) + O(1) = O(1) + O(1) In (0]).

Pro integral na pravé strané Volterrovy rovnice (22) tak dostavame odhad
] ]

(24) o(x)J © dr + O(I)J © In (0)7) dr =
1] 0

= 0(60*) + 0(1) 0“ft3 In(t71)dr = 0(0%).

0

Pro 0 — +0 je v rovnici (22) na levé stran& (0 cotg 0)™'/? @,(cos® 0) — @,(1) = 1
a odtud nutné 4 = 1, B = 0. Véta je dokazana.

Poznamka 1. Pro velka n lze dale dokazat, Ze v intervalu 0 < ¢ £ 0 < in — ¢;
0 < & < im, plati stejnom&rng: @,(cos? 0) = O(n~'/?) a také
(25) @,(cos? 0) = (0 cotg 0)'/? Jo(2n0) + O(n™3/?).
Duikaz by se téméf doslova shodoval s diikazem, ktery v podobném ptipadé pro Jaco-
biho mnoho€leny podali Szegd [11] a Rau [10]. Na3 odhad O(67), ziskany pfimym

vypo&tem z rovnic (11) a (13) pro 8 - +0 je viak lepsi nez v obecném pripadg
pro Jacobiho mnohogleny uvadi Szegé [11].

Poznamka 2. Z véty I vyplyva bezprostfedné platnost vzorce typu Mehlera-Hei-
neho pro ortogonalni exponencialni mnohocleny:

(26) lim ,[cos® (0]n)] = lim @,[1 — (0]n)*] = J,(20)

0 < 0 < 4n. Srv. téz Poznamku 1 a [11].

3. ASYMTOTICKY VZOREC HILBOVA TYPU PRO VELKE ¢

Véta 1. Bud ¢,(at) = @,(x); e™*" = x; x = sin? 0y; 0 < 0, < $n. Pro 0,y —> +0
plati
(27) @,(sin? 0yy) = (=11 (0, tg 0p)'* J,(2n0,) + O(07);
n=1273 .. (Vzorecll).
Dikaz. V diferencialni rovnici (11) polozme x = sin® 0y, y = (tg 0y)""* =(0y),

avSak pro jednoduchost piSme v prabéhu dikazu nadale 0 misto 0,,. Vysledkem
je diferencialni rovnice

d?z 1 4+ 2cos 20
28 L (4w = L SS0Y .20,
(28) de? ( sin? 20 )
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jejimz jednim fefenim je z = (cotg 0)'/? @,(sin®>0); n =1,2,3,... V intervalu
0 < 0 < in vSak konverguje rozvoj

]+2cos2()_ 3

29 = — S(20),
@) sin? 20 (20)* 29)

1 5
30 S(20) = — (20)* + — (20)* + ...
(30) (20) = (207 + 2 (20)
Zapideme tedy (28) jako
(31) 2" 4 (4n* — 307%) = = —S(20) =(0) .

Rovnice z” + (4n? — 307%) z = 0 ma viak dvé linearné nezdvisla fedeni 0'/2J,(2n0),
0'2N (2n0), jejichz Wronskian je 2/m, [16]. ReSeni tedy hledame v tvaru z(0) =
= A(0) 0'/2J,(2n0) + B(0) 0'/*N,(2n0) za podminek:

(32) A'(0)0'2J,(2n0) + B'(0) 0'/*N,(2n0) = 0,

(33) A(0)[0'27,(2n0)] + B'(0)[0'>N,(2n0)] = —S(20) =(0) .
Vypocteme:

(34) A'(0) = 47S(20) 0'/2N (2n0) =(0) ,

(35) B(0) = —17S(20) 0'/2J,(2n0) =(0) .

Protoze pro © > +0 je TN,(2n7) - konst. a z(t) = (cotg 7)"/? @,(sin? r);~+ 0, dosta-
vame podobné jako v predchazejicim paragrafu Volterrovu integralni rovnici

(36) (01g 0)™ 2 @,(sin* 0) = 4J,(2n0) + BN ,(2n0) +
]
+ énf (t cotg 7)"/* S(27) [ J,(2n7) N,(2n0) —
0
— J(2n0) N,(2n7)] @,(sin® 1) dr .

Pro pevné n a 0 — +0 pouzijeme nasledujici odhady: (0tg0)'? = 0(0):
(0 cotg 0)'/2 = O(1); S(20) = 0(0%); J,(2n0) = O(n0); N,(2n0) = O(n~'07"):
@,(sin® 0) = 0(0%). Dile tedy pro 0 — +0, T > +0: J,(2nt) Ny(2n0) = 07'0(z);
J(2n0) N,(2n7) = 00(z7") a

(37) ﬁnJ(‘(r cotg 7)'/? S(2t) [ J(2n7) N,(2n0) —

(4]
— J,(2n0) N,(2n7)] @,(sin® 7) dt =
0 6
= o(1)0! J 2 dt + O(1) ()J o dt = 0(0%).

0 0
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ProtoZe (0 tg 0)'/* = 0(0), je vysledny odhad O(0°). K ur&eni konstant 4, B nasobme

rovnici (36) na obou stranach vyrazem 0~ '. Pro - +0 je na levé strang: 7' .

(01tg 0)~ 2 @, (sin? 0) > 072 &,(0%) > b, = (—1)"*" n. Jelikoz lim 07'J,(2n0)=
6—>+0

=na0 'N(2n0) = 0(07%),0 > +0, je tfeba volit 4 = (—1)"*!, B = 0. Véta je
dokazana.

Poznamka 3. Pro velka n 1ze opét dokazat, Ze v intervalu 0 < ¢ < 0 < in — ¢
0 < ¢ < }m, plati stejnomérné:

(39) @5 0) = (~1* (018 0)" 1,(200) + O(w—");

srv. Poznamku 1. Ditkaz by opét byl parafrazi podobnych dikazii pro Jacobiho
mnohogleny, které uvad&ji Szegé [11] a Rau [10].

4. NUMERICKE VYSLEDKY

(A) Vzorce I a IL. Hodnoty vypoétené podle (12) a (27), vzorce I a II, srovname
s piesnymi funkénimi hodnotami ortogonalnich funkei ¢,(ar), @s(at), ¢, s(at) v bo-
dech, které byly pro usnadnéni vypo&tu voleny tak, aby funkéni hodnoty ¢,(xf)
byly racionalni. Vysledky jsou v tabulce L.

Tabulka I.

Srovnani spravnych funkénich hodnot ¢,(7) s hodnotami vypo&tenymi podle asymptotickych
vzorcu I a II.

1= 0 0,0101 0,1054 0,2877 0,6931 11,3863 2,3026 4,6052 6,9078 o
x 1 0,99 0,9 0,75 0,5 0,25 10,1 0,01 0,001 0
0y 0 0,1002! 0,3218| 0,5236| 0,7854| 1,04721,2490 | 1,4706 1,5392| 4n
Oy Oy = 37— 0; i H

0.1 1 0,9900| 0,9000{ 0,7500| 0,5000| 0,25000,1000| 0,0100| 0,0010{ O
vz. I 1 0,9900 | 0,8995| 0,7304| 0,4860| 0,21380,0427|—0,0165 —0,0417| O
[ vz. I |[+oo| 1,3796| 0,9632| 0,7661| 0,5023| 0,25020,1000( 0,0100| 0,0010| O

| os(t) 1 0,7647 |—0,3163 |—0,0996 | 0,1875|—0,1895(0,0833| 0,0442| 0,0049| 0
bz. 1 1 0,7647 |—0,3163|—0,0990 | 0,1859 —0,1875 0,0890| 0,0068 |—0,0179| O
vz. I |4o0| 0,7821|—0,3233 |—0,0972| 0,1872|—0,1895/0,0833| 0,0442| 0,0049| O

9;5(1)| 1 1—0,2609|—0,2118 |—0,1336|—0,1047| 0,07650,0418| 0,0338| 0,0134| O
vz. I 1 |—0,2609 |—0,2118 |—0,1337 |—0,1045| 0,0770/0,0433| 0,0115| 0,0047| 0
vz. Il |+400{—0,2746 (—0,2128 |—0,1340 |—0,1047 | 0,0764 |0,0418| 0,0338| 0,0134| 0
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(B) Koeficienty b,. Prvni ¢lenové posloupnosti ortogonalnich funkei ¢,(at)
jsour  g(at) = e, gy(ar) = —2e7* + 372, gu(af) = 37 — 12¢7 +
+ 10e73%, ... Koeficienty b, pro n = 1,2, ..., 10 byly uvefejnény v tomto &asopise
v praci [4] Pro n = 1,2,...,20 tyto koeficienty ochotné spocetl ing. T. S. Moore
z vypoctového stfediska University védy a techniky v Kumasi (Ghana; pogitad
IBM ]620). Vysledky jsou v tabulce II. Pozndmka: pro vSechna prirozena n plati

Y by = 1.
k=1

Tabulka II.

| o= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R T I T
by 1| =2 3| —4 5| —6] 7 —8 9 —10
Bos 0 30 =12 30| —60 105 —168 252, —360 495
bys 0 0| 10 —60 | 210 —560 1260 —2520 4620 —17920
by 0 0 0| 35 —280| 1260 —4200 11550 —27720 60060
b,s 0 0 0 0| 126 —1260] 6930 —27720| 90090  — 252252
boe 0 0 0 0 0 462 —5544| 36036 —168168 630630
by 0 0 0 0 0 0 1716 —24024 180180 —960960
b,g 0 0 0 0 0 0 0| 6435 —102960 875160
bro 0 0 0 0 0 0| 0 0| 24310 —437580
byo | O 0 0 0 0 0 0 0 0 92378

| ' |
n= 11 12 13 14 15

L by, 11 —12 13 —14 15

by, —660 858 —1092 1365 —1680
b3 12870 —20020 30030 —43680 61880
bpa —120120 225225 —400400 680680 —1113840
bys 630630 | —1441440 3063060 —6126120 11639628
bs —2018016 5717712 | —14702688 34918884 —77597520
by 4084080 | —14702688 46558512 | —133024320 349188840
byg — 5250960 24942060 |  —99768240 349188840 | —1097450640 |
bro 4157010 | —27713400 145495350 | — 640179540 2454021570 |
by | —1847560 19399380 | —142262120 818007190 | — 3926434512
b1y 352716 | —7759752 89237148 | —713897184 4461857400
by12 0 1352078 |  —32449872 405623400 | — 3515402800
b3 0 0 5200300 | — 135207800 1825305300 |
b4 0 0 0 20058300 | 561632400 |
byys 0 0 0 0 77558760
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-
! n= 16
—
| by ? —16
by 2040
Dby | —85680
| by 1763580
Cbys —21162960 |
| bye 162954792
| b,; | —853572720
| b,g 3155170590
| by —8413788240 |

U byo 16360143800 —60766248400

|
D byiy | —23201658480

ban
" bpys . —17036182800 |

D bua

U by s —2326762800
[ buye 300540195 |
; bn17‘ O}
| bnig 01
| bo 0]
: anO‘ 0%

| |
| |

23728968900 i’— 132882225840| 642264091560

8143669800 : — 81 436698000; 631134409500

Tabulka II (pokracovani).

17 18

17 —18|

—2448 2907
116280 —155040|
--2713200 40698001
37035180 —62674920
—325909584 624660036
1963217256] —4283383104
—8413788240 21034470600
26293088250 — 75957810500
205086088350

|

104407463160 —41 7629852640
123512325300. — 741073951800

36064823400j — 384691449600

--9617286240, 158685222960
1166803110 — 39671305740

0! 4537567650

0 0

ol 0

19
—3420

203490
—5969040

¢+ 102965940
— 1153218528
8923714800
—49717839600
205086088350
— 638045608200 |
|

1513908215820 |
— 2752560392400 |
3828882084300 |
— 4039260220800 |
3173704459200 |
— 1798432526880 |
694247850450
— 163352435400
17672631900 |

0

20

-20
3990

—263340 |
8580495 |

— 164745504
2059318800

— 17847429600
111865139100
—522037315800
1850332263780

— 5046360719400
10666171520550
—17503460956800
22215931214400
—21581190322560
15736284610200

— 8330974205400
3022020054900

— 671560012200
68923264410

5. DODATEK. EXTREMY ORTOGONALNICH FUNKCI ¢, (o)

O lokalnich extrémech ortogonalnich exponencialnich mnoho¢lent plati

Vétalll. Oznacmet;; i = 1,2,...,n — 1, body, v nichZ ortogondlni exponencidlni
mnohoclen @, (at), n pFirozené, o > 0, 1t = 0, dosahuje lokdlniho maxima nebo

minima;
> |ou(aty)] >

Dukaz. Substituci x

0=t <t <t,<...
qo,,(octz)l > . >

<t,., <t,= 400.
(Pn(a[nfl)l > (PII(+w) = 0'

Plati:

L = ¢o(0) >

e " piejde ¢,(at) v mnohoclen &,(x), ktery vyhovuje

diferencialni rovnici (11) a pro ktery plati analogick4 véta o lokélnich extrémech,
oznadime-li x; = exp (—at;), i = 0,1, 2, ..., n. Posloupnost funkénich hodnot nyni
oviem monoténné roste. Zavedme pomocnou funkci (mnohoclen):

(39)

n? f(x) = n® dXx) + x(1 — x) [@(x)]*.

ProtoZe pro lokélni extrémy plati @,(x;) = 0, je zfejmé

(40)
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Derivujme (39) a piipomeiime defini¢ni diferencialni rovnici (11) pro mnohocleny
@,(x). Dostaneme:

(41) n? f’(x) = d),',[(b,', +2n* &, — 2x P, + 2x(1 — x) <D;:] S
neboli
(42) f'(,\') = n“z[d?,',(x):l2 .

Je tedy f'(x) > 0 témé&F viude v intervalu €0, 1). Vyjimkou jsou lokalni extrémy,
pro néz je d,(x;) =0 a ®)(x;) & 0. Mnoho€len f(x) je tedy v <0, I neklesajici
funkce. S ohledem na (40) je proto

(43) 0= d,0) <

D (x,)] < ... < |Px,oy)| < @(1) = 1.

n('
Véta je dokazana.
Poznémka 4. Ortogonalni exponencialni mnohocleny ¢, (at), n = 2

tedy v intervalu <0, +c0) omezené. Pro viechna pfirozena n plati [qo,l
= 1;|d,(x)| = D, (1) = 1.

3,.
< 0,(0) =

Poznamka 5. Pro x — +0 je dale podle defini¢nich rovnic (5) a (2):

(44) @,(x) = (=1)"*" nx + O(x?); n pfirozené.

6. ZAVER

ProtoZe definice (1) dava funkéni hodnoty ortogonalnich exponencialnich mnoho-
¢lent v podstaté jako rozdil velkych Eisel, neni defini¢ni vzorec zvlasté vhodny pro
numericky vypocet pro velkda n. V ¢lanku odvozené dva asymptotické vzorce proto
usnadiiuji studium chovani ortogonalnich funkci ¢,(a) a numericky vypocet jejich
funkénich hodnot pro malé a velké hodnoty argumentu t. Metoda odvozeni pouzita
v ¢lanku ovSem neni nova a timto zptsobem byly podobné vzorce odvozeny pro
mnohoc¢leny Jacobiho [ 10] [ 11] [12], které s ortogonalnimi exponencialnimi mnoho-
Cleny souvisi [4] [7]. V souvislosti s funkcemi ¢,(af) jsme vak vzorce Hilbova typu
v dostupné literatufe nenalezli. Hodnoty koeficientd b,, pro n = 11,12,...,20
rovnéz nebyly v dostupné literatufe dosud uvefejnény. Pfimym vypocltem asympto-
tickych vzorct z prislusné diferencialni rovnice dale bylo mozno dokazat prot —» +0
vzorec 0 néco presnéjsi neZ by vyplyvalo ze znamych vztaht pro Jacobiho mnoho-
Cleny [11]. Srovnani numerickych vysledkid v tabulce I ilustruje uZziteSnost odvoze-
nych vzorct.

Autor je zavazan diky vedoucimu katedry matematiky na elektrotechnické fakulté
CVUT, prof. dr. J. Faberovi, a rektorovi university v Kumasi, dr. E. Evans-Anfo-
movi, za podporu pii dokon¢ovani numerickych vypoctii.
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Souhrn

HILB TYPE ASYMPTOTIC FORMULAE
FOR ORTHOGONAL EXPONENTIAL POLYNOMIALS

OTAKAR JAROCH

The coefficients b, in ¢,(t) = b,ye”" + b,e”™ %" + ... + b,e™" can be so chosen
that {¢,(r)} is a set of orthogonal functions in L,(0, + o). Orthogonal functions
¢,(1), named here orthogonal exponential polynomials, are useful for the solution
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of approximation problems occuring in the theory of automatic control, electric
circuit theory, and elsewhere. As can be seen from Table II, the sequence of coefficients
b, is rapidly divergent. A value of (p,,(t) is thus given as a small difference of very
large numbers, making direct calculation virtually impossible for n sufficiently large.

In this paper the following two asymptotic formulae have been derived; describing
the behaviour of orthogonal exponential polynomials for very small and very large
values of ¢ respectively: —

@.(—21In cos 0) ~ (0 cotg )% Jo(2mb), 0 — +0;
¢ (—21Insin 0) ~ (=1 (0tg 0)"/* J,(2n0), 0> +0.

These results are named Hilb type formulae with reference to the general theory
of orthogonal polynomials (Szegd, Hilb, Rau). Several values of ¢ (1), ¢s(t), and
¢45(f) have been calculated to illustrate the degree of approximation obtained. A table
of coefficients b, for n = 1 to 20 is also included.

Adresa autora: Doc. Dr. Otakar Jaroch, P. O. Box 217, 111 21 Praha 1.
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