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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

NUMERISCHE LOSUNG ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN
MITTELS ANWENDUNG EINES WURZELORTVERFAHRENS

Jurius CsonTO und JINDRICH SPAL

(Eingegangen am 11. Januar 1971)

I. GRUNDGEDANKE DER METHODE

Das im weiteren angefiihrte Verfahren zur numerischen Losung algebraischer
Gleichungen beruht auf den Gesetzmissigkeiten der Verdnderlichkeit von Wurzeln
einer algebraischen Gleichung bei der Anderung ihrer Koeffizienten [ 1, 2].

Bei der Losung wird aus einer frei wahlbaren Schatzungsgleichung derselben
Ordnung wie die zu 16sende Gleichung ausgegangen. Die Wurzeln der Schitzungs-
gleichung sind bekannt, oder lassen sich auf eine einfache Weise berechnen.

Die eigentliche Berechnung wendet ein Iterationsverfahren an, wobei die Werte
der Koeffizienten der Schatzungsgleichung an diejenigen der zu I6senden Gleichung
gendhert werden. Gleichzeitig werden die Werte aller verdnderlichen Wurzeln der
Schatzungsgleichung inkrementell mitberechnet.

Beim vollstandigen Ausgleich der Koeffizienten beider Gleichungen stimmen auch
deren Wurzeln iiberein. Soweit die Wurzeln stetige Funktionen der Gleichungs-
koeffizienten darstellen, geben die auf iterativem Wege gewonnenen Wurzelwerte
beim Ausgleich der Koeffizienten angendherte Werte von Wurzeln der zu 16senden
Gleichung an, die nachtréaglich noch korrigiert werden kénnen.

II. THEORETISCHE GRUNDLAGEN
Die algebraische Gleichung mit reellen Koeffizienten:
(1N M) =Y ap* =0
k=0

wird im weiteren in normierter Form mit ¢, = 1 vorausgesetzt. Die Einfiihrung einer
Waurzel p; nach (1) ergibt grundsitzlich eine implizite Schreibweise der Abhangigkeit
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dieser Wurzel von den Koeffizienten:

(2) pP; = Pj("o~ (SRR "n—l)
Die Anderung eines Koeffizienten c¢,, um den Betrag Ac,,:
(3) r=c, + Ac,

hat eine Anderung der Werte aller Wurzeln zur Folge. Die Wurzel p; nehme dabei
den Wert

(4) p; = p;+ 4p;
an. Der Einsatz von (3), (4) nach (1) anstelle von c,,, p gibt:

‘ . - l(")(p
(5) Ac,(p; + Ap)" = — ) clp; + Ap;) = Z

k=0 k=1

2 (apyy

Der letzte Ausdruck stellt die Entwicklung des Polynoms M(p; + 4p;) in die Taylor-
Reihe dar, unter Riicksichtnahme, dass p; der urspriinglichen Gleichung geniigeleistet.

Die Bezichung (5) setzt keine Begrenzung fiir die Werte der Zuwichse Ap;, 4c,
voraus. Es ist jedoch die Forderung zu berticksichtigen, dass 4c,, reell sein soll.

Flr die weitere Anwendung sind besonders Beziehungen von Wichtigkeit, die durch
den Grenziibergang 4p; — 0, 4c,, — 0 gewonnen werden.

Im Falle einer einfachen Wurzel p; sind saimtliche M®(p;) in (5) von Null verschie-
den. Der Grenziibergang liefert eine Wurzelempfindlichkeitsfunktion:

(6) V,i(pji con€is iy €yeq) = lim ap; _ é& =
cn—0 AC," oc,,
T () ) S
o M@ o
pj—0 M (pj) Apj) -1 M (pj)
k=1 k'

Aus (6) folgt fiir die Empfindlichkeiten derselben Wurzel p; in bezug auf verschiedene
Koeffizienten der Gleichung die Rekurrentformel:

(7) Vm+1,j = Pij,j-

Ist p; eine r-fache Wurzel der Gleichung (1), dann sind die ersten (r — 1) Ableitungen
M®(p,) gleich Null. Die Formel (5) ergibt in diesem Falle:

Ap; —(p; + 4p)"
(8) ; J — k J .
<|\/(Acm)|> kz::r M(] (p;) (Ap;yr
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Diese Beziehung lasst auch einen Grenzilibergang zu, welcher wiederum eine Wurzel-
empfindlichkeitsfunktion besonderer Art liefert:

. Ap; S B
9 W, = lim ——0i = (3 P )
( ) ! dem=0 K/(A('m)l < AJ( )(pj)>

Das negative Vorzeichen bezieht sich auf positive Zuwéchse 4c,,, das positive Vor-
zeichen auf negative Zuwichse Ac,,.

Die Bezeichnung

. —r! p'."
(]0) Nm(p> = Il\’rm[ e = ‘_" !
I M(')(pj)

fihrt zur Formel:

(11) W, = [/ Ny| e

wobei flir positive 4c,,:

(12a) Y = 1((/),,1 + (2k + 1) 7),
p

flr negative 4c,,:

(12b) v =" (o, + 2kn).
.

mit k =0,1,2,...,r — 1 ist.

Die Analyse der Empfindlichkeit einer Nullwurzel der Gleichung (1) erfordert
cine Sonderbehandlung. In diesem Falle ergeben namlich die Formeln (6), bzw. (9)
unbestimmte Ausdriicke.

Eine algebraische Gleichung mit einer s-fachen Nullwurzel hat die Form

(13) ' Z‘c,\,pk =0

k=s
und lasst eine direkte Beurteilung zu.

Eine Nullwurzel erreicht genau dann einen von Null verschiedenen Wert, wenn
irgendeiner der Koeffizienten ¢,, fiir m < s, der urspriinglich den Wert Null besass,
einen endlichen Wert Ac,, + 0 annimmt. Die Anderung dieses Koeffizienten c,, ruft
die Entstehung von (s — m) von Null unterschiedlichen Wurzeln hervor. Die Gibrigen m
Nullwurzeln behalten auch weiterhin den Wert Null.

Die Anderung cines beliebigen Koeffizienten ¢, mit k = s beeinflusst nicht die Werte
der Nullwurzeln.

Der Zuwachs der urspriinglichen Nullwurzel ist allerdings mit ihrem endgiiltigen
Wert identisch, so dass es zweckmissig erscheint, den endgiiltigen Wert direkt
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durch p,,, zu bezeichnen. Fir m < s gilt
(14) Acy Do + 3 ¢ Pow = 0.
k=s

Daraus folgt fiir endliche Werte von 4c,,

Ns—m —1
(15) <‘-L° I e -
I \/(A(‘m)l) Z-Ck ) pl(c);'\

Der Grenziibergang ergibt

3 | )
(16) Woo = (OPOM) = lim - _Pom L

dde,, pu,,,ﬁ()_klc,,,'*o i“_'{/'(Acm)] - [S"’{,///csi )

Dabei ist fiir positive 4c,,:

2 1
(17a) p=2tt,
s —m
fir negative Ac,,:
2 .
(17b) b=k o
s —m

k=0,1,..,8s —m— 1.

Aufgrund der vorgehenden Analyse lassen sich Gesetzmaissigkeiten der Wurzel-
anderungen, d. h. der Wurzelbewegung in der komplexen Wurzelebene, formulieren,
die durch die Anderung von Koeffizienten einer algebraischen Gleichung hervorge-
rufen werden. Es seien nur diejenigen Resultate angefiihrt, die im weiteren benutzt
werden:

Regel 1. Die Bewegung einer einfachen reellen Wurzel, die durch eine gentigend
kleine reelle Anderung eines beliebigen Koeffizienten der Gleichung hervor-
gerufen wird, geschieht immer der reellen Achse entlang.

Regel 2. Benachbarte einfache reelle Wurzeln bewegen sich bei der Anderung eines
beliebigen Koeffizienten der Gleichung immer in entgegengesetzten Richtungen.

Regel 3. In der Umgebung einer r-fachen Wurzel gibt es (2r) Richtungen, in denen
die elementare Veranderung dieser Wurzel bei einer elementaren Anderung eines
Koeffizienten c,, vor sich geht. Diese Richtungen bilden einen regelméissigen
Stern, der weiterhin in zwei regelméssige Sterne zerlegt werden kann. Einer
dieser Sterne entspricht positiven Zuwéchsen, der andere negativen Zuwéchsen
dieses Koeffizienten. Die Absolutwerte der elementaren Wurzelinderungen sind
fiir alle Richtungen gleich gross und haben die Ordnungsgrasse |{/(4c,)|-
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Regel 4. Die Anderung einer s-fachen Nullwurzel gzht bzi der Anderung des Koeffi-
zienten c,,, wobei m kleiner als s ist, in insgzsamt 2(s — m) Richtungen vor sich,
die wiederum einen regelmissigen Doppelstern bilden, wobei ein Stern den positi-
ven, der andere den negativen Zuwiéchsen des urspriinglichen Nullkoeffizienten
entspricht. Die Anderung betrifft (s — m) Nullwurzeln. Die iibrigen m Null-
wurzeln bleiben durch die Anderung des Koeffizienten ¢, unangetastet. Die
Absolutwerte der elementaren Wurzelzuwichse sind fiir alle Richtungen gleich
gross und besitzen die Ordnungsgrésse |'~7/(4c,)|. Durch die Anderung von
Koeffizienten, deren Ordnungszahl gleich oder grosser als s ist, werden die Null-
wurzeln nicht beeinflusst.

Regel 5. Der Ubergang reeller Wurzeln in komplexe oder rein imaginire Wurzel-
paare und umgekehrt geschieht immer lber eine zwei- oder mehrfache Wurzel
gerader Ordnung.

Die Problematik der Regel 5 wird im weiteren noch nidher angegangen.

I, WURZELBAHNEN

Zur Feststellung von Wurzelbahnen reeller oder komplexer Wurzeln ist es moglich,
ein auf der Bezichung (6) beruhendes iteratives Verfahren anzuwenden. Dabei
erfordern die Uberginge durch eine mehrfache Wurzel eine besondere Aufmerksam-
keit. Mehrfache Wurzeln kommen bei der numerischen Losung aus zwei Griinden vor:

1. Bei der Wahl einer mehrfachen Wurzel in der Schéatzungsgleichung .

2. Durch die Bildung ciner mehrfachen Wurzel im Verlaufe des Iterationsverfahrens.
In diesem Falle sind weiter folgende Falle zu unterscheiden:

2a) Die Bildung einer reellen mehrfachen Wurzel.

2b) Die Bildung komplexer mehrfacher Wurzelpaare.

Im Fall 1) wird fiir den Anfang des iterativen Verfahrens die Regel 3 angewendet.
Nach dem Zerfall der mehrfachen Wurzel wird die Iteration nach dem fiir einfache
Wurzeln anwendbaren Verfahren fortgesetzt.

Der Fall 2a) stelit die einzige Moglichkeit gegenseitiger Ubergéinge von reellen Wur-
zeln und komplexen Wurzelpaaren und kann in den meisten Féllen nicht umgangen
werden.

Der Fall 2b) kann durch eine kleine Verstimmung eines beliebigen Koeffizienten,
mit Ausnahme desjenigen, nach dem das Iterationsverfahren vor sich geht, ausge-
schieden werden. Dabei werden zwar stark gebogene, jedoch glatte Wurzelbahnen
gebildet [2] und die Iteration kann ungestdrt nach den fiir einfache Wurzeln giiltigen
Prinzipien durchgefiihrt werden.
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1V. WAHL DER SCHATZUNGSGLEICHUNG

Aus dem Grundgedanken der Methode ergeben sich nur zwei Anforderungen an
die Schitzungsgleichung:

1. Dieselbe Ordnung wie die zu 16sende Gleichung.
2. Die Kenntnis oder eine leichte Bestimmbarkeit ihrer Wurzeln.

Durch eine geeignete Wahl der Schitzungsgleichung kann der Verlauf der Losung
beeinflusst werden. Dies betrifft Begrenzung, oder sogar Minimalisierung der Anzahl
der Uberginge durch mehrfache Wurzeln; eine Verminderung notwendiger Iterations-
schritte usw. Die Analyse derartiger zusitzlicher Gesichtspunkte tberschreitet den
Rahmen dieser Abhandlung.

Als Beispiel sei ein fiir algebraische Gleichungen beliebiger Ordnung anwendbares
Verfahren angefiihrt, wenn auch es die angedeuteten zusitzlichen Gesichtspunkte
nicht berticksichtigt.

Bei der numerischen Losung der algebraischen Gleichung (1) kann folgende Schiit-
zungsgleichung gewihlt werden:

n

(18) Yoa,.pt=0
k=0
mit
a,=0 firalle 0<k<n-3
a, = ¢, fir n—-2<k<n

Eine solche Schétzunggleichung besitzt eine (n — 2)-fache Nullwurzel. Die iibrigen
zwel Wurzeln sind mit den Wurzeln der quadratischen Gleichung:
(19) Cy p2 + Cy—1 P + Choa = 0
gleichwertig.

Das Iterationsverfahren geht derart vor sich, dass zuerst der Nullkoeffizient a, 5
an den Wert ¢,_ 5 gendhert wird, was eine Verminderung der Vielfachtkeit der Null-
wurzel um Eins zur Folge hat. Bei der Iteration werden die Werte aller drei Wurzeln,
die durch das Verfahren betroffen sind, laufend inkrementell berechnet. Nach dem
Erreichen des endgiiltigen Wertes des Koeffizienten, d. h. wenn

(20) dy—3 = €3

werden anschliessend alle folgenden Nullkoeffizienten der Schitzungsgleichung auf
dieselbe Weise behandelt, bis schliesslich nach dem Erreichen

(21) ag = ¢

der Berechnungsgang abgebrochen wird.
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Die endgiiltigen Wurzelwerte stellen eine angendherte Losung der zu I16senden
algebraischen Gleichung dar. Die Mdéglichkeit einer Verfeinerung des Resultates ist
im Abschnitt VI. erwédhnt.

V. DURCHGANG DURCH EINE MEHRFACHE WURZEL

Beim Durchgang durch eine mehrfache Wurzel sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Knoten ungerader Ordnung, in dem eine ungerade Anzahl von Wurzeln zu-
sammentrifft

2. Knoten gerader Ordnung, in dem eine gerade Anzahl von Wurzeln zusammentrifft.

In Knoten ungerader Ordnung gibt es im (2r)-schenkeligen Stern fiir jede durch-
laufende Wurzel eine glatte Bahn, der entlang der Durchgang ohne sprunghafte
Anderung der Richtung vor sich geht. Beim Durchgang durch einen solchen Knoten
andert sich weder die Anzahl reeller Wurzeln, noch die Anzahl komplexer Wurzeln.
Dieser Fall vermittelt deshalb keine Umwandlung von reellen Wurzelpaaren in
komplexe konjugierte Wurzelpaare. Es ist nicht notwendig die Iteration zu unter-
brechen. Der Durchgang einer derartigen mehrfachen Wurzel ungerader Ordnung
macht sich nur durch einen voriibergehenden Anstieg der Wurzelempfindlichkeit,
d. h. durch eine Beschleunigung der Wurzelbewegung, bemerkbar.

Ein Knoten gerader Ordnung ist der einzige Fall, wo tatsichlich die Umwandlung
eines Paares reeller Wurzeln in ein Paar komplexer konjugierter Wurzeln, oder der
umgekehrte Vorgang, stattfindet. Dabei ist eine besondere Behandlung erforderlich.

Die Problematik der Iteration in der Nidhe einer mehrfachen Wurzel gerader
Ordnung besteht aus zwei Aufgaben:

1. Die Anzeige einer solchen Wurzel in den Grenzen des letzten iterativen Schrittes.

2. Die Bearbeitung des Durchganges durch die Wurzel.

Fiir die Anzeige des Durchganges einer reellen Wurzel durch eine mehrfache Wurzel
gerader Ordnung kann der Umstand benutzt werden, dass dieser Durchgang mit einer
Anderung des Vorzeichens der Ableitung des Gleichungspolynoms verbunden ist.

Eine Gleichung mit einer r-fachen reellen. Wurzel p, kann in folgender Form ge-
schrieben werden:

(22) M(p) = (p — pV - R(p) = 0
Dabei ist R(p;) # 0.
Die Ableitung des Polynoms M(p) hat die Form:

(23) M(p)=(p—p) "' -[r-R(p) + (p — p). R(p)] .
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Wenn dec letzte iterative Schritt einc mehrfache Wurzel p, durchgeht, kommt es
dabei zum Vorzeichenwechsel der Differenz (p — p,). Das Polynom R(p) behilt
dagegen in einer gewissen Umgebung der mehrfachen Wurzel p, sein Vorzeichen. Fiir
sehr kleine (p — p,,) ist das andere Glied in der Klammer, d. h.

(p — pw)- RI(P)

wenigstens in einer kleinen Umgebung der Wurzel p, ordnungsmaéssig kleiner als das
Glied r. R(p) und beeinflusst nicht das Vorzeichen des Ausdruckes in der Klammer.
Der Vorzeichenwechsel hiangt daher vom Vorzeichenwechsel des Faktors

(p—p) !

ab. Bei ungeradem r ist (r — 1) gerade und die Ableitung (23) behélt in einer gewissen
Umgebung der Wurzel p, das Vorzeichen. Bei geradem r ist (r — 1) ungerade und
die Ableitung (23) dndert beim Durchgang dieser Wurzel das Vorzeichen infolge der
Anderung des Vorzeichens der Differenz (p — p,,).

Die Anderung des Vorzeichens der ersten Ableitung des Gleichungspolynoms
wihrend der Tteration ist deshalb eine Anzeige, dass wihrend des letzten iterativen
Schrittes ein Ubergang eines reellen Wurzelpaares in ein Paar komplexer konjugierter
Wurzeln stattgefunden hat und dass deshalb eine Sonderbehandlung erforderlich ist.

Diese Sonderbehandlung besteht aus drei Schritten:

a) Bestimmung des Wertes der mehrfachen Wurzel.

b) Bestimmung der Vielfachheit der Wurzel.

¢) Anfang einer neuen Iteration nach dem Zerfall der mehrfachen Wurzel.

Die numerische Bestimmung des Wertes der mehrfachen reellen Wurzel ist mit

Schwierigkeiten verbunden. Es geniigt jedoch diesen Wert abzuschitzen. Zu diesem
Zwecke ist zum Beispiel die lineare Interpolationsformel anwendbar:

M l(Po.)
24 = ,
4 et M(po) — M(po + 4p)
wobei
po den Wurzelwert vor der Vorzeichendnderung
und Ap den iterativen Schritt der Wurzel, welcher die Vorzeichenidnderung be-
gleitete,
bedeutet.

Die Formel (24) ergibt allgemein als Resultat cine komplexe Grésse, deren reeller
Teil als der geschitzte Wert der mehrfachen Wurzel angenommen werden kann.

Die Mehrfachheit der Wurzel kann derart bestimmt werden, dass alle ungeraden
Ableitungen des Gleichungspolynoms auf die vorangefithrte Weise auf Vorzeichen-
wechsel gepriift werden. Die Ordnung der letzten Ableitung, bei der der Vorzeichen-
wechsel stattgefunden hat, erhdht um Eins, gibt die gesuchte Mehrfachheit der Wurzel.
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VI. KORREKTION DES RESULTATES
Die Anwendung cndlicher iterativer Schritte, sowie die Abschidtzung der Werte
der mehrfachen Wurzeln, haben Ungenauigkeiten der numerischen Losung zur
Folge. In den meisten Féllen ist es empfehlenswert, oder sogar notwendig, das Re-
sultat zu korrigieren.

Eine Korrektur kann so vollzogen werden, dass aus dem gefundenen Resultat
durch Multiplikation der Wurzelfaktoren das entsprechende Polynom errechnet wird:

(25) M(p) :kfl (r—r) = éobk .

=1

Die Koeffizienten b, dieses Polynoms stimmen allgemein nicht mit den Koeffi-
zienten der zu 18senden Gleichung (1) tiberein. Die Korrektur geschieht durch noch-
malige Anwendung des Iterationsverfahrens, das meistens ohne Schwierigkeiten
nach wenigen Schritten zum genigend genauen

Ergebnis fihrt.

Vil. BLOCKSCHEMA DER BERECHNUNG

Ein grobes Blockschema der Berechnung ist
im Bild 1 angegeben. Die Funktion einzelner
Blocke wurde im vorgehenden behandelt. Die
folgende Beschreibung beschrinkt sich auf kurze
Hinweise. Block 4 berechnet auf iterativem Wege
inkrementell unter Anwendung der Formel (6)
neue Werte sdmtlicher n Wurzeln der Schiit-
zungsgleichung bei der Anderung der Beiwerte.
Im Block 5 wird untersucht, ob innerhalb des
letzten Iterationsschrittes eine mehrfache Wurzel
gerader Ordnung vorgekommen ist. Block 7 fithrt
die Sonderbehandlung der mehrfachen Wurzel
gerader Ordnung durch. Dieser Vorgang liefert
wieder eine Gesamtheit von einfachen Wurzeln,
die zum Eingang des Blockes 4 zur Fortsetzung
des itcrativen Verfahrens gelangen. Block 6
schliesst die Abstimmung eines Koeffizienten ¢,
ab. Block 8 vermittelt einen riickwertigen Schritt
beim Uberschreiten des Wertes ¢, im letzten
iterativen Schritt. Block Il sichert abschliessend
die Korrektur des Resultates. Abb. 1.

CapZelasplns 0
=2

P13
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VIII. NUMERISCHES BEISPIEL

Die praktische Losung sei am Beispiel der numerischen Gleichung

PP+ I+ 12p+10=0
mit den Wurzeln
pr=-=5, ppy=-—-1=x1i
vorgeftihrt.
Als Schitzungsgleichung wurde die Gleichung

p’+7p* +12p =0
mit den Wurzeln
Pio= =3, Pro=—4, P3o=0
gewihlt.
Im Bild 2 sind theoretische Wurzelbahnen der Anndherung des absoluten Gliedes
eingezeichnet. Die zweifache Wurzel, die wihrend der Tteration durchlaufen wird,
besitzt den Wert

pa = —1,13146 ...

Abb. 2.

Tatsachliche Wurzelbahnen, die bei der Iteration durchlaufen werden, unterscheiden
sich nur unwesentlich von den theoretischen und fiihren zur approximierten zweifa-

chen Wurzel
Paapr = — 1,13532.,

Die numerische Losung ergab als Ergebnis
Pin = —5,0042, p,;, = —0,9972 £+ 1,0198i
und nach der Korrektur des Resultates
P = —5,00002, p, 3 = —1,00013 £ 0,99863i .
Die Losung fithrte in 104 Iterationsschritten zum Ergebnis. Die Korrektur des Re-

sultates bestand aus 3 Iterationsschritten.
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Souhrn

NUMERICKE RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC
POUZITIM KORENOVYCH TRAJEKTORI{

Jurius CsoNTO, JINDRICH SPAL

Uvadi se zdkladni myslenka, teoreticky zaklad a néktera hlediska praktického
provedeni pro novou metodu numerického fefeni algebraickych rovnic. Reseni vy-
chazi z odhadové rovnice a je zaloZeno na iteraénim postupu, pfi némz se vyrovnavaji
hodnoty souéinitelti odhadové a feSené rovnice za sou€asného inkrementalniho uréo-
vani hodnot kofenli pfizplisobované rovnice. Teoretickym zakladem jsou nékteré
souvislosti souCinitelt a kofenti algebraické rovnice. Zvlastni pozornost se vénuje
vicenisobnym kofentim se sudou nisobnosti, které zprostiedkuji pfechod mezi dvo-
jicemi realnych kofenli a dvojicemi sdruZenych komplexnich kofent. Uvadi se blo-
kové schéma vypo&tu a pouZiti se ilustruje na ¢iselném piikladu.
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