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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 1

DIE ABLEITUNGSFREIEN FEHLERABSCHATZUNGEN
VON QUADRATURFORMELN 1

Joser KOFROY

(Eingegangen am 21. Januar 1971)

Der vorliegende Artikel kniipft an die Arbeiten von P. Davis [ 1] und von G. Him-
merlin [2] an. Wir gehen aus der Formel beider Autoren fiir die Fehlerabschitzung
der Quadraturformeln aus, wir benutzen jedoch eine ailgemeinere Form mit der
Belegungsfunktion. Es ist uns gelungen die unendliche Reihe in der Formel zu sum-
mieren, was eine genaue Berechnung des Faktors ¢ ermdglicht. Die betreffenden
Formeln werden fiir eine beliebige Verteilung der Knoten abgeleitet und dann auf
verschiedene Quadraturformeln angewandt. Die daraus sich ergebenden ableitungs-
freien Abschiatzungen werden mit den klassischen in konkreten Beispielen vergli-
chen.

Zum Schluss ist das ganze Verfahren auf Quadraturformeln, welche die Ablei-
tungswerte benutzen, erweitert.

1.1. Es sei a € (0, 1). Wir werden uns weiter mit der Quadraturformel

+a n
) [t 015 = £ a0 168 + e ()

—a k=0
befassen. Die Belegung p(x) sei eine nichtnegative messbare Funktion mit dem
konvergenten Integral in {—a, a) . x{", A", k = 0, 1, ..., n, R, (f) seien die Kno-
ten, Koeffizienten und das Restglied der Formel.

Bemerkung 1. Die in dem Intervall {4, B) (A < B) fiir die Funktion ¢(x)
gegebene Formel mit der Belegung g(y), mit den Koeffizienten af® und Knoten
vy (k = 0,1, ..., n) konnen wir auf das Intervall { —a, a) durch die folgende Substi-

tution
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2) y-B-4 (x ‘a ;iﬂf_> ¥(x)

2a
transformieren.

Dann ist A" = (2a/(B — A)) a{” und x{" erhalten wir mit Hilfe der inversen Substi-
tution in der Form

n a n
® W= @ - (4 + B)).

Weiter ist ersichtlich f(x) = ((B — A4)[2a) ¢(y(x)), p(x) = g(1(x)).

Satz 1. Essei(1)die gegebene Quadraturformel mit a € (0, 1). p(x) sei in (—a, a)
eine nichtnegative, messbare Funktion mit konvergentem Integral. Es sei f(z) eine
in dem Kreise |z| < 1, holomorphe Funktion, die fiir |z| < 1 stetig ist. f(z) habe
weiter die Eigenschaft, dass sie in {—a, ay nur reelle Werte annimmt. Dann gilt
die Ungleichheit:

@ Rei D = s D R (R U 9z )|2dg] ?

wo s die Bogenlinge des Kreises I' = &(z; z = €'?, ¢ € €0, 2m)) ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt in derselben Weise wie der Beweis der analogen
Behauptung in [1], die aus unserem Satze durch Einsetzung p(x) = 1 entsteht.

Bemerkung 2. Es folgt aus (1) und (4), dass R, ; ein additives, homogenes und
beschrinktes Funktional im Hilbertraum der Funktionen ist, welche die im Satze 1
angegebenen Eigenschaften haben. Das Innenprodukt wird durch

(u,v) = J u(C);(f) ds

definiert.
Wenn wir nach [1] und [2]

) o TR = 7o)
bezeichnen, so gilt
(6) [Rusa(F)] < omaa(a) - 1] -

Satz 2. Es sei a€(0, 1), p(x) = 0 in {—a, a) eine messbare Funktion mit kon-
vergentem Integral. Bezeichnen wir
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) 1(a) = J+a])(x) xdx .

Wenn R, ((f) der Form (1) ist, gilt

n A(ﬂ)

©) 2m02(0) = S5(a) ~ 2340 S ofa) () + S AT,

Der Beweis folgt unmittelbar von (5) und (7), wenn wir
2n0, 5 1(a) = Z( (@) = ZA"”( &)
=0
legen. Die unendlichen Reihen, welche in (8) auftreten, sind offenbar konvergent.

Bemerkung 3. Die Formel (8) kann fiir eine allgemeine Belegung p(x) und fiir
beliebige unsymmetrische Zerlegung der Knoten x{", k = 0, 1, ..., n eine endliche

Form erhalten, denn fiir die Reihen Z {a) (x"Y, k=0,1,...,n und ) rf-(a) gel-
= j=o

ten die folgenden Formeln, welche lercht abzuleiten sind:

0 Sraery = [ e

I — xxp

Wir vereinfachen jetzt (8) unter der Voraussetzung, dass die Knoten xMk=0,1,...
.., n symmetrisch geordnet sind:

(11) xy) = —x",, speziell x{}) = 0 fiir n gerade

und gleichzeitig A" = A™ fir k = 0, 1, ..., n. Dann gilt der

n—k

Satz 3. Die Voraussetzungen des Satzes 2 seien erfiillt. Weiter setzen wir voraus,
dass die Beziehungen (1 1) gelten. Dann gilt fiir ungerade n

o (n—1)/2
(1) @) =TS0 -4 T A (T (1)) +
i= Jj=
(n=1)/2 ) )(n—l)/Z A(I")
+4 Y A e
k;{) k k;o [ — (x,(‘")x(,”’)z
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und fiir gerade n

n/2-1

(13)  2m0;.4(a) = Z 7j(a) = 2[2 2 A‘"’(Zfz,(a) (")) + wola) 4,51 +

n/2—-1 n/2—-1 A(n) n/2—1

+4 Y A"y +4405 Y AP + (AL
K=0 =0 1 — (x{"x{")? k=0

Beweis. 1) Es sei erstens n ungerade und es sei (11) erfiillt. Dann erhalten wir
schrittweise

n } n A(ln) (n—1)/2 ()(n—l)/’ A(n)
yapy AT Ty ey AT
yam k
K=o =0 1 — x{"x{” K=0 =0 1 — (x{”x{™)?
(n—1)/2
ZA('”(X("’ =2 Z AP (XY fiir j gerade
k=0
=0 fir j ungerade .
Also ist
(n—1)/2

Z ,(a)(ZA‘"’( M) =2 3 A ’(Zfz,(a (X)) -

2) Fiir gerade n ist nach (11)

n n A(n) n/2—1 n/2—1 A(n) n/2—1

(n) — (n) (n) (n) (n))2
Y Ay Z - o 4% AP Y e T 44 Z A+ (A0
k=0 o1 — x; k=0 =0 1 — (x{"x{") k=0

Weiter ist

n/2—-1

SAPGEY =2 3 AP fir gerade,j = 2.4, ...
k=0

n/2—-1

2Y AP + AV firj =0
k=0

=0 fiir j ungerade .

Hieraus bekommen wir endlich

Z A("),Z J(a) (x(n) _ 2"/:;_0114(")(2 ‘Czl(a) (x(n))zj )+ To(a) 4

n/2 *
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Bemerkung 5. Es ist sehr leicht zu beweisen, dass

][j+“‘ﬂgl§{*'f4“lﬁfliij

- )
jgo 2a) (57 21 a1+ xx

(14)

firjedesn = 1,2,...und k = 0, 1, ..., n gilt.

Bemerkung 6. Zur Abkiirzung fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein

(15) IM(a) = Tz, (a) (x)*

(19 Ha) = ,zor,%(a) -
=

1.2. Jetzt fiihren wir die Formeln fiir die Berechnung von I{""(a) und H(a) in einigen

speziellen Quadraturformeln an.

= lin<{—a,a).

1) Betrachten wir die Formel (1) vom Gausschen Typus fiir p(x)
n) die in den Tabellen gegebenen Werte fiir das Intervall

Wenn a”, y" (k =0, 1, ...,
{—1, 1) sind, so haben wir fiir das Intervall {(—a, a)

(n)

AY =a.a
« k}szme

X =
Weiter ist
1,(a)  =2a%*Y(2j + 1)
} j=01,...
sz+1(a) =0
und hieraus
1 + a‘c‘")
(n)
I{a ) - T 1 — (n) ’
k k

—a?) In v (1 +a2)/(1 —a?) Inv
dv

@® 22+ (1+a2)/(1
(1-ay1+ary U+ 1

v— 1

Ha) = i) = 43, O =

(1-a?)/(1+a?)

v>1

Die beiden Integrale konvergieren. Es gilt lim (In v)/(v — 1) = 1. Fiir n gerade ist
I7(a) = 2a.

2) Die Gaussche Formel mit der Belegung q(v) = y“ in (0, 1. Die zugehorigen

., n) sind in den Tabellen in [4] S.

Koeffizienten a{” und Knoten y{” (k = 0, 1,
139—142 zu finden. Nach der Uberfiihrung des Intervalls €0, 1> auf das Intervall
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{—a, a) erhalten wir p(x) = (x + a)*/4a* und
X" = a2y — 1
¢ (@ )}k=0,l,...,n
AP = 2a.al”
Nach der Berechnung haben wir:
T2j41(a) = a®* /(2] + 3)

La® (i + D2+ 1) (2] + 3)]}

Jj=20,1,.

1,,(a)
Weiter ist

1 1 1 — ax{™ 1

(n)

Ia) = - :)_T;i L+ — o In iy B
2 a?(xy™) I + ax} ax;,

wobei fiir n gerade /{}3(a) = %a ist. Endlich

q22i+n » g2+ n a2@it v

H(a) = (1 + a?) i i

+ 2
=0 (7j + %) (2; + 1)(2, + 2)2 i=o (2j + 1)2(2j + 3)?

oder

1 1+ a®> | +4a®> +a*
H(a)= -1+ {(1 — —)In - + H,(a).
(@) S< a4> 1 —a? 16a* (@)

(H(a) siche das vorgehende Beispiel.)
3) Die Hermitesche Formel, d.h. die Gaussche Formel mit der Belegung ¢(y) =
= (1 — y*)~"Y%in (=1, 1). Es gilt nach [5]

,(n)
Yk

al®

Il

cos [(2k + 1) n/(2n + 2)], k=0,1,...n

Il

nf(n + 1) (a{” ist in diesem Fall von k unabhingig) .

Die Uberfiihrung auf das Intervall { —a, a) gibt

p(x) = (1 = x?a= )72,

X;(") (n) ¢

= ay™,
AP =a.a.
Weiter ist
,a) = a¥t(2) - YN ]R, j=1,2, ..
T2j+,(a) =0 fir j=0,1,...

7o(a)

an
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und endlich

Il((n)(a) — aﬂ'/\/(l _ 02(.\';\.“)2) .

H(a) = a*x2({1 +2¢,4f[(2,/ — D)
oder ’
H(a) = 2F(n[2, a®) .

(F(m/2, ) ist ein vollstindiges elliptisches Integral erster Art.)
4) Die Gaussche Formel mit der Belegung q(y) = /(! — »?) in (=1, 1). Die
Koeffizienten und Knoten sind nach [5]:

sin? (k+)n

al((n) — -~ A 7
n+2

n+ 2

SR )

/
W = cos (k+1)=
n+ 2

Fiir das Intervall (—a, a) gilt:
p(x) = (1 = x*a™?),
AD = a.a®,

(n)

(n) _ R
X' = a. Vg

Nach der Berechnung erhalten wir

T,0a) = aT(2) = DN2j + 2] m fir j =12, ...
7,5+1(a) =0 fiir j =0,1,2
To(a) = an/2.

Weiter haben wir
I{(a) = an/[1 + J(1 — a*(x{")?)].

H(a) = a*n*{4 + Y a™[(2j — D)(2j + 2)11]*},
ji=1
oder auch

H(a) = na”*{2(1 + a®) E(4n, 2a/(1 + a?)) — n} .

(E(4m, {) ist ein vollstandiges elliptisches Integral zweiter Art.)
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5) Die Gaussche Formel mit der Belegung q(y) = /(1 — y)[(1 + y))in {(—1, 1).
Die Koeffizienten und Knoten nach [5] sind

™ 47 . (k+1)7f
B R
" =0.1,...n
y,ﬂ"’:cosz(k_*_l)n
2n + 3 J

In dem Intervall {—a, a) ist

p(x) = V(@ = x)f(a + x))

A" =a.a”

} k=0,1,...,n.
(n)

x{ (n)

=a.yy
Die Berechnung gibt

4a’*'n (I [ i . | i
ta) = b T 1) 20+ D2 = 20 — D)+ (=1) (2 + 1)
0= s 5 () e+ ud M@ )
fiirj = 1,2, ...,

to(a) = an .

Weiter haben wir

1 1
I™(a) = an -
() [\/(l —a*(x{")}) + 1 —ax” J(1 —a*(x")*) + 1 + ax,‘""jl

oder
n i 2a
H(a) =2n{— - 4+ 2F (=, +
2 2 1+ a?

1 — a? T 2 2a 7 2a? 2a
T I1 5T 2 2 —H P P 2 :
14+ a 2 1+a l+a 2 1l+a" 1+a

Hier F(n/2, {) ist wieder ein vollstandiges elliptisches Integral 1. Art, [](n/2, ¢, &) ist
ein elliptisches Integral dritter Art.

6) Als das letzte Beispiel betrachten wir die verallgemeinerte Regel mit den dqui-
distanten Knoten in dem Fall der Belegung p(x) = 1 in (—1, 1. Nehmen wir an,

dass die Koeffizienten af” der urspriinglichen Regel gegeben sind. Es gelte ) a{” = 2.
k=0
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Die Knoten sind

ywWh=—1+2n, k=

0,1,...,n.

Wir haben fiir die verallgemeinerte Regel, was die urspriingliche r-malig benutzte

Regel ist:

Dann ist

W= —1+2klrm, k=0,1,...,rn.

a}(','g = a,("')/r, k=0,1,...,

k % n,2n, ..

(n)

a) =2alr, k=n2n,..

.,(r— l)n
,(r=1)n.

Nach der Uberfithrung auf das Intervall {—a, a) ist p(x) = 1 und

Offensichtlich ist

Weiter ist

und

(H,(a) siehe 1).)

A" =a.a"m
" } k =0,

n) _ (n)
xk,r =a. yk,r

1,...,rn.

na)  =2a7"2+ 1))
} j=0,1,...
75,+1(a) = 0
i 1+ ax”
](nl = — In — k.r
AT e
H(a) = Hy(a).

1.3. Zum Schluss geben wir fiir die Vergleichung drei Beispiele an.
1) Um die Fehlerabschitzung bei der Berechnung des Integrals

172 , 1
J x1%* dx = ~~J‘
211
~-1/2 -1

11065 ¢

fir n = 2 mit der Hilfe der Gausschen Formel mit der Belegung p(x) = 1 zu berechnen,
geben wir einesteils die Abschétzung in der klassischen Form:

Rn+1((P) =

g2+ [((n + 1))

(2n +3)(2n + 2)' (2n + 2)!

]2 oY) (Ce(=1.1)
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an, was firn = 2

|Ry(@)] £ max |o'®(x)|[15750 gibt .

xe(—=1,1)
Anderenteils geben wir die Abschiatzung mit der Hilfe des o-Koeffizienten an:
[Rus(f)] = J(27) 0 s(a) max [£(2)]
Nach der Berechnung fiir n = 2 erhalten wir
[Ry(¢)| = 0,0125 (die klassische Abschitzung)
[R5(f)] = |Rs(@)] < 0,0011 (die o -Abschitzung),

nachdem o4(4) = 1.6515. 107 % ist.

2) Als das zweite Beispiel fiir die Berechnung von

1/2 10 x2 1 10 t2/4
‘_“_—~X € dx = l_ itie', dt
—12 \/(1 — 4x2) 210 ), (l — 12)

dient die allgemeine Fehlerabschiatzung fiir die Hermitesche Formel in der klassi-
schen Form

(2n+2) A
Ruoi(9) = i O o re(-11),

Diese Formel gibt fiir n = 2

|R3(¢)] < 7 max |¢'®(x)|/23040 .
xe(—1,1)

Die Ergebnisse sind die folgende:

|R3(e)| = 0,0268 (die klassische Abschitzung)
|R5(f)| = |Rs(e)| < 0,0024 (die o-Abschitzung),

denn in diesem Falle ist o5(3) = 3.4778 . 107

3) Das dritte Beispiel. Man soll mit der Gausschen Formel mit der Belegung
J(1 = 1) in (=1, 1) das folgende Integral berechnen:

1/2 1
f x10¢* J(1 = 4x?)dx = %J‘ J( = 1) £10.1714 4y |
-1

—~1/2
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Es ist also @(f) = 1/21 119 ¢/, f(x) = x'%*’. Die allgemeine klassische Abschit-
zung ist

r (L(z;nuz)(c)
227%2 (2 1 )1

IRys1(0)| = , Le(=11),

was fiir n = 2
|R;(¢)] < = max [p®(x)|/46080

xe{—1,1>
liefert.

Nach der Berechnung erhalten wir

[Rs(e)| < 0,0134 (die klassische Abschitzung),
[R3(f)| = |Rs(9)| < 0,0055 (die o-Abschitzung),

denn fiir diesen Fall ist o3(3) = 8. 0758 . 107 %,

2.

Wir verallgemeinern im zweiten Teile die fiir die Formel (1) geltenden Ergebnisse
auf die Formeln

n t;—1

(17) _ral’(X)f(x) dx = Y AR fOx) = Rysa(f) -

- i=0 j=0

Satz 4. Es sei f(z) in dem Kreise ]z] < 1 eine holomorphe Funktion. Fiir ]z[ =1
sei sie stetig und in dem Intervall {—a, a), a € (0, 1) nehme sie nur reelle Werte an.
Die Belegung p(x) sei eine messbare nichtnegative Funktion mit konvergentem
Integral in (—a,a). Dann gilt die Ungleichheit (4), wo I' = éa(z; z=¢€% e
e <0, 2m)) ist.

s ist die Bogenlénge des Kreises I" und R,  ist die durch die Formel (17) gegebene
Fehlerabschatzung.

Der Beweis liuft soeben wie der Beweis des Satzes 1 durch, wo zu bemerken ist,
dass fir die Funktion f(z) die folgende Formel gilt:

it Qo

W) () = _
1) 2r Jp (1 = 20!

Fiihren wir gleich wie in dem ersten Teile die Bezeichnung
(18) 2n0,41(a) =.Z‘61Rn+1("j)lz
i=
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ein. Um die allgemeine Formel fiir die Berechnung der Grésse 2no;, ,(a) herzuleiten,
wird ein Hilfssatz bendtigt.

Lemma. n, m seien natiirliche Zahlen. Dann gilt fiir alle x, ye(—1,1) die
Gleichheit

(19)
n m n 2 L. ]
a@ 66 ( 1 >> - m! (1 _ Xy) —(m+n+1)xm—nz i n) J,lxl . m: —
y"\1 — xy iZo \i (m —n+ i)

Den Beweis fiihrt man mittels der vollstindigen Induktion durch.

Satz 5. Es sei R, (f) der Form (17), wo a € (0, 1) ist. Die Belegung p(x) sei eine
nichtnegative, messbare Funktion mit konvergentem Integral in {—a, a). Dann
gilt

) n ki—1 P +a p(t) t"
(20)  2n02,(a) = z @ -23 % A,,J'L e
n k;—1 n ki—1

+Z z 4(71)2 ZA(")ITI'(l En)x(’n))—(trx+j+l).

i=0 j=0 1=0 m=

(myn= g ()(x(")x(n))p m!

(m—j+p)!.

Beweis. Aus der Definition (18) ergibt sich

(o) = 5 (oo - £ T4 (55) V-

i=0 j=0

= F o) 2%, T g [0

s /<o o (1= iy

© n ki—1 2
A& A ().
r=0 \i=0j dx’ x=x;(n)

Fiir die zweite Potenz in dem letzten Glied haben wir

n n ki—1 ki—1 mr
y Y ( Y A (d x') A d"x _
i=0 =0 \j=0 dx’ x=x;(m m=0 dx™ x=x,(n

n ki—1 n k;—1 dmxr
=Y Y APY ¥ AR =~
n !
i=0 j=0 ~1=0m=0 dx x=xym \AX" J_ L m

dt +
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Weiter ist ersichtlich

”MS

djx’ dmyr c?f o 1
dx’ dy™ 6x’ E}y 1 —xy
und nach (19) und dem Lemma erhalten wir (20).
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Résumé.

Prace se zabyvé kvadraturnim vzorcem
+a n
) f P()S(x) dx = ¥ AL f(5) = Ryss(f) . ae(0.1),
—a k=

kde p(x) je nezaporna, méfitelnd funkce s vlastnosti [*2 p(x)dx < +o0. f(x) je
takova redlna funkce na intervalu {—a, a), 7e funkce f(z) komplexni proménné
z, kde |z| £ 1, je pro |z| < 1 holomorfni a pro |z| = 1 spojita. Za t&chto predpokladi
se odhaduje chyba R, . 1(f) ve tvaru nerovnosti

(H) an+ 1(])[ = 0',,+1(a) : ”
kde
(1) oy ia) = 51— fl R, (X)),

(v) 7|7 = j 1 as,

kde s je oblouk kruznice I' = g(z; ]z] = 1),
(viz[1],[2])
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Velicina ¢, ,(a) je vypottena (na rozdil od citovanych praci) v zakon¢eném tvaru:

v) 2n0n+1a)—J f P P0) 4y gy 22/1(")[“ ) gy

1 —xy ’ 1 — xx™

—a

o _an
kz=: =0 1 — x{M x{™ ’
Pro usnadnéni praktickych vypod&ta jsou uvedeny i specielni vzorce pro n liché i sudé.

Jsou uvedeny specielni vzorce pro 5 pripadt kvadraturnich formuli Gaussova
typu a pro pfipad obecné formule s ekvidistantnimi uzly a p(x) = 1 v {—a, a).

VyloZzené vysledky jsou doplnény tfemi konkrétnimi priklady a je provedeno
srovnani s klasickymi metodami odhadu.

Kone&n& jsou zobecnény nerovnost (II) a vzorec (V) pro piipad kvadraturnich
formuli, uZivajicich hodnot derivaci integrované funkce v uzlovych bodech.

Anschrift des Verfassers: Dr. Josef Kofrori, CSc., Matematicko-fysikalni fakulta KU, Malo-
stranské ndm. 25, Praha 1.
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