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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

EIGENWERTABSCHATZUNGEN FUR EIN POLYNOMIALPROBLEM

Joser HoIDAR

(Eingegangen am 10. Oktober 1967)

1. Viele technische Aufgaben fiithren zum Problem der Auffindung der Nulistellen
des Polynoms det A(4). Da ist 4(1) eine Matrix, deren Elemente Polynome in 2 sind.
Dieses Problem hingt eng mit Differentialgleichungen zusammen (siche z.B. [1, 2, 5,
7, 8, 10]).

Definieren wir nun das angedeutete Problem genau. Seien r + 1 quadratische
Komplexmatrizen A, Ay, ..., A, der Ordnung n gegeben (r = 1, A, ist keine Null-
matrix). Die Aufgabe ist, solche komplexe Zahlen 1 zu finden, daB eine nichttriviale
Losung der Vektorengleichung

(1) (FAg+ "4+ ...+ A)x =0

existieren wird.

Wir nennen dieses Problem weiter Polynomialproblem von Eigenwerten, die Zahlen
A mit der angefiihrten Eigenschaft Eigenwerte und die zu ihnen gehorigen Losungen x
der Gleichung (1) Eigenvektoren.

Man kann sehen, dal die Eigenwerte des Polynomialproblems gerade die Losun-
gen der Gleichung

(2) det (Mg + A4 + ...+ 4,)=0
sind. Die Determinante
(3) det (AAg + A7 TA; + ... + A4,)

stellt ein Polynom in 4 hochstens des Grades r . n dar; den Grad r . n hat das Polynom
genau dann, wenn die Matrix 4, nichtsingular ist.

Wenn wir r = 1 und 4, = E legen, dann stellt das Polynomialproblem ein Eigen-
wertproblem der Matrix — A4, dar. Wenn man » = 1 legt und 4,, A4, beliebige Matri-
zen sind, dann nennt man dieses Problem oft verallgemeinertes Eigenwertproblem.

Diesem Problem widmet man eine groBe Aufmerksamkeit, und zwar sowohl den
numerischen Methoden der Losung (siche z.B. [5,7, 8,9, 10, 12, 13]), als auch den
Eigenwertabschitzungen, wie z.B. aus [3, 6, 7, 11] hervorgeht. HADELER [7] befaBt
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sich allgemeiner mit der Aufgabe, und zwar mit den Eigenwerten des Operatorpo-
lynoms

4 P(2) = FAg + ¥ A, + ..+ A,

Da sind A4, beschrinkte Operatoren im komplexen Banachraum B. Bei A, = E findet
man in [7] die Behauptung, daB das Spektrum o des Operators P(1) gleich dem
Spektrum eines linearen Operatorpolynoms 4 — AE ist, wo der lineare beschrinkte
Operator A auf dem Banachraum B" durch die Matrixdarstellung

(5) ro E o0 .. 0 0]
o O E ... O o
4= o O o ... O (0]
o 0 o .. O E
_Ar _Arfl '_ArAZ cee »—AZ _AI

definiert werden kann.
Aus der Form des Operators A ergeben sich folgende Abschidtzungen fiir
(6) r = Max |7| .

lea

Siehe [7], Satz 3:
(7 r
(8) r

Diese SchluBfolgerungen kann man auf das angefiihrte, durch die Gleichung (1)
gegebene Polynomialproblem anwenden. Es ist demnach das Polynomialproblem von
Eigenwerten mit der nichtsingularen Matrix A, im Sinne des gleichen Spektrums
mit dem Eigenwertproblem der Matrix A identisch, wenn man A folgenderweise
definiert:

IA

Max [1,3: 4,11,

Max [||4,

I\

|1+ Max |4,]].
15vsr—1

9) 0 E 0 ... 0 07
0 0 E .. 0 0
U 0 0 0
0 0 0 .. 0 E

| —4, A, —4,, ... =4, —4,|.

Im Falle der singuldaren Matrix A4, ist es auch moglich das Polynomialproblem zu
,,linearisieren‘“. Es ist leicht nachzuweisen, daB3 das Polynomialproblem (ohne Vor-
aussetzung, daB die Matrix A, nichtsinguldr sein muB) mit folgendem verallgemei-
nertem Problem im Sinne des gleichen Spektrums identisch ist:

(10) (2B + By)x =0,
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wo die Matrizen B,, B, folgende Form haben:

(11) —-E 0 0.. 0 0
0 —-E O0.. 0 0
B—| © O-E.. 00
0 0 0..-E 0
0 0 0 0 —4p 1,
(12) 0 E 0 0 0 ]
0 0 E 0 0
O 0 0 0
0 0 0 .. 0 E
| A, —A,_, —A,_, ... =4, —A,].

2. Zum Eigenwertproblem von Matrizen gibt es sogenannte Gerschgorinabschit-
zungen. Man kann sie in folgender Form nach [4] ausdriicken:

Sei A = (a;;) eine quadratische Komplexmatrix. Dann liegen alle Eigenwerte
dieser Matrix im abgeschlossenen Gebiet D, welches die Vereinigung der Kreise

(13) |z = au = R,

(14) Ri=Ylayl, i=12..,n
jFi

ist.

Da werden Abschitzungen fiir das Polynomialproblem gebracht, welche eine Ver-
allgemeinerung der Gerschgorinabschétzung darstellen.

Sei A der Eigenwert und x der entsprechende Eigenvektor des Polynomialproblems.
Dann gilt die Beziehung (1), was bei der Bezeichnung A4, = (,a;;) das bedeutet, daB
die folgenden Gleichheiten gelten:

(15) A Y oayx; + ANy qax; + ..o+ Y ax;, =0, i=1,2..,n.
J J

J

Sei k ein solcher Index (1 < k < n), daB fiir alle j = 1, 2, ..., n die Beziehung

(16 e
gilt.
Dann geht aus der k-ten Gleichung des Systems (15) die Giiltigkeit der Beziehung
(17) /I’Z o X; + ATEY qagx; + o+ Y ax; =0
J J J
hervor.
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Da x, #+ 0 nach der Beziehung (16) ist, geht daraus die Giiltigkeit der Beziehung

r r—1 —
(18) A 0kk + A 10k 4+ ...+ P =
X X; X
_ r J r—1 J J
= =Y oa; = A Yyt - =Y e
j¥k Xk j¥k X j*k Xy
hervor.

(i) Setzen wir voraus, dal} ill < A ist, wo A eine beliebige positive Zahl darstellt.
Dann gilt auf Grund der Beziehung (16)

(19) |7 oa + A yag + o+ ag S ATY Joa| + ATEY |ia| + o
Tk j*k

+ )
¥k

rakjl .

Bezeichnen wir M® die Menge aller 4, die die Ungleichung (19) erfiillen. Dann sieht
man, daB 4, welches den Eigenwert des Polynomialproblems darstellt und die Bedin-
gung [il < A erfiillt, in der Menge I liegt, wo

(20) M= 0 (MO0,
k=1

(21) L= 60 ]2] £ 4)

1st.

(i) Setzen wir voraus, daB |2| > A ist, wo A die jeweilige Zahl aus dem Fall (i)
vorstellt. Wenn wir

(22) u=it
legen, dann gilt
(23) 0<|u<at.

Betrachten wir nun ein Polynomialproblem mit der Existenz einer nichttrivialen
Losung der Vektorengleichung

(24) (WA, + w4, + ...+ Ag)x =0,

wo die Matrizen Ao, 4y, ..., A, die Matrizen des durch die Gleichung (1) gegebenen
Polynomialproblems darstellen (siehe [10, 13]).

Wir werden auch das Polynomialproblem, welches durch die Gleichung (1) gegeben
ist, als das Polynomialproblem (I) bezeichnen und in gleicher Weise werden wir iiber
das Polynomialproblem (II) sprechen, wenn dieses durch die Gleichung (24) gegeben
ist.

Es ist ersichtlich, daBl u + 0 gerade dann der Eigenwert des Polynomialproblems
(I1) ist, wenn A = 0, mit u durch die Beziechung (22) verbunden, den Eigenwert des
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Polynomialproblems (I) darstellt. Im Falle (ii) geniigt also das Verfahren im Falle (i)
mit dem Polynomialproblem (II) und mit der Voraussetzung (23) zu wiederholen.

Definieren wir also folgende Mengen:

(25) M® = &(u; |lir g + 1T g+ Oakkl =
477y ,akj[ + ATy ,-la,,jl + ...+ Zloakj]). k=1,2,...n.
jFk Tk ¥k

Wenn p der Eigenwert des Polynomialproblems (II) ist und (23) gilt, dann liegt u
in der Menge M, wo

(26) : M= MO0,

ist.
Das heifit, daB im Falle, wo 4 der Eigenwert des Polynomialproblems (I) und
|A] > A ist, liegt dieses A in der Menge

(27) M =UMN L),

wo’ :

(28) M® = g0 =p" u*0, peM®), k=1,2,...,n,
(29) Ja= 60512 > 4)

sind.

Daraus ergibt sich also folgender:

Satz 1. Sei das Polynomialproblem (l) gegeben und sei A eine beliebige positive
Zahl. Dann liegen alle Eigenwerte dieses Problems in der Menge M U M, wo die
Mengen M und M durch die Beziehungen (20) und (27) gegeben sind.

Es ist demnach ersichtlich, daB3 die Abschdatzung nach Satz 1 keine Vorausset-
zungen fiir die Matrizen Ay, Ay, ..., 4, erfordert. Die Abschitzung ist aber von der
Wahl der Konstanten A abhingig. Es ist moglich fiir A einige Schranken fiir den
Spektralradius r, z.B. nach der Bezichung (7) oder (8), zu setzen und diese Kom-
bination zweier Typen von Abschitzungen fiihrt natiirlich dazu, dal man die Menge
9% nicht erwéigen muB, da in der Menge M keine Eigenwerte liegen konnen, wie aus
(27) sofort ersichtlich ist. Trotzdem verliert die Moglichkeit die Konstante A belie-
big zu wihlen nicht ihre Begriindung, weil man bei verschiedener Wahl von A auch
verschieden ,,genaue Abschdtzungen erhilt. Eine, in irgendwelchem Sinne opti-
male Auswahl der Konstante A, wird in dieser Arbeit nicht untersucht.

Folgerung 1. Die Abschdtzung nach Satz 1 fiir r =1, Ay = E, A, = —A ist
eine Gerschgorinabschdtzung oder enthdlt das Gerschgoringebiet D.
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Die Mengen M® nach (19) haben die folgende Form:

(30) MO = g5 |4 — au| £ Y |agl). k=1,2...n.
j*k

Aus dieser Beziehung ist ersichtlich, daB die Mengen M® gerade die Gerschgorin-
kreise aus der Beziehung (13) darstellen.

Nach (28) haben die Mengen M*’ folgende Form:

M® . BI
(31) M® = &4 |2 + jau] < Az|lakj|), k=1,2,...,n
¥k

Da nach (20), (26)

(3 MU = (U (M9 1) U U@ N1 1)
ist, siecht man sofort, dal3

(33) DcMyUM

ist.

Folgerung 2. Beachten wir nun niher die Form der Menge M®, Nach der obigen
Beziehung (19) ist

(34) M® = g(2; |/1’ ok + ..o + ,akk| Ay |0akjl + ...+
jFK

Der Ausdruck

(35) P() = X oame + A7 qa + ..+ La

stellt ein Polynom eines bestimmten Grades in der Verdnderlichen A dar. Trivial ist
der Fall, wenn P(1) = ,ay ist. Dann ist entweder M® = @ oder M® = K, wo K
die Komplexebene bezeichnet. Sei also P(4) ein Polynom des Grades Iin A (1 < | < r).
Dann ist

(36) P(2) = wag(h = A1) o (2 = A,

WO 4y, ..., 4, die Nullstellen des Polynoms P(4) sind. Daraus ergibt sich:

(37) M® = &5 [ = Ay| ... |2 — 4| £K),
wo
(38) K = (A Z loai;| + A"~ ‘2 liaw| + -

Ilakkl

ist.
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(i) Sei A e M®, dann existiert so ein Index j, daB fiir alle i die Ungleichheit

(39) |2 =2 < |2 — 4
gilt und demnach
(@) IS
d.h. A e K ist, wo
(41) K =& |2 - 4| = JK)
darstellt.

Daraus geht hervor:
(42) ME = N® |
wo
(43) N = ) K

J

ist.

(i) Sei 1e M® N J,, dann gilt
(44) |2 — 2;| =2 Max (0, |4} — |4]) = Max (0, |4,| — 4) = 4;

fiir beliebiges j. Definieren wir die Mengen M{":

(45) MP = &(; |2 — 2 [TA £K), j=12..,1.
i¥j

Dann gilt:

(46) MONJ)eMPN...OMPN L)

Diese Folgerung ist fiir die leichtere Feststellung der Form der Menge 9 wicf]tig.
Alles, was in dieser Folgerung angefiihrt worden ist, kann man analogisch fiir die
Mengen M®, 9 beniitzen.

3. Fiir die Gerschgorinabschitzung gilt der Satz iiber die Verteilung der Eigen-
werte in bezug zu den einzelnen Kreisen (siehe [4]) Fiir die Abschiatzung nach Satz 1
gilt folgender:

Satz 2. Seien M®, M® (k = 1, ..., n) Mengen aus dem Satz I und sei x so ein
Index (1 £ % < n), dap fiir alle k + x die Menge

M® N 1)U (M0 o)

mit der Menge
M0 1) UM Ja)

punktfremd ist. Dann kénnen in der Menge (M® () J,) U (M™ () J4) hichstens r
Eigenwerte des Polynomialproblems liegen.
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- Folgerung 3. Die Menge, die eine Vereinigung von q Mengen des Ty pes
(MO0 1) UMD N 7,)

darstellt und welche mit den anderen n — q Mengen dieses Types punktfremd ist,
enthdlt hochstens r . q Eigenwerte des Polynomialproblems.

Beweis. Wenn es den Satz 2 zu beweisen gelingt, dann ist die Folgerung klar.
Definieren wir folgende Matrizen (u ist ein reeller Parameter):

Wig U lyy e Uy,
U,y Gy ... U. dg,
(47) Afu) = | u.a3; u. s ... u.a;,

Uy U iGyy oo
firi=0,1,...,r.
Dann gilt (i) 4,(1) = 4, firalle i,

(ii) A4,0) = diag[;ay(s--» iGnn) - ‘
Wenn wir das Polynomialproblem mit den Matrizen A4,(0) erwigen, dann sind die
Eigenwerte gerade die Nullstellen des Polynoms D(1), wo

(48) D(2) = (A o@yy + o+ 1) oo (X 0lpy + oo + Ly

ist. Die Nullstellen dieses Polynoms sind aber gerade ,,Zentren aller Mengen M®,
M®_ Erwigen wir weiter, daB die Determinante

(49) det (A" Ao(u) + 771 A,(u) + ... + A(u))

eine stetige Funktion des Parameters u und der Eigenwert A eine stetige Funktion des u
darstellt.

Sei also x ein Index mit der angefiihrten Eigenschaft. Wie bereits angefiihrt wurde,
liegen die Nullstellen des Polynoms

(50) Aol + A, .+ a,,

in der Menge (M® N J,) U (M® N J,). Aus der stetigen Verdnderung der Eigen-
werten fiir u, welches von 0 bis 1 ansteigt, geht hervor, daB in der Menge (M*' N J,) U
U (M* N J,) nicht mehr als r Eigenwerte des Polynomialproblems liegen konnen.

4, Beispiel. Seir =2, n =2, 4, = E,

A, = 01 A, = 25 1
14], 1 -5].

det A(X) = A* + 42> + 1927 + 982 — 126.

Dann gilt

127



Die Annidherungswerte der Eigenwerten A; und der nach (23) zu ihnen gehorigen
Werten p; (i = 1, 2, 3, 4) sind folgende:

i Ai u;

1 1,026 148 0,974 517

2 —5,053 709 —0,197 874

3 0,013 778 4 i 4,928 943 0,000 567 — 70,202 872
4 0,013 778 — i 4,928 943 0,000 567 - /0,202 872

Wenn wir die Abschétzung (7) beniitzen, dann ist
< Max[1, [A,] + 4,01 2 31
Nach der Abschitzung (8) gibt es:

r < Max[|4,], 1 + || 4,]] < 26.

Wir beniitzen nun die Abschidtzung, welche durch Satz 1 gegeben wird. Es gilt:

MD = g(2; |22 + 25| < 4 + 1),
MDD =g |22 + 44 -5 <A+ 1),
MO = &(u; 257 + 1] s 472 + A7),

M® = &(u; |=5u* + 4p + 1] £ 472 + 47Y).
Wenn wir die Beziehungen (20) und (27) beniitzen dann gilt

M = (MO YMD) ],
M = (MO UMD) Ny,
wo nach (28) '
MY =60 =p " 1w+ 0, pe MD),
M® = 8054 = p~', 1+ 0, pe M®)

sind.

Wir werden nun die Konstante A verschieden wahlen. Der Anschauung wegen
beniitzen wir nicht die Mengen M®, M® selbst, sondern die Kreise K und die
Mengen N® nach Folgerung 2, Teil (i), Bezichungen (41)—(43). Im Falle der Mengen
M® beniitzen wir die Bezeichnung K¢, N® in demselben Sinne.

Auf Bildern wird man die Mengen K (j = 1,2; k = 1, 2) nach (41) und die
Mengen K (j =1, 2; k = 1, 2), welche in demselben Sinne den Mengen M™), M®
entsprechen, sehen. Die Mengen, in denen die Eigenwerte A; oder die Werte y; = A;*
liegen, sind durch die schraffierten Fldchen gegeben.
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(i) Wenn A = 2 ist, dann sind die Mengen M®, M@, MD . M® durch folgende
Ungleichungen definiert:

MD: |2 = 5if 4+ 50 3
. M®: |2+ 52 —1] £3
MD: | — 0.2i] |u + 0,2i] < 0,03
M®: |u—1]|e + 02| £0,15.
Siehe Abbildungen 1 und 2.

7
K;

Abb. 1.

Abb. 2.

(i) Wenn man A = 6 legt, dann bekommt man folgendes:
M©D: |7 = 5| |2 + 51| £ 7
M®: 2+ 5 [a -1 =7
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Abb. 5.

(iii) Sei endlich A = 26. Dann haben die Mengen folgende Form:
MO |2 = 5i| |4+ 5i] <27
M®: |3+ 54— 1] =27
M®: | = 0.2i] |u + 0,2i] < 0,00016
M@ |u = 1] |u + 0,2 < 0,008

Siehe Abbildung 5 (In diesem Fall werden die Mengen kﬁ-") auf dem Bild nicht ange-
fiihrt, da das in Betracht ihrer ,,Kleinheit*‘ unméglich ist).
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Souhrn
ODHADY VLASTNICH CISEL POLYNOMIALNIHO PROBLEMU

Joser HOIDAR

Bud dédny ¢tvercové matice A,, Ay, ..., A, fddu n. Polynomidlni problém vlastnich
Cisel je charakterisovdn rovnici

(FAg + XA+ .+ A)x=0. -

Je ukdzdn tvar matic B,, B, fddu r x n takovych, Ze vlastni Cisla polynomidlniho
problému jsou totoznd s vlastnimi &isly problému

(ABo + B))x = 0.
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Vlastni ¢isla polynomidlniho problému leZi v mnozing M U Mk (Véta 1), kde

M=UMNJ), M=UMN7J,,
P k

.

4 je kruh o poloméru 4, J, jeho vnéjsek. Mnoziny M® jsou tvaru:
MO = 80 12 gap + A ja + ot an] S ATY |oag] + o+ Y Lag])
- ¥k JFk
(podobné M®). Tento odhad je pro pfipad r = 1, A, = E Ger3gorinovym odhadem
pro vlastni ¢isla matice.
RozloZeni vlastnich &isel v mnozing I |J I je zdvislé na jeji struktute. Je-li jedna

z mnozin (M® N /) U (M® N J,) disjunktni s ostatnimi, leZi v ni nejvyse r vlastnich
¢isel polynomidlniho problému (Véta 2).

Anschrift des Verfassers: Josef Hojdar, MU CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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