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SVAZEK 14 (1969) A P L I K A C E M A T E M ATI KY ČÍSLO 2 

EIGENWERTABSCHÄTZUNGEN FÜR EIN POLYNOMIALPROBLEM 

JOSEF HOJDAR 

(Eingegangen am 10. Oktober 1967) 

1. Viele technische Aufgaben führen zum Problem der Auffindung der Nullstellen 
des Polynoms det A(X). Da ist A{X) eine Matrix, deren Elemente Polynome in X sind. 
Dieses Problem hängt eng mit Differentialgleichungen zusammen (siehe z.B. [1, 2, 5, 
7, 8, 10]). 

Definieren wir nun das angedeutete Problem genau. Seien r + 1 quadratische 
Komplexmatrizen A0, A1? ..., Ar der Ordnung n gegeben (r ^ 1, A0 ist keine Null
matrix). Die Aufgabe ist, solche komplexe Zahlen X zu finden, daß eine nichttriviale 
Lösung der Vektorengleichung 

(1) (XrA0 + r ~ 1 A 1 + . . . + Ar)x = 0 

existieren wird. 
Wir nennen dieses Problem weiter Polynomialproblem von Eigenwerten, die Zahlen 

X mit der angeführten Eigenschaft Eigenwerte und die zu ihnen gehörigen Lösungen x 
der Gleichung (1) Eigenvektoren. 

Man kann sehen, daß die Eigenwerte des Polynomialproblems gerade die Lösun
gen der Gleichung 

(2) det(2 r A 0 + XT'1A1 + ... + Ar) = 0 

sind. Die Determinante 

(3) d e t ( l r A 0 + Xr~lA1 + ... + Ar) 

stellt ein Polynom in X höchstens des Grades r . n dar; den Grad r . n hat das Polynom 
genau dann, wenn die Matrix A0 nichtsingulär ist. 

Wenn wir r = 1 und A0 — E legen, dann stellt das Polynomialproblem ein Eigen
wertproblem der Matrix —Al dar. Wenn man r — 1 legt und A0, Ax beliebige Matri
zen sind, dann nennt man dieses Problem oft verallgemeinertes Eigenwertproblem. 

Diesem Problem widmet man eine große Aufmerksamkeit, und zwar sowohl den 
numerischen Methoden der Lösung (siehe z.B. [5, 7, 8, 9, 10, 12, 13]), als auch den 
Eigenwertabschätzungen, wie z.B. aus [3, 6, 7, 11] hervorgeht. HADELER [7] befaßt 
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sich allgemeiner mit der Aufgabe, und zwar mit den Eigenwerten des Operatorpo
lynoms 

(4) P{X) = XrA0 + A ' - 1 ^ + ... + Ar. 

Da sind Ay beschränkte Operatoren im komplexen Banachraum ß. Bei A0 = E findet 
man in [7] die Behauptung, daß das Spektrum a des Operators P(X) gleich dem 
Spektrum eines linearen Operatorpolynoms A — XE ist, wo der lineare beschränkte 
Operator A auf dem Banachraum ßr durch die Matrixdarstellung 

(5) O E O 
O O E 
O O O 

O O O 

~ Ar-2 

o o 
o o 
o o 

0 E 

л2 
-Ax_ 

definiert werden kann. 
Aus der Form des Operators A ergeben sich folgende Abschätzungen für 

(6) 

Siehe [7], Satz 3: 

0) 

(8) 

г = Мах А . 

rŞMa_[l,£| |_L,|], 
v = l 

r g Max [||Aír||, 1 + Max \\AV 
__Śv = r - l 

Diese Schlußfolgerungen kann man auf das angeführte, durch die Gleichung (1) 
gegebene Polynomialproblem anwenden. Es ist demnach das Polynomialproblem von 
Eigenwerten mit der nichtsingulären Matrix A0 im Sinne des gleichen Spektrums 
mit dem Eigenwertproblem der Matrix A identisch, wenn man A folgenderweise 
definiert: 

(9) 

A = 

Im Pralle der singulären Matrix A0 ist es auch möglich das Polynomialproblem zu 
„linearisieren". Es ist leicht nachzuweisen, daß das Polynomialproblem (ohne Vor
aussetzung, daß die Matrix A0 nichtsingulär sein muß) mit folgendem verallgemei
nertem Problem im Sinne des gleichen Spektrums identisch ist: 

0 E 0 .. 0 0 
0 0 E .. 0 0 
0 0 0 .. 0 0 

0 0 0 .. 0 E 
Ar ~ Ar~ i — Л„_2 . .. -A2 -A 

(10) (ÅB0 + B_)x = o, 
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wo die Matrizen B0, B{ folgende Form haben: 

(H) -E 0 0 
0 - E 0 
0 0 - _ 

(12) 

^ i 

0 
0 
0 

0 
Aľ 

0 0 
0 0 

E 
0 
0 

0 
0 

0 
E 
0 

0 0 ~ 
0 0 
0 0 

E 0 
0 -л_ 

0 0 

-A r _ t — Ar-2 

0 E 

-Л2 - . 4 . 

2. Zum Eigenwertproblem von Matrizen gibt es sogenannte Gerschgorinabschät-
zungen. Man kann sie in folgender Form nach [4] ausdrücken: 

Sei A = (üij) eine quadratische Komplexmatrix. Dann liegen alle Eigenwerte 
dieser Matrix im abgeschlossenen Gebiet D, welches die Vereinigung der Kreise 

«i = EK-|, J = l,2,...,n 
1*І 

(13) 

(14) 

ist. 

Da werden Abschätzungen für das Polynomialproblem gebracht, welche eine Ver
allgemeinerung der Gerschgorinabschätzung darstellen. 

Sei X der Eigenwert und x der entsprechende Eigenvektor des Polynomialproblems. 
Dann gilt die Beziehung (1), was bei der Bezeichnung Ak = (fc0y) das bedeutet, daß 
die folgenden Gleichheiten gelten: 

(15) Xr £ o<*ijXj + ^r~~ Z ifl0'*/ + • • • + Z ^ O X J = ° > * = 1, 2 , . . . , n . 
I 1 I 

Sei fc ein solcher Index (1 ^ fc ^ n), daß für allej = 1, 2 , . . . , n die Beziehung 

(16) \xj\ g |*k| 

gilt. 
Dann geht aus der fc-ten Gleichung des Systems (15) die Gültigkeit der Beziehung 

(17) Xr £ 0akjxj + 2 r - 1 X _«*,/*/ + • • • + Z r<tkjXj = 0 
j j j 

hervor. 
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Da xk + 0 nach der Beziehung (16) ist, geht daraus die Gültigkeit der Beziehung 

(18) Ar
 0akk + l?~l

 xakk + ... + rak лкк 
X; 

— — % AJ Oakj — — % 2_- lakj " ~~ • • • ~ L, rükj — 
j*k Xk j*k Xh j*k Xk 

hervor. 
(i) Setzen wir voraus, daß |A| g A ist, wo A eine beliebige positive Zahl darstellt. 

Dann gilt auf Grund der Beziehung (16) 

(19) \kr
 0akh + A1"1

 xakk + .. . + rakk\ = / l r Z | 0 ^ - | + Ar~x ^ | i ^ | + ••• + 
j*k j*k 

+ EKI-
Bezeichnen wir M(k) die Menge aller A, die die Ungleichung (19) erfüllen. Dann sieht 
man, daß A, welches den Eigenwert des Polynomialproblems darstellt und die Bedin
gung |A| — A erfüllt, in der Menge d)i liegt, wo 

(20) 9 K = Ü ( M W n L ) , 
fc=l 

(21) ^ -= *(i; |A| g A) 

ist. 

(ii) Setzen wir voraus,, daß |A| > A ist, wo A die jeweilige Zahl aus dem Fall (i) 
vorstellt. Wenn wir 

(22) /i = A~1 

legen, dann gilt 

(23) 0 < \fi\ < AT1 . 

Betrachten wir nun ein Polynomialproblem mit der Existenz einer nichttrivialen 
Lösung der Vektorengleichung 

(24) (\irAr + ri
r~1Ar_l + ... + A0) x = o , 

wo die Matrizen A0, Au ..., Ar die Matrizen des durch die Gleichung (1) gegebenen 
Polynomialproblems darstellen (siehe [10, 13]). 

Wir werden auch das Polynomialproblem, welches durch die Gleichung (1) gegeben 
ist, als das Polynomialproblem (I) bezeichnen und in gleicher Weise werden wir über 
das Polynomialproblem (II) sprechen, wenn dieses durch die Gleichung (24) gegeben 
ist. 

Es ist ersichtlich, daß fi 4= 0 gerade dann der Eigenwert des Polynomialproblems 
(II) ist, wenn A + 0, mit fi durch die Beziehung (22) verbunden, den Eigenwert des 
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Polynomialproblems (I) darstellt. Im Falle (ii) genügt also das Verfahren im Falle (i) 

mit dem Polynomialproblem (II) und mit der Voraussetzung (23) zu wiederholen. 

Definieren wir also folgende Mengen: 

(25) M(fc) = g(n\ \lir
 rakk + //'l r _-a t t + . . . + 0akk\ g 

= ^ r l W + ^"r+1Z|r-i^j| + ... + E W ) , fc = 1,2,...,«. 
j * f e j * f c J + fc 

Wenn /x der Eigenwert des Polynomialproblems (II) ist und (23) gilt, dann liegt fi 
/-w 

in der Menge 9Ji, wo 

(26) M = \J(M°')()JA->) 
k 

ist. 

Das heißt, daß im Falle, wo X der Eigenwert des Polynomialproblems (I) und 
\X\ > A ist, liegt dieses X in der Menge 

(27) Wl = \J{M»C)]A), 
k 

wo' 

(28) M(k) = <$(!; X = p-^p + O^neM™), fc = 1, 2 , . . . , n , 

(29) L = 4A; |A| > A) 

sind. 

Daraus ergibt sich also folgender: 

Satz 1. Sei das Polynomialproblem (l) gegeben und sei A eine beliebige positive 
Zahl. Dann liegen alle Eigenwerte dieses Problems in der Menge 33t U ffll, wo die 
Mengen SR und 9Jt durch die Beziehungen (20) und (27) gegeben sind. 

Es ist demnach ersichtlich, daß die Abschätzung nach Satz 1 keine Vorausset
zungen für die Matrizen A0, Au ..., Ar erfordert. Die Abschätzung ist aber von der 
Wahl der Konstanten A abhängig. Es ist möglich für A einige Schranken für den 
Spektralradius r, z.B. nach der Beziehung (7) oder (8), zu setzen und diese Kom
bination zweier Typen von Abschätzungen führt natürlich dazu, daß man die Menge 
SM nicht erwägen muß, da in der Menge ffl keine Eigenwerte liegen können, wie aus 
(27) sofort ersichtlich ist. Trotzdem verliert die Möglichkeit die Konstante A belie
big zu wählen nicht ihre Begründung, weil man bei verschiedener Wahl von A auch 
verschieden „genaue" Abschätzungen erhält. Eine, in irgendwelchem Sinne opti
male Auswahl der Konstante A, wird in dieser Arbeit nicht untersucht. 

Folgerung 1. Die Abschätzung nach Satz 1 für r = 1, A0 = E, Ax = —A ist 
eine GerschgorinabSchätzung oder enthält das Gerschgoringebiet D. 
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Die Mengen M(fc) nach (19) haben die folgende Form: 

(30) M(fc) = S(X; \X - akk\ S I \akJ\) , k = 1, 2, ..., „ . 
j * f c 

Aus dieser Beziehung ist ersichtlich, daß die Mengen M(fc) gerade die Gerschgorin-
kreise aus der Beziehung (13) darstellen. 

Nach (28) haben die Mengen M(fe) folgende Form: 

(31) M^ = £(X;\X + xakk\ ^Y<\M) > * = 1,2, .. . ,n. 
A j±k 

Da nach (20), (26) 

(32) an u m = ( u (M(fe) n D ) u (u (*i(fe) n D ) 
k k 

ist, sieht man sofort, daß 

(33) D c sw U ^ 

ist. 

Folgerung 2. Beachten wir nun näher die Form der Menge M(fc). Nach der obigen 
Beziehung (19) ist 

(34) M(fc) = S(X; \Xr
 0akk + ... + rakk\ ^ Är £ |0afc,.| + ... + £ |rfljy|) . 

j*k j+k 

Der Ausdruck 

(35) P(X) = 2r
 0afck + X''1 iafcfe + ... + rakk 

stellt ein Polynom eines bestimmten Grades in der Veränderlichen X dar. Trivial ist 
der Fall, wenn P(X) = rakk ist. Dann ist entweder M(fc) = 0 oder M(fc) = «K, wo K 
die Komplexebene bezeichnet. Sei also P(X) ein Polynom des Grades / in X (1 ^ l ^ r). 
Dann ist 

(36) P(X) = lakk(X-l1)...(X-ll), 

wo Al5 ..., A, die Nullstellen des Polynoms P(X) sind. Daraus ergibt sich: 

(37) Mm = <f(A; |A - A.| ... |A - A,| g K) , 

wo 

(38) K = J - (A' X |0aw | + Ar-x 1 1 yakj\ + ... + £ |ra,,|) 
j % J + fc j*fc j*fc 

ist. 
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(i) Sei X e M(fc), dann existiert so ein Index j , daß für alle i die Ungleichheit 

(39) |A - A,| = |A - A,.| 

gilt und demnach 

(40) |A -Xjl'gK, 

d.h. A e Kj*> ist, wo 

(41) Kf = «?(A; |A - A,| ^ ^JK) 

darstellt. 

Daraus geht hervor: 

(42) M(fc) c N ( f c ) , 

wo 

(43) N(fc) = U K f 
i 

ist. 

(ii) Sei X e M(fe) f) JA, d ann gilt 

(44) \X - A,| ^ Max (0, \X,\ - |A|) ^ Max (0, |A,| - A) = A, 

für beliebiges j . Definieren wir die Mengen Mf: 

(45) Nif = < % |A - A,| [1 ^ * ) , j = 1, 2, ..., / . 
-* I 

Dann gilt: 

(46) (M<*> n D c= (M?> n • • • n M.4) n D • 

Diese Folgerung ist für die leichtere Feststellung der Form der Menge 9JI wichtig. 
Alles, was in dieser Folgerung angeführt worden ist, kann man analogisch für die 
Mengen M(fc), 9Jt benützen. 

3. Für die Gerschgorinabschätzung gilt der Satz über die Verteilung der Eigen
werte in bezug zu den einzelnen Kreisen (siehe [4]). Für die Abschätzung nach Satz 1 
gilt folgender: 

Satz 2. Seien M(fc), M(fc) (k = 1, ..., n) Mengen aus dem Satz 1 und sei x so ein 
Index (1 ^ x 5* n)9 daß für alle k 4= K die Menge 

(M(*>nL)u(ÄiwnL) 
mit der Menge 

(M^njÄ)v(M^njA) 
punktfremd ist. Dann können in der Menge (M(x) f) JA) U (M ( X ) f)JA) höchstens r 
Eigenwerte des Polynomialproblems liegen. 
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Folgerung3. Die Menge, die eine Vereinigung von q Mengen des Types 

(M^nDiKAPn'ju) 

darstellt und welche mit den anderen n — q Mengen dieses Types punktfremd ist, 
enthält höchstens r . q Eigenwerte des Polynomialproblems. 

Beweis. Wenn es den Satz 2 zu beweisen gelingt, dann ist die Folgerung klar. 
Definieren wir folgende Matrizen (u ist ein reeller Parameter): 

(47) A{u) = 

ian u . taí2 

u . ta2í \a22 

u . ta31 u . ta32 

Lu . tanl u . {an2 

.. u . iain 

.. u . ia2n 

.. u . iaЪn 

i^nn 1 

für i = 0, 1, ..., r. 

Dann gilt (i) -4/(1) = At für alle i, 

(ii) A/(0) = diagj> n , . . . - . , tann~\ . 
Wenn wir das Polynomialproblem mit den Matrizen A/(0) erwägen, dann sind die 
Eigenwerte gerade die Nullstellen des Polynoms D(X), wo 

(48) D(X) = (Яr

 0 đ „ + ... + rau)...(Å
r
 0a„n + . . . + ram) 

ist. Die Nullstellen dieses Polynoms sind aber gerade „Zentren" aller Mengen M(k), 

M{k). Erwägeri wir weiter, daß die Determinante 

(49) det(Я rA 0(u) + Л r - 1 A,(u) + ... + Ar(u)) 

eine stetige Funktion des Parameters u und der Eigenwert X eine stetige Funktion des u 
darstellt. 

Sei also x ein Index mit der angeführten Eigenschaft. Wie bereits angeführt wurde, 
liegen die Nullstellen des Polynoms 

(50) ^ Oaкx + ^ \axx + • • • + rax 

in der Menge (M ( x ) f) JÄ) \J (/Vl(x) f) JÄ). Aus der stetigen Veränderung der Eigen
werten für u, welches von 0 bis 1 ansteigt, geht hervor, daß in der Menge (M(x) f) JA) \J 

U (M(x) f) JA) nicht mehr als r Eigenwerte des Polynomialproblems liegen können. 

4, Beispiel . Sei r = 2, n = 2, A0 = E, 

*-[::]. *-[i-i]. 
Dann gilt 

det A(X) = A4 + 423 + 1922 + 98A - 126 . 
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Die Annäherungswerte der Eigenwerten X{ und der nach (23) zu ihnen gehörigen 
Werten \i{ (i = 1, 2, 3, 4) sind folgende: 

i Xt ßi 

1 1,026 148 0,974 517 
2 -5,053 709 -0,197 874 
3 0,013 778 + i 4,928 943 0,000 567 - i 0,202 872 
4 0,013 778 - i 4,928 943 0,000 567 + i 0,202 872 

Wenn wir die Abschätzung (7) benützen, dann ist 

r £ Max [1, HA!|| + | | A 2 | | ] ^ 3 1 . 

Nach der Abschätzung (8) gibt es: 

r S Max[ | |A2 | | , 1 + IIAil] S 26. 

Wir benützen nun die Abschätzung, welche durch Satz 1 gegeben wird. Es gilt: 

M(1) = 6\X; \X2 + 25| £ A + 1) , 

M(2) = S(X; \X2 + 4/1 - 5| ^ A + 1), 

/V|(1) = S(ii; |25/i2 + lj ^ A~2 + A"1), 

M(2) = 4 / / ; | - 5 / / 2 + 4/i + lj S A~2 + A"1). 

Wenn wir die Beziehungen (20) und (27) benützen dann gilt 

9JÍ = (Л^>UЛ1(2))ЛУл, 

ад = (M(l)UM(2))ПL, 

wo nach (28) 

M ( 1 ) = S{k\ X = p-1, n + 0, /i e M ( 1 ) ) , 

M ( 2 ) = <f(A; A = / i _ 1 , /z + 0, fi E M ( 2 )) 

sind. 

Wir werden nun die Konstante A verschieden wählen. Der Anschauung wegen 
benützen wir nicht die Mengen M(k\ M(/£) selbst, sondern die Kreise K(.fe) und die 
Mengen N(fc) nach Folgerung 2, Teil (i), Beziehungen (41) —(43). Im Falle der Mengen 
M(k) benützen wir die Bezeichnung Kf\ NCk) in demselben Sinne. 

Auf Bildern wird man die Mengen K(fc) (j = 1, 2; k = 1, 2) nach (41) und die 
Mengen K(-k) (j = 1, 2; k = 1, 2), welche in demselben Sinne den Mengen M(1), M(2) 

entsprechen, sehen. Die Mengen, in denen die Eigenwerte Xx oder die Werte \.i{ = A^1 

liegen, sind durch die schraffierten Flächen gegeben. 
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(i) Wenn A = 2 ist, dann sind die Mengen M(1), M(2), M(1>, M(2> durch folgende 
Ungleichungen definiert: 

M(2) 

A1(2) 

Siehe Abbildungen 1 und 2. 

\l - 5i | |A + 5i | S 3 

|A + 5| \Á - l | 5Í 3 

\fi - 0,2i | |/I + 0,2i | ^ 0,03 

|iU - li \ix + 0,2| ^ 0,15 . 

Abb. 1. 

Abb. 2. 

(ii) Wenn man A = 6 legt, dann bekommt man folgendes: 

M(1): |A - 5i| \X + 5i| ^ 1 

M(2): U + 5\ \X - ll <; 7 
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-o 
..o 

< 
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M(1): \fi - 0,2/| \n + 0,2/| ^ 0,00777 ... 

M(2): l/í - li \n + 0,2| ^ 0,03888... 

Siehe Abbildungen 3 und 4. 

^~-"~~~ " ^ ^ 
y ' ' ' ^ч 

/ \ 
/ 

ч\ 

1 
1 

1 Ĺ/ 

i fv 
i IV/ 

///v/vл 1 ł 

i ^7VYV 

1 lґ(гì/VVVУVXV 

'(^УУУvУ/i yvyyvyvk V(Z) 

\ VŹŹУУW WïШi 26,i 

\ ^щp /íyy/vл \ 

\ N щ 
/////Àu'W i 

VЛУ 
/ 

\ / 
ч / 
\ / 

\ / 
/ ч 

/ 
"* -̂  

s' 

^ • v ^ ,-'' 
" " • * — 

Abb. 5. 

(iii) Sei endlich A = 26. Dann haben die Mengen folgende Form: 

MV) 

żyjd) 

ЛÍ(2) 

|A - 5ř| |A + 5i| ^ 27 

\X + 5| |A - l | g 27 

\n - 0,2i| \n + 0,2i| ^ 0,00016 

|/x - l | \n + 0,2| ^ 0,008 

Siehe Abbildung 5 (In diesem Fall werden die Mengen K(fe) auf dem Bild nicht ange
führt, da das in Betracht ihrer „Kleinheit" unmöglich ist). 
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S o u h r n 

ODHADY VLASTNÍCH ČÍSEL POLYNOMIÁLNÍHO PROBLÉMU 

JOSEF HOJDAR 

Buď dány čtvercové matice A0, Au . . . , Ar řádu n. Polynomiální problém vlastních 
čísel je charakterisován rovnicí 

(ArA0 + Xr-lAt + . . . + Ar) x = o . 

Je ukázán tvar matic B0, Bi řádu r x n takových, že vlastní čísla polynomiálního 
problému jsou totožná s vlastními čísly problému 

(XB0 + Bx)x = o . 
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Vlastní čísla polynomiálního problému leží v množině sDl \J SJR (Věta 1), kde 

au = u (M ( t ) p ih) , wi = u ( M W n 1A), 
k k 

JA je kruh o poloměru A, JA jeho vnějšek. Množiny M(fc) jsou tvaru: 

M<*> = $(X; | l r
 o f l t t + ; r ' ,akk + ...+ rakk\ ^ A' £ \0akJ\ + ... + £ |ra„|), 

j*fc j*/c 

(podobně M(íc)). Tento odhad je pro případ r = 1, A0 = F Geršgorinovým odhadem 
pro vlastní čísla matice. 

Rozložení vlastních čísel v množině 991 (J 5R je závislé na její struktuře. Je-li jedna 
z množin (M(/c) f) J^) (J (M(fc) f) JA) disjunktní s ostatními, leží v ní nejvýše r vlastních 
čísel polynomiálního problému (Věta 2). 

Anschrift des Verfassers: Josef Hojdar, MÚ ČSAV, Žitná 25, Praha 1. 
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