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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY CisLo3

POZNAMKA KE KONTROLE RESENI SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC ZPETNOU SUBSTITUCI

FRANTISEK ZELINKA

(Doslo dne 28. brezna 1967.)

Po vyieSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic se provadi obvykle kontrola
pocetnich nepfesnosti zpétnou substituci do ptivodnich rovnic. V praktickych pfipa-
dech se Casto spokojime tim, Ze soustava je splnéna aZ na jisty reziduovy vektor,
ktery md podle naSeho soudu ,,dostate¢né maly* modul. (Také ndkteré metody
upfesiiovdni kofentl jsou zaloZeny na zp&tné substituci). V tomto ¢ldnku se zabyvdm
otdzkou, zda lze vZdy takovou kontrolu povazovat za postaujici kriterium pro to, aby
nalezené feSeni bylo moZno pfijmout za aproximaci pfesného feSeni soustavy a vy-
Setfuji pficiny, jejichZ vlivem muZe toto kriterium selhdvat.

Jako ilustraci uvedu nejprve piiklad:

Resenim tzv. Wilsonovy soustavy

S5xy + Tx; + 6x3 + 5x, —23=0,
Txy +10x, + 8x3 + 7x, — 32 =0,
6xy + 8x, + 10x; + 9x, — 33 =0,
5%y + Tx; + 9x3 + 10x, — 31 =0

se §patn€ podminénou matici W je x = [1;1;1;1]. Hledejme vektor x(¢) =
= [x4(e), x,(¢), x3(¢), x4(¢)]’ splitujici napf. vztah Wx(e) = [23 + ¢;32 — ¢;33 — ¢;
31 + ¢&]. S vZitim inverzni matice W™' dostaneme x(¢) = [1 + 136¢; 1 — 82¢;
1 — 35¢; 1 + 21¢]'. Dosazujeme-li postupné ¢ = 1; ¢ = 0,1; ¢ = 0,01 atd. zjistime:
Vektoru x" = [14,6; —7,2; —2,5; 3,17 piislusi reziduovy vektor r™ = 0,1[1; —1;
—1; 1]. Vektor x* nelze povaZovat za aproximaci pfesného feeni x, piestoZe
modul reziduového vektoru Ir(”] = 0,2. Dokonce ani vektor x® = [1,136; 0,918;
0,965; 1,021]" neni vhodnou aproximaci p¥esného FeSeni, pfestoZe reziduovy vektor
r® = 0,001[1; —1; —1; 1]’ md modul stokrdt mensi nez r®).

Lze vSak najit soustavy s koeficienty téhoZ fadu jako u soustavy Wilsonovy, kde
pii stejnych nepfesnostech ve slozkdch feseni bude modul reziduového vektoru jesté
mensi.
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1. Vyjdéme nejprve z pfedpokladu, Ze koeficienty i pravé strany rovnic soustavy
jsou ddny pfesné, a uvazujme, Ze byla rozfeSena soustava n linedrnich rovnic o n
neznamych

(1.1) Ax=0b

s nenulovym determinantem, (i kdyZ se jeho hodnota lidi pfipadné od nuly velmi
mdlo). Provadéjme kontrolu feSeni zpétnou substituci a zjiSfujme, jaké minimdlni
délky muZe nabyt reziduovy vektor, je-li délka vektoru nepfesnosti pfedem stanovena.

Vektor nepfesnosti, jichZ jsme se dopustili v feSeni soustavy ozna¢me u, odpovida-
jici reziduovy vektor budiz oznacenr. Pak je

(1.2) Ax +u)=b+r.
PonévadZ vektor x spliiuje rovnici (1.1) pfesng, z rovnice (1.2) plyne
Au=r.

Nasim ukolem je pfedevsim urcit minimdlni délku vektoru r v zdvislosti na délce
vektoru u. Hledejme tedy minimum skaldrniho souginu (r, r) = |r|2 v zévislosti na
konstantnim (u, u) = |ulz. Tento tkol je ekvivalentni problému: uréit maximum
skaldrniho souginu (u, u) = ]u[z, pokud (r, r) = |r|2 = konst., ktery snadno vyfe-
Sime geometricky. Za pfedpokladu det A # 0 je

(r,r) = (Au, Au) = (u, A’Au) .
Na pravé strané je redlnd positivné definitni kvadratickd forma ve sloZkdch vektoru u
se symetrickou positivné definitni matici A’A. Pfi [r[ = konst. dostdvdme
(u, A’Au) = konst. ,

Coz je rovnice kvadriky v n — rozmérném eukleidovském prostoru &,. (V troj-
Tozmérném prostoru pfedstavuje tato rovnice elipsoid.)

PongvadZ A’A je realna symetrickd matice, plati ([2], kap. 10, § 15, v&ta 4 o extre-
madlni vlastnosti charakteristickych &isel dané symetrické matice):

(1'3) umin(u> u) é (A/Au7 u) § :umax(u’ u) 2

kde u; (i = 1, 2,3, ..., n) jsou charakteristickd &isla matice A’A, p,;, = min (uy, ...

veos H)s Himax = Max (Ky, «ous fy)-
Délka vektoru u je nejvySe rovna hlavni poloose kvadriky, nejméné té nejmensi.
Podle (1.3) nejdeli poloosa md délku |F| ()~ %, nejkratsi || (4m,) ", plati tedy

1] (i) F 2 0 2 [P () 2

Ozna¢me u* vektor ve sméru nejdel§i osy. Pro vektor u* a k nému pfisludny rezi-
duovy r* plati v levé ¢dsti znaménko rovnosti. Vektor u* je kolinedrni s charakteristic-
kym vektorem matice A’A, jenZ ndlezi k jejimu nejmensimu charakteristickému
Cislu.
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Takto uréeny vektor r* splituje pozadavky kladené nasi otdzkou: jeho délka |r¥|
je minimdlni p¥i konstantnim Iu*[:

(1.4) lr*| = Iu*l (/lmin)% ;
pro soumérnou matici A plati pak obdobné
(L.4y ] = Ju] [l

kde 4; (i = 1,2, ..., n) jsou charakteristickd &isla matice A.

Zavedeme-li pro charakterizovani stability soustavy P a H ¢islo podminénosti pro
jeji matici a ozna&ime je o(A) a n(A) ([3] odst. 2, § 15, str. 152), miZeme (1.4) a (1.4)’
piepsat ve tvaru

(15) o = 1L )t resp. || = é%’:l)p.

;1(A) i|max *

Maximalni charakteristické ¢islo matice A'A a rovnéz i I/li max» Kd€ 4; je charakte-
ristické ¢islo matice A, je moZno shora omezit pomoci hodnot prvki matice A, nebot

(1.6) |#ilmax = (Hma)® = N(A),

n
kde N(A) je norma matice A, N(A) = (). a*)%, ay je prvek této matice.
i1

Uvazujme nyni mnoZinu .# vsech redlnych (pﬁpust’me na okamzik i moZnost
singuldrnich) matic Fadu n takovych, Ze N(A) < K, (K > 0, konstantni). Zvolime-li
libovolné malé &islo ¢ > 0, lze k nému najit takovou matici M e .# (resp. takovou
soum&rnou matici § € /), pro niZ pfi konstantnim |u*, plati Ir*l < e. Staci, aby

1.7) n(M) > ll—;ﬂ N(A), resp. aby ¢S) > h‘;l N(A),

kde lu*l je konstantni — dané, N(A) je podle pfedpokladu shora ohraniené, ¢ > 0
pfedem zvolené &islo. Nerovnost (1.7) splni vZdy kterdkoliv matice singuldrni
T e /. Vyloudime-li pfipad singuldrnich matic, utvofme napf. takovou reguldrni
matici M(6) € ./, jejiZ jediny prvek se 1isi od stejnolehlého prvku singuldrni matice
06 > 0, kde 6 je libovolné malé ¢islo. Zmengujeme-li postupné &islo 8, roste n(M(9)),
takZe dojdeme nutné k matici M(,), jeZ uvedenou nerovnost spliiuje.

Zndsobime-li soustavu Ax = b libovolnym redlnym &islem ¢ + 0, plati pro A{"
noveé vzniklé matice A, = cA vztah

A0 e = [e] 2

max

a z rovnice (1.6) vyplyvd, Ze rovn&z

E}

|r%] = e |
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nebot pokud ic| nedosahuje neomezené velikych hodnot, je g(Al) = Q(A). Volime-li
ce(O; 1), pak soucasng s délkou reziduového vektoru se zmensi i norma matice
soustavy, nebot N(A,) = |c| N(A) < N(A).

Cim je tedy matice soustavy hiife podminéna a ¢im je norma matice mensi, tim
mensi délky reziduového vektoru miizeme dosdhnout pfi pozadované konstantni
délce vektoru neptesnosti, (a tedy tim je zp&tnd substituce méné& prikaznym kriteriem
pro piesnost feseni).

2. Ve vétsiné technickych problémi, jez vedou na soustavy linedrnich algebraickych
rovnic, jsou viak prvky matice soustavy i pravé strany vysledky méfeni &i vypocti,
a jsou tedy zndmy jen s uréitym stupném piesnosti.

Necht x je feSenim soustavy

(2.1) Ax = b R

kde A a b jsou ddny pfesné. A je redlna reguldrni matice, b redlny vektor. ProtoZe
prvky matice A i pravé strany byly ziskdny méfenim, musime misto matice A uvazo-
vat matici A + °A, kde °A je matice nep¥esnosti, a rovnéZ vektor b je zndm jen p¥ibliz-
né s nepfesnosti °b. Analyticky lze popsanou soustavu zapsat ve tvaru:

(2.2) (A+°A)(x + °x) =b + °b,

kde °A = [%ay], °b = [°b,, ..., °b,]’, a kone&n& vektor °x = [°x, ..., °x,] znadi
zménu v Yedeni, zplisobenou zm&nou matice A o °A a zménou b o °b. Pfitom necht
(2~3) Caged—ay, o0y, °biel—BuB,

kde oy, f; jsou horni hranice absolutnich nepfesnosti pfislusnych prvki a; matice A
a slozek b; vektoru b.

Matici A budeme povaZovat za symetrickou, positivn€ definitni. (Neni-li tato
podminka spln&na, lze soustavu (2.1) upravit na

A'Ax = A'b,
kde A’A této podmince vyhovuje.) PongvadZ A je symetrickd, je i °A symetrickd,

i kdyZ obecné nemusi byt positivné definitni.
Uvazujme posloupnost symetrickych, positivné definitnich matic fddu n

(2.4) ‘A A A, L,
takovou, Ze
1(1A 1A 1(2A) 5(?A
(25) </“1(11in)7 j'l('nax)> < </'min)’ /‘E'na3> <

kde 2% (i = 1,2, ..., n) oznaduji charakteristické &islo matice A, pfi¢emZ prvky
viech téchto matic jsou stejného fddu. Takovou posloupnost je vZdy mozZno sestrojit
(napf. [4], odst. 5).
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Dosazujme postupné matice (2.4) za A do soustavy (2.2).

Zvolme K > 0 libovolng velké kladné &islo, pak v posloupnosti (2.4) lze najit
natolik $patn& podminénou matici *A, u niZ je moZno provést takové zmény prvki
v mezich danych podminkami (2.3), aby jim odpovidal v soustavé (2.2) pro zm&ny “’x[
interval <{0; K.

Ze takovd matice A = “A skutedng existuje, ovéfime jeji konstrukci a konstrukci
vhodné matice zmén °A. Oznaéme A%, (i = 1,2, ..., n), charakteristickd &isla mati-
ce A, a obdobng AA*°A charakteristickd &isla matice A + °A a na soustavu (2.2)
aplikujme vysledky pfedchoziho odstavce (vztah (1.4)"). Dostdvdme

|b + °b]

0 —
|x + OX|pae = g
I i lmin

Ponévadz plati |x + °x| < |x| + |°|, dostaneme zde

b+ °b
x| + [°x| = IJ‘TJ"W."L
odkud
oxf 2 20y
B |}'(A+0A) min -

S uZitim toho, Ze |x| = IA’IbI, dostaneme na zdklad¢ (2.1) a ([4], odst. 3):

b + % bl
|°x| = W o(A + °A) — %{Q(_A),
odkud
(A) b+0b! Q(A+0A)
26 0 J_L Amax ‘ _1 .
( ) | I = Af,:,)x Q( {|15A+0A)'nmx !b! Q(A)
Zvolime-li °A skaldrni matici °A = — [§], kde 0 < 6 < min oy, 6 < A%,

a vektor °b tak, aby pro viechna b, bylo sgn b, = sgn °b,, pak

(A) (A+04A) ‘*(A) N
}max > IAL max = “max — 0>
b+ o8] = ]
a koneéné
/{(A) -3 1(A)

max /mﬂx
o(A + °A) = TR > = o(A).

‘min “min

Pravd strana nerovnosti (2.6) je nyni kladnd pro kazdou z matic A = "A, kde "A
je libovolnd matice z posloupnosti (2.4). Pondvadz prvky matic 'A, ?A, 3A, ... jsou
téhoz Fadu, je |b|/A%), zdola ohranidené; o(A) roste, nebot o("A) < o("**A) a sou-

Casnd Y4 klesd, nebof ACA > 2C4'A) Oznatme A matici, pro niz je A(A <

'min 'min ‘min
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< min «;;. Prvky matice *A se lisi od stejnolehlych prvki jisté singuldrni matice velmi
malo a zvolime-li 8 = A%), je A + °A singuldrni matice, pro niZ ¢(A + °A) je neohra-
nifené, zatimco g(A) je konecné, a tedy |°xl nabyvd neomezené velikych hodnot.

PongvadZ ke kterékoliv z matic (2.4) Ize najit také takovou matici °A a takovy
vektor °b, jejichz prvky vyhovuji podminkdm (2.3) tak, aby |°x| = 0, (stadi nap¥.
zvolit %a, = kay, °b; = kf;, kde k je libovolné &islo takové, aby °a,, °b; splnily
podminky (2.3)), odpovidd zm&ndm prvki matice A v mezich pfesnosti, pro zmény
|°]| interval <0, c0).

Kontrola dosazenim je tedy v pfipadé $patné podminéné matice soustavy nepri-
kaznd. Zvolime-li |°x| a |°x*| ticba znatné odlisné, miZe pii $patng podminéné matici
soustavy A nastat pfipad, Ze pfi jistych zméndch prvki a,, b; v mezich pfesnosti,
vyhovi dané soustavé jak vektor x + °x, tak i vektor x + %x*.

Je-li matice Spatné podminénd, pak roste i vliv zaokrouhlovdni, které je nutné pfi
pocditdni na stroji, na pfesnost vysledku. Je-li pocet rovnic velky, obsahuje podetni
algoritmus mnoZstvi aritmetickych operaci a vliv zaokrouhlovdni miZe dosdhnout
takové vyse, Ze vysledky nejsou k praktické potfeb&. Pfitom vsak tyto nepfesné
vysledky, jak bylo prdvé ukdzano, mohou dané soustavé vyhovovat.
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Pesrome

K OLIEHKE TOUYHOCTU PEHMIEHUSA CUCTEMBI JIMHEAHBIX
AJITEBPAMYECKUX VPABHEHUM TIYTEM OBPATHOU
IMOACTAHOBKM

OPAHTUHIEK 3EJIMHKA (FRANTISEK ZELINKA)

B oueHKEe TOYHOCTH PEUICHUS CHUCTEMBI JIMHEHHBIX ajreOpanyeckux ypaBHEHHIA
nyTeM OoOpaTHOM MOJCTAHOBKU YaCTO IOBOJBCTBYIOTCS TEM, YTO, TOJCTABIISASA 3TO
pelleHue B JAHHYHO CUCTEMY, TIOJIy4arOT pe3ulyajibHBIH BEKTOP C ,,JIOCTATOYHO
MaJibiM'* MOZIyJIeM.

B Hacrosueit crathe naercst orBet Ha Bonpoc C. 1. Tynnepa [1]: ,,Kakosa Munu-
MaJjibHasl UTMHA Pe3u1yaIbHOTO BEKTOPA, €CIU IJIMHA BEKTOpa MOTPEIUTHOCTEl B pe-
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LIEHUM OCTaeTcsl mocTtossHHoW ‘. MccirenyeTcst BIMSIHUE IJIOXOH OOYCIIOBICHHOCTU
MaTpHUUBI CUICTEMBI Ha AJIMHY pe3uyaJIbHOro BEKTOpa.

B 3akJiroyeHue I0Ka3aHO, YTO, €CJIU ITEMEHTBI MATPUIBL CUCTEMBI U CBOOOIHBIC
YWICHBI SIBJISIIOTCS NMPUOJIMKEHHBIMM YUCJIAMH, MOXET B MpelesiaXx TOYHOCTH YHO-
BJIETBOPSITh JAHHOW CUCTEME BEKTOP, KOTOPBIA HeJIb3sl MPUHSTH B Ka4eCTBE MPUOITH-
JKCHUSI TOYHOMY DELIEHUIO.

Zusammenfassung

UBER DIE KONTROLLE DER LOSUNG DES LINEAREN
GLEICHUNGSSYSTEMS MIT HILFE
DER RUCKWARTIGEN SUBSTITUTION

FRANTISEK ZELINKA

Bei der Kontrolle der Losung eines linearen Gleichungssystems befriedigt man sich
oft dadurch, dass sich durch Einsetzen dieser Losung in gegebenes System ein Resi-
dualvektor mit ,,geniigend kleinem‘* Modull ergibt.

In diesem Artikel wird die Antwort auf die Frage von S. J. Tupper [1] gegeben:
Man sucht die minimale Linge des Residualvektors, wenn die Linge des Vektors der
‘Ungenauigkeiten in der Losung konstant bleibt.

Es wird der Einfluss der schlechten Bedingung der Matrix des Systems auf die
Linge des Residualvektors untersucht.

Zum Schluss zeigt man, dass, wenn die Elemente der Matrix des Systems un die
rechten Seiten der Gleichungen Niherungswerte sind, eine solche Losung, die weit
von der Aproximation der genauen LOsung ist, dem System in gegebenen Fehler-
schranken geniigen kann.

Adresa autora: Frantisek Zelinka, Severni 772, Hradec Kralové.
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