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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

ZAKLADY MAYOROVA - MISESOVA ZOBRAZENI

EpITA JANICHOVA, ADOLF K ARGER

(Doslo dne 30. ledna 1967.)

1. UvoD

B. MAYOR vybudoval v [1] zdklady zobrazeni, které pozd&i R. W. Mises ve [2]
pouzil k feSeni jednodussich uloh ze statiky. K. FEDERHOFER ve svém obsdhlém dile
[4] aplikoval zobrazeni Mayorovo-Misesovo a zobrazeni PRaAGEROVO [3] k FeSeni
tloh z prostorové kinematiky a kinetostatiky. V praci je poddna teorie zobrazeni,
které je urCitym zobecnénim Mayorova-Misesova a Pragerova zobrazeni a jsou
vyzdviZeny nékteré souvislosti s algebrou.

Autofi d€kuji prof. A. URBANOVI za &etné rady a pfipominky k této préci.

2. UVODNI POIMY

Budiz 2, projektivni prostor dimense 3 nad télesem R redlnych &isel a 2#,, 2
budte dvé jeho ruzné roviny. Pfimku p = £, n 2}, nazveme vyloucenou pfimkou.
Bud ddle ddna nesmgularm kolineace x : 2, — 2, pro kterou je Kkp=pa nesingu-
ldrni polarlta o @2 - P,, kde J’z znadi dudlni rovinu k £,, 9’2 = 2,. Korelaci
Ko : Jz — P, oznaéme p.

Budeme uvaZovat pouze ty pfipady, kdy zobrazeni indukovand p a x na p jedno-
duse souviseji s polaritou «. To nastane, jestlize

(1) a) Kp = ®p, b) Hp = 0p>

kde index znaci indukované zobrazeni, a témito dvéma pripady se budeme zabyvat.
Z (1) plyne pfedevsim, Ze p neni te¢nou kuZeloseCky, indukujici polaritu o, nebot
indukovand kolineace x, je podle pfedpokladu nesinguldrni. Uvedme dvé jednoduché

vlastnosti.
Z (1a) plyne:

nebof
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Z (1b) plyne:
(2) k,=1 a pi=1,
nebot

K, = (uo), = o5 = 1.

Oznaéme ap = P, kP = P’. Bod P’ se nazyvd hlavnim bodem, korelace o’ = rxox ™! :
‘P, > P, (97’2 je dudlni k 2%, ﬁ’z = 2}) hlavni polaritou («' je polarita, protoZe
(') = wax™'kax ™! = kP! = k™! = 1).

Dile je o, = o), nebof o’ = pux™" aje bud p, = o, k, = 1, nebo k, = a,, p, = 1.

Véta 1. Budiz A (a) libovolny bod (pFimka) z 2,. Potom kA (ka) a pA (pa) jsou
sdruZeny v hlavni polarité.

Dikaz. pA = (ko) A = o/(kA) a pa = (ko) a =0o'(ka).

Véta 2. Kolineace « se v pfipadé(1a) dd slo%it z promitdni a kolineace v roviné 25,
kterd md jednu slabé samodruZnou pFimku a jeden slabé samodruZny bod, v pFi-
padé (1b) je vytvoFena promitdnim.

Dikaz pro (1a): Necht S je libovolny bod pi¥imky PP’, neleZici v 2, ani v 5.
Kolineaci mezi 2, a &), vytvofenou promitdnim z bodu S oznaéme 7. Pak kn™?!:
1 P, —> P, md Zddané vlastnosti. (1b) plyne z Desarguesovy véty, nebot odpovidajici
si pfimky se protinaji na pfimce p a tudiz spojnice odpovidajicich si bodl prochdzeji
pevnym bodem. PovazZujeme-li 2}, za primétnu, lze kolineace x uZit ke dvoustopnimu
zobrazeni. V piipad& (1b) je to jeden z b&nych piipadt metody dvou stop, (1a)
je pak jeho urcitd modifikace. VSechny tilohy v dvoustopém zobrazeni se daji na
tento druhy pfipad pfevést. Stadi si v§imnout, Ze kolineace x’ je ddna involuci na vy-
loudené pfimce, parem dalsich odpovidajicich si bodl a slabé samodruZznym bodem
a je tedy dobfe zvlddnutelnd i konstruktivng.

3. INDUKOVANA POLARITA

Necht 77, je vektorovy prostor nad R dimense n. Oznaéme 2,_(¥",) projektivni
prostor viech 1-dimensiondlnich linedrnich soustav ve ¥7, a © necht je pfirozend
projekce z ¥, (bez nulového vektoru) do 2,_(#",). Kazdému linedrnimu zobrazeni
iy 1 ¥, — ¥, je piifazeno jediné linedrni zobrazeni fi; : 2,_(77,) = 2, (¥ ).
totiZ prdvé to, pro které plati

T =7, .

BudiZ nyni ¥, algebra dimense 3 nad R. Oznagme (a, b) soucin vektort 4, be ¥5.
Struktura algebry ve 775 indukuje bindrni operaci v 2,(7;) takto: Jsou-li 4, Be
€ P(¥3), pak definujme:

a) (4, B) = n(n"'A, "' B), pro (n"*A4, n"'B) # 0,

b) (4, B) neni definovdno pro (n~'4, 7~ 'B) = 0.

478



Zabyvejme se nyni otdzkou, kdy prdvé definovand bindrni operace uréuje korelaci,
kterd by pfimce 4B pfifazovala pravé bod (4, B), pokud (A4, B) md smysl. Plati

Véta 3. Indukovand bindrni operace urcuje korelaci prdvé tehdy, jestliZze

a) (a, a) = 0 pro vSechna a € 75, nebo
b) (a, b) = v, kde ve Y5 je pevny nenulovy vektor z 45, A€ R.

Dikaz: Najdéme souvislost mezi strukturnimi konstantami cf, algebry 77,
a koeficienty p*/ (i, j, k = 1, 2, 3) indukované korelace (oznatme ji ¢). Pfedpokld-

dejme, Zz ve ¥75 je zvolena pevnd base a Ze tato base je zdroven aritmetickou basi
123 .~ . y o .

v P,(V5); oznalme ¢;, = sgn<. i k>' Necht 2,(773) je opatfen dudlni basi k basi
LJ

ve 75, a necht a, b jsou linedrné nezdvislé vektory z ¥"5 o soutadnicich a’, b'. Jejich
pfirozené projekce budeme znadit stejnymi, ale velkymi pismeny. Pak pfimka spoju-
jici body A a B md rovnici (eijkaibj) x¥ = 0 a bod ji odpovidajici md soufadnice
cha’b¥. Indukovand bindrni operace v 2,(77;) urCuje tedy korelaci pravé tehdy,

jestliZe bod n(cf,a’b*) nezdvisi na volb& bodit A4 a B na ptimce AB.
Nechf tedy ni{ct,a’b*) nezdvisi na volbs 4, B na AB a necht existuje takovy vektor
aev;, a* 0,7z (a,a) + 0. Zvolme ddle vektory, b, c tak, aby a, b, c tvofily basi

ve ¥ 5. Pak ke kazdé dvojici 4, 4 € R musi existovat ¢ € R, aby platilo
(a, i@ + pb) = o(a, b) tj. A(a,a) = (¢ — p)(a,b),

a tedy (a, b) = v(a, a), 0 v e R. Analogické tvrzeni se dokdZe pro ostatni souciny
vektord a, b, c; (b, b) a (c, ¢) mohou pfitom byt nulové. JelikoZ a, b, ¢ tvo¥i basi,
plati pro kazdé dva vektory x, ye ¥’5 : (x, y) = A(a, a), Ae R a tim je ditkaz pro-
veden, nebot obrdcené tvrzeni je zfejmé.

V daliim budeme piedpoklddat, Zz (a, @) = 0 pro viechna a e 7”5, protoZe zby-
vajici pfipad je trividini. Mdme tedy

(3) . ;=0
aje

e a’b®) = ctalb* pro i, j,k1=1,2,3.
4 aib) = chaibt k, 1

Koeficienty p" korelace ¢ jsou definovdny takto:

Je-li s,x' = 0 piimka, je x* = p’s, odpovidajici bod. Dosadime-li do (4), dostaneme
op''epa’b® = cla’b¥, coZ md platit pro libovolnd a, b, ¢ je koeficient imérnosti,
musi tedy platit

(5) QP“EIjk = c_iik .
Z (5) plyne specidlné

(6) Cj'i = Ql’ilﬁzji = ‘}‘Q(P”F'lji - I’“fijl) = %05.',-;(1’” - I’“) .
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Tedy korelace ¢ je polaritou pravé tehdy, kdyZ cj; = 0.

Lemma: Je-li ¢, + cf; = 0 a ¢j; = 0, je "3 Lieovou algebrou.

Jestlize dimense ¥"5 = 3, plati i obrdceng.

Cérka vpravo nahofe znali derivovanou algebru algebry ;. Ditkaz se provede
pouzitim Jacobiho identity.

Véta 4. Indukovand korelace je definovdna pro vSecky pfimky, je-li (a, b) & 0
pro linedrné nezdvislé vektory a, b z ¥5; je nesinguldrni, jestliZe dim ¥} =
Je-li polaritou, je ¥ 5 Lieovou algebrou. Hodnost matice kuZelosecky indukujici
tuto polaritu je rovna dimensi ¥V},

Diusledek: Jestlize dim ¥"; = 3, je 73 Lieova prdvé tehdy, je-li ¢ polaritou.

Dukaz: ¥} je vektorovy prostor generovany vektory cj.kei, jsou-li e; vektory base.
Dimense tohoto prostoru je rovna hodnosti matice |¢}|, kde ¢; = c¥, tak, Ze (ljk)
je (123), nebo (231) nebo (321). Z (5) plyne ¢} = p’¢ a to ddvd tvrzeni o dimensi
derivace. Ostatni je snadnym dusledkem lemmatu.

Lieovy algebry s dim 775 = 3 nad R jsou dvou typt (oznaéme je I a II). V kazdém
z nich Ize vybrat basi e; tak, aby platilo

u typu It

(7) [eex] = e, [eses] =e, [e5e]=ce,,
u typu II:

(7a) [ee;] = —es, [ere;] =€, [es,e]=e,.

Je vidét, Ze algebry typu I indukuji polaritu k imagindrni kuZelosedce, algebry typu 1I
k rediné kuZeloseCce. Ostatni Liegovy algebry dimense 3 maji derivace niZsi dimense
a indukuji tedy singuldrni korelace (p¥ip. polarity).

4. M-VEKTORY A P-VEKTORY

UvaZzujme E; a v ném libovolnou rovinu E,; {a, b> necht zna&i antisymetricky
soudin (v pevné basi) vektort a, b ze zamgfeni ¥", roviny E,. Nazvéme Mayorovym-
Misesovym obrazem vektoru — krdtce M-vektorem — takovou dvojici o = (a, v),
kde a = E, je pfimka a ve ¥, Zze vektory X — Y a v jsou linedrné zdvislé pro
viechna X, Ye a. MnoZinu viech M-vektort oznaime IN.

Definice: Bud 0 € E, libovolny bod, « = (a, u), B = (b, v), y = (¢, w) € M a nechr
jeu + v £ 0.yeM nazyvdme souctem M-vektorii o a p, je-li

(8) w=u+yv, <U,O—X>+<V,0—Y>=<W,O—Z>
pro vSechna Xea, Yeb, Zec.
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Jsou-li & a B ddny, pak Z vyhovujici (8) jist& existuji. Budte Z;, Z, body vyhovujict
(8). Pak je

(W,0 =75 =(w,0 = Z,), atedy (w,Z, —Z)=0,

tj. vektory w a Z;, — Z, jsou linedrné zdvislé. Definice je tedy oprdvnénd a je rovnéz
vid&t, Ze nezdvisi na volbé bodu O. Protinaji-li se pfimky a, b, oznaéme R jejich
prisecik. Pak

{u,0 — RY +{v,0 —RY) =<{u+v,0 —R) ={(w,0 — R).

Pfimka ¢ prochdzi tedy také bodem R. Jsou-li a, b rovnobézné, dd se pfimka ¢
sestrojit s pouzitim déliciho poméru. Ndsobek M-vektoru « &islem A € R definujeme
takto: o = (a, Av). M-vektor a = (a, 0) nazvéme nulovym.

MnoZina 9 neni vektorovym prostorem, protoZe soudet pro u + v = 0 neni
definovdn. Na vektorovy prostor ji rozsifime takto:

V mnoZing M x M dvojic M-vektorii definujme ckvivalenci =: Jsou-li [o, f],
[of, B'TeM x M, pak [a, B] = [o, B'] prdvé tehdy, je-li

©) u+v=u+v,
W (0 = X)) + (v, (0 = Y)) =, (0 = X) + v, (0 =Y

pro viechny body X, Y, X’, Y’ na pfimkdch pfisluSnych M-vektorii. Vztah = je zfejms
ekvivalence. Vezméme neni mno¥inu M = M x I, tfid podle této ekvivalence
a definujme v ni soulet a ndsobek redlnym &islem pfirozenym zpiisobem:

Jsou-li A, Be 9, zvolme [o, "] € A, [B, B'] € B tak, aby soudty o + fa o + f
mély smysl. Snadno se lze presvédéit, Ze to skuteénd je mozné. Pak A + B je tfida,
do niZ patfi [« + B, o’ + ], 1A je t¥ida, do niZ patii [Ae, 1o]. Z (8) a (9) plyne,
Ze prdvé definované operace nezdvisi na vybéru prvku ve tfidé. Snadno se zjisti,
Ze plati tato

Véta 5. M je vektorovy prostor dimense 3 prFi prdvé definovanych operacich.

Tfidu obsahujici dvojici [, '], kde o’ je nulovy M-vektor, lze ztotoZnit s M-
vektorem «. Tim je ddno vnofeni 9 — M x M. MnoZina M — M je tvofena
tfidami, pro néZ je u + v = 0 a t&m neodpovidd Zddny M-vektor. Zcela analogicky
se dd vybudovat tato teorie pro objekty typu (4, v), kde 4 — O a v jsou linedrng
zavislé vektory, O je pevny bod v E,; fikejme jim P-vektory.

5. ZOBRAZENI MAYOROVO-MISESOVO A PRAGEROVO
Pouzijme nyni ivah pfedchdzejici Cdsti k zobrazeni vektorové algebry dimense
3 pomoci zobrazeni zavedenych v &dsti 2. Oznaéme E, projektivni rozifeni E,

a zvolme 25 = E;, P, = P,(¥"3), V'3 je zam&feni E,. 2, bud projektivni roziifeni
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libovolné roviny E), 7”5 necht je algebra indukujici nesinguldrni polaritu ¢ a o = ¢.
Plati ¥°3 = v, ® n~'P. Timto rozkladem je definovdna pfirozend projekce
my ¥ 3> ¥, Jeli ve¥ 5, nazveme dvojici (kmv, myv) P-obrazem vektoru v
a dvojici (unv, m,;v) Mayorovym-Misesovym obrazem vektoru v. Pozndmka: Je-li
ven 1P, je tieba nejdfive vektor vhodné rozloZit na dva vektory a jejich obrazem

je pak prvek z Mm — M.

Véta 6. Mayorovym-Misesovym obrazem vektoru je v pripadé (la) M-vektor,
P-obrazem vektoru je v pFipadé (1b) P-vektor.

(Ve zbyvajicich dvou ptipadech jsou to podobné objekty, jejichZ teorie je analogickd
a nebudeme se ji proto zabyvat. P-zobrazeni vektoru v piipadé (1a) uzce souvisi
s Pragerovym zobrazenim.)

Dukaz: Je-li ve ¥ a (unv, m,v) jeho Mayorv-Misesiiv obraz v pfipadé (1a),
je tfeba ukdzat, Ze pro kaZdé dva body X, Ye unv je n(X — Y) = nn,v. Oznalme i,
indukovanou projekci, definovanou v odstavci 3. Pak nn,v = #;nv. Mdme tedy
ukdzat, Ze n(X — Y) = fiynv. Bod m;nv oznaéme A. Body nv, P, A leZi na piimce
podle definice zobrazeni #%,. Najdéme jeji MayorGv-Misestv obraz. Z podminky (2a)
U, = 1 plyne: obrazem bodu A je pfimka s timto bodem incidentni; obrazem bodu P
je prfimka p, tedy rovnéz s timto bodem incidentni. u obrazem bodu =nv je tedy
piimka indicentni s A4, a tedy n(X — Y) = A; tim je dukaz proveden. Druhd ¢dst
diikazu je analogickd.

Lemma: Budte u, v, w € V"5 linedrné zdvislé, =, budiZ pfirozend projekce, defino-
vand néjakym direktnim rozkladem ¥"5 = ¥"{ @ ¥ 5, a to projekce na v",. Je-li
my(u), 7y (v), my(u + v) * 0,je u + v = w pravé tehdy, kdyz n,(u) + m,(v) = m,(w).

Ditkaz: Pfedng je u, v, w & 0. Necht w = au + pv. Pak je m,(w) = m,(u) +
+ my(v) a n,(w) = an,(u) + B m,(v). Z toho plyne & = 1, f = 1 pro u, v nezdvisld
a podobné pro zdvisld. Tim je dikaz proveden, nebot obrédcené tvrzeni je ziejmé.

Véta 7. Mayorovo-Misesovo zobrazeni je v piipadé (la) isomorfismem V¥,
na 9.

Ditkaz: Oznaéme Mayorovo-Misesovo zobrazeni pismenem m. Ze je zobrazenim
na je zfejmé. Pak staci ukdzat, Ze pro u, ve 775, 1 € R plati

a) m(Au) = Amu, b) m(u+v)=mu+ mv.
Z definice zobrazeni m plyne
mu = (unu, myu), mv = (unv, T,v).

Tvrzeni a) plyne z toho, Ze pmn(Au) = pn(u), =,(Au) = An,u, a tedy m(iu) =
= (pnu, imu) = imu.
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Tvrzeni b) plyne z 7,(u + v) = m;(u) + m,(v).

Lze pfedpoklddat, Ze m,(u), 7,(v), m;(u + v) + 0. Vektory u, v, u + v jsou linedrnd
zavislé. Tvrzeni pak plyne z lemmatu a z vlastnosti korelace p.

Stejnou vétu, jako je véta 7, Ize dokdzat pro P-zobrazeni v pfipadé (1b).

Ukazme je$té, jak se isomorfismus z véty 7 dd rozsifit na isomorfismus algeber.
Pro jednoduchost to udéldme pouze pro Mayorovo-Misesovo zobrazeni v pripadé
(1a) a budeme predpoklddat, Ze k' je otd¢eni kolem hlavniho bodu o +90°. Zvolme
ortonormdlni soustavu soufadnic s pocdtkem v hlavnim bodé P’, s vektory ey, e,
leZicimi v Ej. Stfed promitdni nechf je bod C = (0, 0, ¢), ¢ > 0. Struktura algcbry
necht je ddna vztahy (7). Hlavni polarita je polaritou ke kruZnici x] + x3 + ¢ = 0,
kde horni znaménko je pro typ I, dolni pro typ II. Za téchto predpokladii plati:

Lemma: Je-li vektor u = u; + u,, u, £ 0, r* = (X — P'), kde X € pnu, je
{r uyy = Feuy kdyZ k' je otdceni o +£90°.
Dukaz plyne ze vztahil

Iull : qul = ]r"l te, (knu— PYr'= Fc*,

pfi ¢emz horni znaménko plati pro typ I, spodni pro typ II. Zkoumejme nyni dva
vektory w, v, z nichZ napfiklad u lezi ve ¥7) a ukaZme, jak se zobrazi vektorovy
soudin (u,v) = w. M-vektor, pfislusny k vektoru w, je uren jednak p¥imkou
unw, jednak vektorem m;w. Pfimka pumw je poldrou prtseliku pfimek pnu a pnv
vzhledem ke kruZnici x + x3 4 ¢* = 0. Necht dané vektory maji sloZky u = u,,
u, =0, v=yv, + v, a nechf je w = w,; + w, vzhledem k rozkladu ¥’; = v, ®
@® n~'P. Po dosazeni bude

w = U, v) = Uy, vy + Vy) = Uy, Vi) + Uy, vy,

z ¢ehoZ je

Qug, vid = wy, Uy Vo) = wy.
Ze vztahu

r*,wy) = Few,
ziskdme
', wa) = Feduy, vy

neboli

|r*| |wa| sin = Felu,| |v,|sing.

Pro zjednoduseni volime vektor r" tak, aby

sin ¢ = —sin Y pro otdeni k" o +90°

It

sin @ sin Yy pro otddeni ¥ o —90°;

i



po upravé a déleni konstantou ¢ dostaneme pro délku vektoru w, vztah

[raw| = |wa| = (o] [va]) <[]
Vlastni konstrukce je patrna z obrdzku.

\

7

Obr. 1.

Vektory u,, v,, r¥ necht maji podteéni bod v bodé P’; pfimka unw je kolmd
na pnu = a (nebot u = u,), smér r* volime kolmo na smér v,, pfimku CD sestro-
jime kolmo ke spojnici AB. Pak AP'AB a AP'DC jsou podobné a strana P'D
ma délku ]nlwl. Orientace vektoru 7, w je ddna tthlem . V na§em p¥ipadé je n,w =
= (D — P'), je-li &’ otd€eni 0 —90°, m;w = (P’ — D), je-li k" otdGeni o +90°.
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Pes3rome
OCHOBAHUE M30BPAXEHUS MABIOPA-MUCECA

DAUTA SHUXOBA, AJOJI® KAPI'EP (EpiTA JANICHOVA, ADOLF K ARGER)

B pabote nmokaszaHo, YTo Tak HazpiBaeMoe U3o0paxedue Maslopa-Miceca sSBIsET-
¢ M30MOP(HBIM OTOOpAXKEHUEM MEXAY [ABYMS BEKTOPHBIMU IPCCTPAaHCIBAM,
a UMEHHO, MEX/Y MPOCTPAHCTBOM OOBIKHOBEHHBIX BEKTOPOB B ¥ 3 U MPCCTPAHCBOM

EUI Kze Mm — paciuupeHue MHoxecrsa map (a, v), TAC a — TpAMAsi, JICKALS B JaH-
HOM IJIOCKOCTH, U ¥ — BEKTOP, NapaJUleSbHbLi 3Toi npsamoit. Kpom: aroro mokasa-
HO, YTO TaK Ha3blBacmasi IJIaBHAs IOJLIPHOCTh MHAYUMpPOBaHa aJir.Opoii. B pabore
ObLTa HalieHa B3auMHasl CBSI3b MEXY UHAYLMPOBAHHOMN MOJIIPHOC, bIO U CiPOCHUEM
3ToH aynredphl. Oxa3pIBaeTCs, YTO UHAYLUUPOBAHHAS KOPPEIAUMS SBJISA21TCS HECAHTY-
JIAPHO# MOJIAPHOCTBIO TOJILKO TOTAA, €CIIM YIIOMSHYTas ajredpa sBJsI21Cs aredopoii
JIu u ee npousBogHas ajaredOpa sBJsieTCS TOR XKe caMoit anreOpoii. Takxk: Obuta npo-
U3Be/IeHa KJaccu(UKaLMsl 3TOro U300paeHus, U IOCTPOeHa MoAp<O6Has Teopus
TOJILKO OJJHOTO THIIA, MEPBOHAYAJIBLHO HA3BaHHOTO Mablop-Mucec, Tak Kak TeOpHs
OCTaJIbHBIX TUIOB SIBJISIETCS AHAJIOTUYHOM.

Zusammenfassung

GRUNDLAGEN DER MAYOR-MISES’SCHEN ABBILDUNG
EDITA JANICHOVA, ADOLF KARGER

In der Arbeit ist gezeigt, dass die sog. Mayor-Mises’sche Abbildung im Grunde
ein Isomorphismus zwischen zwei Vektorrdumen ist, und zwar zwischen einem Raum

der gewohnlichen Vektoren in ¥”; und einem Raum gjl, wo M die Erweiterung
der Menge 9 der Paare (a, v) ist, wobei a eine Gerade in der Ebene und v ein Vektor
mit ihr parallel ist. Weiter wird gezeigt, dass die sog. Hauptpolaritdt durch eine
Algebra induziert ist, und es ist ein Zusammenhang zwischen der induzierten Pola-
ritdt und der Struktur dieser Algebra gefunden. Weiter zeigt man, dass die induzierte
Korelation eine nichtsinguldre Polaritdt dann und nur dann ist, wenn die Algebra
eine Lie’sche Algebra ist, deren abgeleitete Algebra dieselbe Algebra ist. Ebenfalls
wurde auch die Klassifikation dieser Abbildung durchgefithrt und es wird eine
eingehende Theorie nur einer Art angefiihrt, die urspriinglich als Mayor-Mises’sche
Abbildung genannt wurde, denn die Theorie der iibrigen ist analog.
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