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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

EBENE POTENTIALSTROMUNG IM SPIRALGEHAUSE
ROTIERENDER STROMUNGSMASCHINEN

MiLo§ RUZICKA

(Eingegangen am 11. Mai 1967.)

1. EINLEITUNG

Die Stromung im Spiralgehduse rotierender Schaufelmaschinen hat einen kompli-
zierten Charakter, besonders im Falle, wenn das Spiralgehduse als ein Austritts-
gehduse der Schaufelmaschine verwendet wird. Der Umstand, dass die S‘Lrémung im
Spiralgehduse rotierender Stromungsmaschinen nicht potential ist, wird vorwiegend
durch zwei Erscheinungen verursacht:

1. Der Hauptstromung iiberlagert sich die sogenannte ,,sekundire® Stromung,
welche durch Bremswirkung der Seitenwéinde verursacht wird.

2. Im Spiralaustrittsgehduse entstehen hinter den Laufschaufeln die Nachiauf-
dellen.

In vorliegender Arbeit, welche nur einen ersten Schritt zur Beherrschung des
Stromungsproblems im Spiralgehduse darstellen will, werden diese Erscheinungen
ausser acht gelassen und die Strémung wird als eine Potentialstrémung behandelt.
Ausserdem werden iibliche Voraussetzungen eingefiihrt:

a) die Fliissigkeit ist inkompressibel,

b) die Stromung ist eben,

c) das Schaufelrad wird durch eine Wirbelquelle ersetzt,

d) fiir x —» oo nihert sich die Form des Spiralgehdiuses asymptotisch einem zur
x-Achse parallelen Streifen, wobei die Breite in‘der Richtung der y-Achse 27 gleicht;
die Geschwindigkeit nihert sich also dabei asymptotisch 1.

Im Verlauf der Arbeit werden weitere Einschrankungen gemacht:
e) Es werden nur solche Stromungsfelder konstruiert, innerhalb deren die Geschwin-
digkeit keine Nullpunkte aufweist; nur an der Wand des Spiralgehduses ist ein
Punkt (mit 4 bezeichnet) mit Nullgeschwindigkeit vorhanden.

Unter diesen Voraussetzungen kann man leicht mit der Methode der konformen
Abbildung die Beziehungen fiir die Form des Spiralgehiuses ableiten, falls der Ge-
schwindigkeitsverlauf an den Winden bekannt ist.
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Die Grossen x, y, welche die rechtwinkligen Koordinaten der Gehiuseform ange-
ben, werden in der Arbeit als dimensionslos betrachtet; die Koordinaten X, Y
(welche Lingeabmessung haben) sind mit folgenden Ausdriicken gegeben

1,1 X=—x,

(L.1) o

(1,2) . Y=~l—y,
2n

wo [ die Breite des (rechteckigen) Rohres im Unendlichen bedeutet. Auch die
Grosse u, welche die Geschwindigkeit an der Wand vorstellt, ist dimensionslos; um
reelle Geschwindigkeit zu bekommen, muss man die Grésse u mit dem Ausdruck
Q/Ih, in dem Q der Fordermenge und h der Hohe (zur Stromungsebene senkrechte
Abmessung) des Gehiuses gleichkommen, multiplizieren.

2. DAS BILD DES SPIRALGEHAUSES IN DER HILFSEBENE ¢{

In der Ebene werden rechtwinklige Koordinaten x, y eingefiihrt; die x-Achse sei
zur Achse des an das Spiralgehiuse angeschlossenen Rohres parallel; der Anfang
des erwihlten Koordinatensystems sei in die Achse des Laufrades versetzt.

Es sei nun eine komplexe Verin-
derliche z mit der Beziehung

(2.1) z=x+ iy

eingefiihrt.

In der ersten Anniherung wird
das Schaufelrad durch die Wirbel- . L
quelle von Ergiebigkeit gleich 2z und -7
Zirkulation —2nk, deren komplexes
Potential

(22) (1+ki)lnz, k>0

ist, ersetzt.

Das komplexe Potential ©(z), das
die Stromung innerhalb des Spiral-
gehiduses beschreibt, ist eine mehr-
deutige Funktion der Verinderli-
chen z. Wir schneiden nun die ]
Ebene z nach der strichpunkierten Kurve %, welche 0 durchgeht und ins + oo
(s. Abb. 1) fithrt, an. In dieser angeschnittenen Ebene definieren wir den eindeutigen
Grundzweig des komplexen Potentials mit der Forderung, damit der imaginére Teil

Abb. 1.
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des komplexen Potentials Im Q(z) an der Kurve €, vom Punkt A4 iiber B ins + o0
gleich Null sei; fiir x - oo gehort einem zwischen den Kurven €; und % liegenden
Punkt der positive imaginidre Teil des komplexen Potentials zu. Der Grundzweig des
komplexen Potentials ordnet dem imaginéren Teil des komplexen Potentials Im ©(z)
an der Kurve €, vom Punkt 4 iiber B' ins + oo gleichfalls den Wert 0 zu, freilich mit
dem Unterschied, dass einem zwischen den Kurven €, und % liegenden Punkt
fiir x - + oo der negative Wert des komplexen Potentials zugehort.

Wir bestimmen nun das Bild der Ebene z in der Ebene des komplexen Potentials.
Der Grundzweig des komplexen Potentials bildet die Kurve €, auf das obere Ufer
der Halbgeraden reeller Achse und die Kurve €, auf das untere Ufer der halbgeraden
reeller Achse ab; dem Punkt A4, in dem die Geschwindigkeit gleich null ist, entspricht
der Punkt A*, dem Punkt oo entspricht der Punkt oo.

Vom oberen Ufer der Kurve % an beginnend umlaufen wir nun n-mal (n ist eine
natiirliche Zahl) in positiver Richtung den Nullpunkt. Der Wert von In z wird durch
diesen Umlauf um den Nullpunkt mit Bezug auf den Grundzweig um 2znni verindert;
durch diesen Umlauf wird also das komplexe Potential um 2nn(1 + ki) i gedndert.

Umlaufen wir also n-mal (n ist eine natiirliche Zahl) von einem Punkte der Kurve €,
an beginnend in positiver Richtung den Nullpunkt, wird das komplexe Potential an
der Kurve €; mit Bezug auf den Grundzweig um —2nnk + 27nni geindert; dhnlich
verhilt sich die Sache an der Kurve €,. Mit anderen Worten: wird der Nullpunkt vom
oberen Ufer der Kurve €, an beginnend n-mal (n ist eine natiirliche Zahl) umlaufen,
wird die Kurve €, in der Ebene Q auf das obere Ufer der zur reellen Achse in der
Entfernung 27nn parallelen Halbgeraden abgebildet; die Kurve €, wird in der Ebene Q
auf das untere Ufer der zur reellen Achse in der Entfernung 2zn parallelen Halb-
geraden abgebildet. Dem Punkt A4 entspricht der Punkt A* — 2nnk + 2znni, wo A*
den Wert des Grundzweiges des komplexen Potentials im Punkt A bezeichnet; dem
Punkt oo entspricht der Punkt oo.

Wird der Nullpunkt vom oberen Ufer der Kurve % an beginnend j-mal (j ist eine
natiirliche Zahl) im negativen Sinne umlaufen, reicht es vollig aus, in der oberen
Erwidgung n durch die Zahl —j zu ersetzen.

Die Bilder des Spiralgehiuses sind also in der Ebene des komplexen Potentials
verschobene parallele Halbgeraden; dabei entsprechen der Kurve €, die unteren, der
Kurve €, die oberen Ufer der entsprechenden \Halbgeraden (s. Abb. 2).

Schreibt man Q = @ + i¥, wo @ das Geschwidigkeitspotential und ¥ die Stro-
mungsfunktion darstellen, haben die Bilder der Wirbelquelle in der Ebene des kom-
plexen Potentials die Koordinate & = — oo.

Wir fithren nun eine behelfsmissige komplexe Verinderliche { = & + in, wo &, 5
den reellen Verinderlichen gleichkommen, ein.

Setzen wir

(2,3) ‘ Q= —2lIncos{ — 2k(,
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so wird die obere Halbebene der Ebene { auf die ganze Ebene Q abgebildet; die
Abbildung ist iiberall (mit Ausnahme der den Gleichungen

(2,4) tgl =k, tgl = o0

geniigenden Punkte) konform. Mit der Gleichung (2,3) definierte Abbildung hat die
Eigenschaft, dass das obere Ufer der reellen Achse der Ebene { dem System der
Parallelen entspricht (Abb. 2); dieses Parallelen-System in der Ebene Q durchliduft man
nach dem auf der Abb. 2 durch strichpunktierte Linie gekennzeichneten Schema.
wenn man das obere Ufer der reellen

Achse der Ebene { von —oo in + o0 A
durchlduft, Den Punkten, die an den __._________________ e )
Halbgeraden des auf der Abb. 2 abge- T oI 3
bildeten Systems in co liegen, entspre- *
chen dabei in der Ebene { die Punkte A"‘”‘ e e ’jj*:;***‘*;”
{ =rn/2 (r ist eine ungerade Zahl);
den Punkten, die in der Ebene Q die ; . ‘:‘
Bilder des Punktes A4 darstellen, entspre- Y Qi re——————
chen in der Ebene { die Punkte { = A
arctg k + nn.
Die Bilder der Wirbelquelle — wie A e _‘_’_‘l..
leicht nachgewiesen werden kann — A
liegen im Unendlichen Im { = oo der Abb. 2. :

oberen Halbebene der Ebene (.

3. WAHL DES AUSDRUCKS FUR KOMPLEXE GESCHWINDIGKEIT

In diesem Abschnitt werden Eingenschaften erwihnt; welchen die Funktion F({)
geniigen muss, damit sie als Ausdruck fiir komplexe Geschwindigkeit verwendet
werden darf.

1. F(¢) sowie F~'(¢) muss in der ganzen oberen Halbebene der Ebene { regulér
sein. i

2. Fiir reelle { muss F({) eine periodische Funktion von ¢ mit einer Periode gleich =
sein.

3. In der Nihe der Punkte { = arctg k muss sich die Funktion F({) als ({ —
— arctg k) verhalten.

4. In den Punkten { = rn/2, wo r ungerade Zahl ist, muss F({) = 1 sein.

5. Fiir Im{ ~ oo muss F~'({) ~ konst. e*" sein.

Die Forderung 5) folgt am einfachsten aus folgender Uberlegung: Dem Punkte
z = 0 entspricht der Punkt Im { = + oo in der Ebene {. Das komplexe Potential Q,
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als eine Funktion von { betrachtet, wird anhand der Gleichung (2,3) gegeben. Fiir
Im { ~ + oo ergibt sich aus der Gleichung (2,3)

(3,1) Q ~ 2i(1 + ki) (.

Da man fiir z ~ 0 das komplexe Potential als eine Funktion von z in der Form
(3,2) Q~(1+kijlnz

schreiben kann, folgt aus der Gleichung (3,1), dass fiir

(3.3) Inz ~ 2i{ d.h. z ~ konst. ¢*®

gilt. Da sich aber die komplexe Geschwindigkeit (als eine Funktion von z betrachtet)
in der Umgebung von z = 0 als (1 + ki)/z verhilt, folgt aus der Gleichung (3,3) die
Forderung 5).

Ausser den fiinf obenerwdhnten Forderungen muss die Geschwindigkeit weiterer
Forderung geniigen: An den Winden des Spiralgehiuses soll keine Ablosung statt-
finden. Deswegen muss der Verlauf der Geschwindigkeit an der Wand moglichst
flach sein. Diese Forderung kdnnen wir mit einer Treppenfunktion mit zwei Spriingen
(in der fiir technische Praxis guten Naherung) erfiillen. Die Treppenfunktion mit
zwel Spriingen

2i 2ioio 2ic—iw
(3.4) [ez'z_er] '|:1 +ez':l , @>0

gz"v—e" 1+ e

[CRIEAN
(die Zweige der mehrdeutigen Funktionen in der Weise gewihlt, dass fiir { = 7/2
F({) = 1 folgt) stellt fiir reelle { nimlich den Geschwindigkeitsverlauf dar, der fiir
—nj2 < ¢ < © < nf2 im Intervall {—n|2; ¢) und im Intervall (t; 7/2) gleich 1, und
im Intervall (o, 7) gleich €™ ist. Im Falle —7n/2 < t < ¢ < 72 stellt die Funktion
(3.4) fiir reelle { den Geschwindigkeitsverlauf dar, der im Intervall (o5 7/2) und im
Intervall { —=/2; 1) gleich 1 und im Intervall (7, o) gleich e "™ ist. Die obenerwihnten
Eigenschaften konnen wir:auch von der wirklichen Geschwindigkeitsverteilung an

der Gehdusewand erwarten. Damit aber die Funktion auf der reellen Achse stetig ist,
wihlen wir statt der Funktion (3,4) die Funktion

\
2t 2ic+2n}io 2ic+2n]—iw
e* — e I +e
1e ig e2u+25 1+ 22n+26

Um auch Forderungen.3) und 5) zu erfiillen, wiihlen wir die Funktion F({) in der
Form

(3.6) R = - Cs(be™) [1 + e]

cos 51 1+ e2i1+26

H 3 2ig 2ic+2n7}io
—2 sin{¢ — e — €
ek n (0 - &) [ ] ; tgé =k.

'sin_(C “ gle—ic) Q2 _ p2it+26
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Die Parameter w, 1, 6 nehmen nur reelle nichtnegative Werte an, die Parameter o, ©
nehmen nur reelle Werte aus dem Intervall (—7/2; 7/2) an und ¢ nimmt nur reelle
nichtnegative Werte aus dem Intervall (0; 7:) an.

Die Zweige der mehrdeutigen Funktionen werden in der Weise gewihlt, dass fiir
{ =mn/2 F({) = 1 folgt.

Durch die obenerwihnten Einschrinkungen in der Wahl der Parameter geschieht
es, dass der Ausdruck (3,6) alle Singularitidten (mit Ausnahme einer wesentlichen
Singularitit im Unendlichen) in der unteren Halbebene der Ebene { hat und zwar
die Verzweigungspunkte in den Punkten { = ¢ — in +nn und { =1 — id0 + n=n
(n ist eine ganze Zahl) und einfache Pole in den Punkten { = &; exp (—ic) + nn
(n ist eine ganze Zahl).

4. BERECHNUNG DER GEHAUSEFORM

Die Form des Gehéduses wird durch Integration der Gleichung

(4,1) % = _1_ . 519
dt F(@) d¢
berechnet.
Setzt man aus den Gleichungen (2,3) und (3,1) in die Gleichung (4,1) ein und

schreibt man

1 ¥ —1
tgl = . —
i e + 1
und
i . 1 e — 1
e=tgé =~ o,
e
so ergibt sich
. 2ic+2njio
2) LS N |t
d{ 1+621§1exp(—w) 1 + 8211+26
N eZiC _ eZia+2n —-io 1 + e2i§|exp(—ia)
'[eZi; — eziwzajl '{] - [+ i }

Die rechte Seite der Gleichung (4,2) hat offenbar die wesentliche Singularitit fiir
{ = o0, die Verzweigungspunkte in den Punkten { = ¢ + nn — in,{ =t + nn — id
und die Pole in den Punkten { = n/2 + nm; n bedeutet eine ganze Zahl.

Nach der Durchfithrung der Transformation

eZt{ _ el ic+2n

200 _ 2it+20

(4,3) e’ =
e e
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bekommt man durch Integration der Gleichung (4,2) den Ausdruck

_ 1
- 1 + e2iGiexp(~ie)

eims . 1 + e2i§mxp(~ie) 1 + 2i&1exp(—ie) .
{— + |:lw+———‘—‘——‘—— H(S)—*—e-—emcH(S—C)]“}‘ZO,

2ic+2n __ ,2it+20 2ia+2n_e2it+26

(4,4) z e—iwc[ezit+26 _ eZia+2n] .

1—e° e e e
WO
s eiws eiws
H(s) :J- —ds = — F(1, —iw; 1 — iw; e™°);
wiin L — € iw
1 + e26+2it
¢=In ;

1 + e2r1+2ia' ’

F(1, —iw; 1 — iw; e”*) bedeutet die hypergeometrische Funktion; z, ist eine
Integrationskonstante, die so gewihlt wird, dass fiir s = 2(6 — 1) + nn + 2i(t — o)
(n ganze Zahl) z = 0 folgt, da den Punkten s = 2(6 — n) + nn + 2i(t — o) die
Punkte mit Im { = oo entsprechen. Der Zweig der mehrdeutigen Funktion s sowie
der Zweig von ¢ werden durch die Wahl von Zweigen der im Ausdruck fiir F(C)
stehenden mehrdeutigen Funktionen bestimmt. Es soll also die Beziehung

. i eliC _ eZio’+2q io
(4’5) lim ' i v !
{~n)2 eZl{ _ leH— j

bestehen.

Die Punkte, fiir welche s = 2nni, liegen ausserhalb des Spiralgehduses und in
diesen Punkten hat das erste Glied der rechten Seite der Gleichung (4,3) die Pole
erster Ordnung. Die Funktion H(s) had die logaritmischen Singularititen in den
Punkten s = 2nni.

Die Punkte s = 2nmi + ¢ entsprechen den Punkten { = (2n + 1) /2 (n ist eine
ganze Zahl) und in diesen Punkten hat die rechte Seite der Gleichung (4,3) die loga-
ritmischen Singularitidten. Den Punkten s = 2azni + ¢ entsprechen in der Ebene z
die Punkte mit einem positiven, unendlich grossen reellen Teil.

Die Frage, was fiir einen Wert jeder von sechs freien Parametern w, 0,1, 9, 7, ¢
annehmen soll, ist eine ganz andere Aufgabe, deren Losung anzugeben, war nicht das
Ziel der vorliegenden Arbeit.

5. SCHLUSSWORT

In vorliegender Arbeit wird ein gewisses System der Formen von Spiralgehdusen
fiir die rotierenden Stromungsmaschinen entwickelt; das System wurde solcherart
gewihlt, dass alle darin enthaltene Spiralgehduseformen eine vollkommene Umstro-
mung der Gehdusewinde, praktisch ohne Ablosung, ergeben. Das System der Spi-
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ralgehduseformen reicht wahrscheinlich durch sein Formenreichtum vollig aus,
damit eine Wahl geeigneter Gehduseform fiir fast jeden in der Praxis vorkommenden
Fall getroffen werden kann.
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Souhrn

ROVINNE POTENCIALNI PROUDENI VE SPIRALNI SKRINI
ODSTREDIVYCH LOPATKOVYCH STROJU

MiLo§ RUZICKA

V préci je pouzito metody konformniho zobrazeni na feSeni priitoku nestladitelné
tekutiny spirdlni skfini odstfedivych lopatkovych stroji. Je feSena uloha nalézt
tvar spirdlni sk¥ing, jestliZe je predepsdan pribéh rychlosti na povrchu stén difusoru.
Pfi vypodtu je lopatkové kolo nahrazeno virem a zdrojem.

Za rychlost na povrchu obtékanych stén je volena ,,modifikovand schodovitd
funkce se dvéma skoky*‘; tato volba umoziuje vyjddfit tvar skiiné pomoci funkce

H(S):J LR P F (1, —iw; 1 — iw; e™)
1—e® iw

© +ioo

kde #(1, —iw; 1 — iw; e”*) znadi hypergeometrickou funkci. System tvarii spirdl-
nich skfini obsahuje Sest parametri, jejichz volbou miZeme ménit rozevieni sk¥ing.

Pe3rome

IVIOCKOCTHOE ITOTEHLIMAJIBHOE TEYEHUE
B CIIMPAJIBHOM KOPITYCE
HEHTPOBEXHBIX JIOITIATOYHBIX MAIIMH

MMJIOH PYXMNYKA (MI1LoS RUZICKA)

B pabote wcmonmp30BaHO KOHPOPMHOE OTOOpaKeHWE IS PELICHUS MPOTEKaHUS
IUTOCKOCTHOT'O HOTEHIMAILHOTO II0TOKA HECKUMAEMOIA SKHIKOCTH Yepe3 CIUpPaIbHBIIL
KOPIIYC HEHTPOOEKHBIX JIONATOYHBIX MaliH. C HOMOIIBIO TAKOTO MOJIX0/Ia PelIeHa
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cienyromas 3agava: Ilycts 3aaH XapakTep pacHpeleseHus] CKOPOCTH IO CTEeHKaM
cnupasbioro muddysopa; Hamo onpenesuth GopMmy obrexkaemoit creHku. Pabouee
KOJIECO TIPH PacyeTe 3aMCHEHO KOMILICKCHBIM UCTOYHUKOM (BHXPEM M MCTOYHHKOM).

ITomoraem, 4TO XapaKTep U3MEHEHUS] CKOPOCTH UMEET BUJ ,,CTYIEHYaTONH  dyHK-
LM C JBYMSI CKQUKaMU; TaKOi BBIOOD JaeT BO3MOKHOCTH BBIPa3UTh HOPMY CITUPaITh-
HOM KaMephl TIPU MOMOLIM TPaHCUEHICHTHOM (QyHKINM

H(s) =J —f s =e_— F (1, —iw; 1 — iw; ™)

-5
co+ioo] - e 1w

KOMILJIEKCHOM IIEPEMEHHOM . .

Cucrema (popMbI CHUPAJIBHBIX KaMep COACPXKHUT B cebe IIecTh MapaMeTpoB, a uX
BBIOOPOM MOXEM U3MEHSTH PACKPBITHE CIMPAJILHONR KaMepHL.

Anschrift des Autors: Dr. Milo§ Rizi¢ka, Statni vyzkumny ustav pro stavbu stroji, Huso-
va 8, Praha 1.
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