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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 5

POZNAMKA KE KVADRATURAM
S MINIMALNiM ODHADEM ZBYTKU

FRANTISEK PECKA

(Doslo dne 23. kvétna 1966.)

Pfi uréovani kvadraturnich formuli, které ddvaji minimdlni odhad zbytku na dané
mnoziné funkci, pfedpoklddd se jisty stupeti algebraické pfesnosti a hledand formule
se uréi metodami pro nalezeni vdzaného extrému. V tomto ¢lanku chci upozornit na
to, Ze v nékterych pfipadech je algebraickd presnost jiz diisledkem poZadované mini-
malisace odhadu. Nez uvedu znéni véty, kterd je obsahem tohoto lanku, vyslovim
nékolik potfebnych definic a pomocnych vét. V celé préci se omezuji pouze na redlné
obory a pfivlastek redlny budu vynechdvat.

Definice 1. Oznacéme jako C, normovany prostor vSech funkci f(x), které maji na
intervalu 0, 1) spojité derivace r-tého Fddu. Normu definujme takto:

[ = max (|£(0)], |£(0)]. ... | f"~V(0)], max |f(x)]).

xe(0,1)
Symbolem C/ M) budeme oznacovat mnoZinu téch funkei fe C,, pro které plati
I = m.

Definice 2. Funkciondl Q,, ktery kazdé funkci f(x) definované a integrace schopné
na intervalu <0, 1) pFifadi ¢islo

0.(f) zznAkf(xk), 0<x,<...<x, 1, |4]<w,
k=1

budeme nazyvat kvadraturni formuli s n uzly.

Zbytkem kvadraturni formule Q, budeme rozumét hodnotu funkciondlu R, defi-
novaného rovnici

Ri(f) = f 70 dx — 0,(f)
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Analogicky jako v knize [1] Ize dokdzat, Ze plati

r—1 1 1

1 sup [R(f)| = max |R(f)| = M| Y —[R,("] + | |K, (0] dt],
() feCr(M)’ ( l FeCo(M) (f)[ o k!’ (X)’ 0 (I
kde
() K1) = - [(1 -ty —ry A, )~ E(x, — t):l

k=1
a

1 <

E(xk—t):{ pro t_Xk’
0 pro t>x;.

Definice 3. Necht existuje takovd kvadraturni formule Q,, Ze pro jeji zbytek plati

max ]R,,(f)l = min max
feCr(M Qn [feCr(M

Pak budeme iikat, Ze Q, je optimdlni kvadraturni formule tiidy C,.

Véta. Bud n2r - 120 a r £3. Pak optimdlni kvadraturni formule Q,
tFidy C, je presnd pro kaZdy polynom stupné mensiho nez r.

Dukaz rozdélime na tii &dsti.

a) Nechf r = 1. Pak je podle (2)

IIA
IIA
S

(3) Ki(y=1—1t— ) A, pro te(x,x;4,>, O

k=i+1

kde jsme polozili x, = 0, x,,,; = 1.

Podle (1) a definice 3 musti byt pro optimdlni formuli dosaZeno minima vyrazu

+ jllK,(tﬂ dr.

Pfedpoklddejme, Ze u extremalni formule je R,(1) = 0. Pak existuji vSechny parcidlni
derivace funkce F a pro uzly a koeficienty optimadlni formule musi uvniti oboru J:
0=x;=1, |A,~] < oo, i = 1,..., n platit rovnice

OF
) P IKl(xf _)I - ,Kl(xj 'f')l =0,
OXJ
6F Xj )
oa T R,(1) — L |Ki(f)]dt=0, j=1,...n,
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Pokud je n > 2, obdrZime z poslednich rovnic

jxj+’[K‘(t)|dt =0, j=1..,n—1.
xj

K,(f) musi tedy mit kofen uvniti kazdého intervalu (x;, x;4,), j=1,...,n — 1,
tzn. musi byt 4; > 0a K,(x; —) < Oproj = 2, ..., n. Zrovnic (4) ddle vyplyvd

Ki(x; =)= =K\(x;+). j=2,...n
neboli
2(1 —x.i)zAj+l +22Ak, j=2,...,n—1.
k=j

Z podminky K,(x; —) < 0 dostdvdme

0§1—xj<ZAk, j=2,...,n
K=j

Srovndnim s piedchozi rovnici pak obdrZime, Ze je A;,; <0, j =2,...,n — L.
Tim jsme dospéli ke sporu.

V ptipadé n < 2 a pfi vySetfeni hranice oboru J dospéjeme opét ke sporu, pokud
budeme predpokladat R,(1) # 0. Je tedy optimdlni kvadraturni formule Q, téidy C,
pfesnd pro lib. konstantu, coZ je tvrzeni véty.

b) Nechf r = 2. Oznadime si op&t
1
F = — max |R
M feCz(M! -
Pak podle (1) bude

F =

n

+ Jlle(t)‘ dt,

kde je podle (2)

%) Ky(t) = 3(1 — 1)? Z Afx, — 1) E(x, — 1)

Snadno se ov&fi, Ze parcidlni derivace 9K,[0A;, 0K,[0x; (i = 1, ..., n) jsou po &dstech
spojité pro x;, A; z oboru J a pro t € <0, 1). Lze tedy pfi derivovédni funkce F pouZit
véty o derivaci integrdlu podle parametru. Hledejme minimum funkce F nejprve za
pfedpokladu, Ze v extremdlnim bodg existuji v§echny parcidlni derivace. V tom ptipa-
d& museji platit rovnice

1
(6) 565 = —A;sgn R,(x) — AiJ‘ E(x; — t)sgn Ky(f)dt = 0,
X 0
oF 1
PR R,(1) — x;sgn R,(x) — | (x; — t) E(x; — ) sgn K,(t) dt = 0,
i 0
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Polozime-li v prvni rovnici i = 1, miZeme ji napsat ve tvaru

1
f sgn K,(1) df = — sgn R(x) .
0

Tato rovnice miiZe byt spinéna bud pro R,(x) = 0 nebo pro x, = 1. Ale v pfipadé
R,(x) = 0 neplati pfedpoklad o existenci viech parcidlnich derivaci funkce F. Zbyvd
tedy jedind moZnost x; = 1. Pak je ale n = 1 a ze druhé rovnice soustavy (6) dosta-
neme

1
j (1 — 1) sgn K,(t) dr = — sgn R,(1) — sgn R(x).

0

Posledni rovnice miize byt splnéna jen tehdy, kdyZ R,(1) a R,(x) maji opa¢nd znamén-
ka a kdyZ jestd K,(f) méni znaménko na intervalu <0, 1. Podle (5) je K,(f) =
= (1 —¢)(3 — 4t — A,) a z feCeného plyne, Ze musi byt 4 — 4; = Ry(x) > 0.
Ale pak jei R(1) = 1 — 4; > 0. Tedy rovnice (6) nemohou byt splnény v extremdl-
nim bodé€ ani pfix; = 1.

Tim je dokdzdno, Ze extremalni body funkce F leZi bud na hranici oboru J, nebo
v nich nejsou definovany vSechny parcidlni derivace. Nyni vySetiime hranici oboru J
za piedpokladu, Ze je R,(1) # 0 i R,(x) + 0. Je-li x; = 0, pak podle (6) mdme
OF|0A; = — sgn R,(1) = 0. Je-li x, = 1, x; = 0, pak plati Givahy provedené v pfed-
chozim odstavci.

Zjistili jsme, Ze funkce F muZe dosdhnout minima na J pouze v takovém bodg,
ve kterém je alespoii jedno z &isel R,(1), R,(x) rovno nule. DokdZeme, Ze u optimdlni
formule musi byt rovno nule i druhé z t&chto &isel. Nechf je napf. R,(x) = 0. Budeme
hledat vdzané minimum funkce F metodou neurditych koeficientli. Za tim ucelem si
utvofime pomocnou funkci

R0+ [ o]+ 13 = ¥ ).

G =

. Déle budeme postupovat jako predesle. Pfedpoklddejme, Ze v extremdlnim bodé& je
R,(1) # 0. Pak v tomto bodg existuji viechny parcidlni derivace a pro ur€eni uzl
a koeficienti optimdlni formule dostdvdme tyto rovnice:

oG !

— = —A; | E(x; —t)sgnKy(f)dt —s4;, =0,

0x; 0

G rt

R sgn R,(1) — J (x; — 1) E(x; — t)sgn K,(t)dt — sx; =0, i=1,...,n.
; 0

Prvni ¢dst rovnic pfepiSeme na tvar

j sgn Ky()dt = —s, i=1,..,n
0
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a druhou &dst rovnic lze pak upravit takto

x,-J“ ‘sgn K,(f)dt — J 1 sgn K (1) dt = — sgn R,(1) — sx;.

0 0
Odtud

(7) J tsgn K,(t)dt =sgnR,(1), i=1,..,n.

0

Plati [J'(’)“ tsgn K, dt[ < [sitdt = ix? < 1. Z toho vyplyvd, Ze za naseho predpokla-
du nemohou byt rovnice (7) splnény, a tedy funkce G dosahuje svého minima na hra-
nici oboru J. D4 se obdobnym zpfisobem ukdzat, Ze pak v bodé minima musi byt
spln&na rovnost R,(1) = 0.

Tim je dokdzdno, e z optimdlnosti formule a z podminky R,(x) = 0 plyne
i R,(1) = 0. Uplné analogicky se dd dokdzat, e z poZadavku optimdlnosti formule
a z podminky R,(1) = 0 plyne zase rovnost R,(x) = 0.

Diikaz &isti b) je ukonden. PoZadavek n = r — 1 neklade v pfipadech a) a b)
74dné omezeni na podet uzll kvadraturni formule. Tak tomu bude teprve ve zbyvaji-
cim p¥ipadé, ktery nyni vySetfime.

¢) Necht r = 3. Oznaéime

1
F = — max R

M fECf:M)‘ "(f)I
a budeme hledat minimum funkce F na oboru J za ptedpokladu, Ze je R,(x*) + 0
pro k= 0,1,2. V tomto pfipadé existuji vSechny parcidlni derivace funkce F.
Budeme vySetfovat pouze vniténi body pdsu J, nebof na hranici lze postupovat téméf
stejnym zplisobem. To jsme vid&li jiZ v &dsti b).

Za naSeho pfedpokladu musi v extremdlnim bod& uvnitf pdsu J platit systém

rovnic 0F[0x; = 0, i = 1, ..., n. Vyjddfime F pomoci vztahu (1) a po jednoduché
upravé obdrzime

J‘ l(xi — 1)sgn Ky(1)dt = — sgn R,(x) — x;sgn R,(x?), i=1,... n.
0

Podle ptedpokladu véty je n = 2 a tedy mlZeme od sebe odecist pfedchozi rovnice
proi=1ai=2 Bude

) (x2— XI)_[ sgn K, dt +J (x; — t)sgn Ky dt = — (x, — x;) sgn R,(x?).
0 0

Absolutni hodnota levé strany rovnice (8) nemiiZe byt v&tsi nez 3(x3 — x7) a tedy je
mensi neZ x, — x,, nebot je x, + x, < 2. To znamend, Ze rovnice (8) nemizZe byt
splnéna, pokud je R,(x?) # 0. Proto v extremdlnim bod& funkce F musi alespofi pro
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jednu hodnotu k € {0, 1, 2} platit rovnost R,(x*) = 0. Nechf R,(x/) = 0. Budeme
hledat vazany extrém funkce F metodou neuréitych koeficient. Utvofime si pomoc-
nou funkci

| . ! .
G=)Y - R,(x)] + J. |Ks(1)] dt + s R,(x').
B o
Pro urceni extremdlniho bodu dostaneme ndsledujici systém rovnic:

2

Xic
) J‘ (x, —t)sgn Ky dt = — Y xi "sgn R (x) —j.s.x{71,
0

i=1

X 2 1 . ) .
f (x, — 1) sgn K5 dt = 22—;‘ xesgn R(x') = 2sxf, k=1,..,n.
0 i=01.
i*j

Je-lij # 0, mUzeme prvni z rovnic (9) vyndsobit &islem 2/ x, a odegist od nich d ruhé
Dostaneme

X 2 1 1 . .
J (xe — 1) (g X, — X, + t> sgnK;dt = — 2% <_~' - —_) xpsgn R,(x) — 2sgn R,(1).

0 J ;:} L
Je2[j — 1 = 1proj = 1, 2. Proto absolutni hodnota levé strany rovnice nemize byt
vEtsi nez

W | o

Pokud je R,,(l) £ 0, nemiZe byt absolutni hodnota pravé strany rovnice mensi nez
2 — x; = 1. To znamend, Ze rovnice (9) nemohou byt spln&ny.

Je-li j = 0, pak prvni rovnice soustavy (9) maji tvar

(xy — t)sgn K5 dt = — sgn R,(x) — x,sgn R,(x*), k=1,...n.
0

Odectenim téchto rovnic pro k = 1 a k = 2 obdrzime rovnici

Xy X2
(x5 — Xl)J sgn K dt + f (x; — f)sgn Ky dt = — (x, — x;) sgn R,(x?).
[

X1

Leva strana posledni rovnice nepfesahne v absolutni hodnoté Cislo
X (X3 = xq) + Hxy — x1)? = 3(x3 — x}) < (%2 — xy).
Tedy dand rovnice miZe byt splnéna jen tehdy, bude-li R,(x*) = 0.
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Timto jsme dokdzali, Ze pro optimélni formuli mZe byt nejvyse jedna z hodnot
R,(x*)(k = 0, 1, 2) riznd od nuly. Oznaéme ji jako R,(x/). Utvotime op&t pomocnou
funkci

|Rx1] +JIK3(t)[dt+ZS R,(x).

V bodé minima musi byt splnény rovnice

(10) J (xp — t)sgn K3 dt = — —' xi”'sgn R,(x7) — Z isxi~t,
J: l#_]
* [ . 2 .
%J (x,— 1)*sgn K5 dt = — 5 xisgn R(x) =Y sxi, k=1,..,n.
0 J: i=0
%]

PoloZime-li j = 0, obdrZime ze soustavy (10) tyto rovnice:

(11) j (xp — t)sgn Ky dt = —s; — 25,x,, k=1,..,n,
0

%J (x; —1)? ‘sgn Ky dt = — sgn R,(1) —syx; — 5,%3.
0
Odegtenim prvnich rovnic soustavy (11) pro k = 1 a k = 2 dostaneme
25,(x; — x3) = (x; — XI)J‘ sgn K5 dt + f (x; — t)sgn K5 dt
0

0

a tedy \sz| H(x; + x,) < 1x,. Nyni poloZime v systému (11 ) k = 2 azobou rovnic
vylou¢ime parametr s;. Bude

(12) %J (x3 — £*)sgn K53 dt = sgn R,(1) — s,x3 .

0o
Absolutni hodnota levé strany rovnice (12) nemtZe byt v&tsi neZ 1x3. Dile je
[sgn R,(1) — s,x3| = 1 — |s2x2| >1—4x3.
To viak znamend, Ze rovnice (12) nemiiZe byt splnéna pro R,(1) # 0, protoZe pak
je +x3 < 1 — 1x3. Nechf je j # 0.Pak lze systém rovnic (10) prepsat takto

x{ "' sgn R(x7) — ispx;7h,

f (%, — 1) sgn K, dt

1
(=

- %xi sgn R,(x7) — so — s;xi,
j!

%J (x, — 1) sgn K, dt
0
k=1,..,n, 0%i%j (i=12).
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Utvoiime-li rozdil prvnich rovnic pro hodnoty k = 1, k = 2 a u€inime-li totéZ i s dru-
hymi rovnicemi, dostaneme po mensi Gpravé

X1 ~X2
(13) (x, — XI)J sgn K5 dt + J (x; — t)sgn K, dt =
0 X1
1 i . . . .
=G O T s R s -,
(14) %J (x = 1)* sgn K5 dt — %f (x; — )2 sgn K, dt =
0 0

1

| (dd ) sen Ry() + si(x! — xb).
J-
Pfitom je v rovnicich (13)a (14)i # j (i = 1,2;j = 1,2).
Je-dlij = 1, pak i = 2 a v rovnici (13) se anuluje ¢len obsahujici vyraz sgn R,(x).
V tomto ptipad€ vylou¢ime parametr s, z rovnic (13) a (14). Upravenim dostaneme
rovnici

(15) J (xy — 1) (x, + f)sgn K5 dt + 2(x, — x)) J tsgn Ky dt =
[

X1

= 2(x, — x;) sgn R,(x).

Vypodéteme maximdlni moZnou absolutni hodnotu Llevé strany rovnice (15). Je

L= r(x2 — ) (1 + 1) di + 2(x; = x,) rtdt -

X1 0

= 3x; = x1) (¥3 + Tx] — 2x,x;, + 6x;) < $(x; — x;) (xF + 5x] + 6x).

Znaménko rovnosti miiZe platit pouze tehdy, je-li x, = 0. Pak je L = ix3. Jinak je
vidy L < 2(x, — x,). Opét dochdzime k zdvéru, Ze rovnice (15) miZe byt splnéna
jen v ptipad€ R,(x) = 0.

Je-li j = 2, pak i = 1 a v rovnici (13) se anuluje &len obsahujici parameter s,.
Absolutni hodnota levé strany rovnice (13) je mensi neZ x, — x;, a proto muZe byt
tato rovnice splnéna pouze pro R,(x?) = 0.

Vyéerpanim vSech moznosti jsme dokdzali posledni st véty.
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Pe3romMme

3AMEYAHUE O KBAJIPATYPAX C HAMMEHBIIEN
OLIEHKOW OCTATKA

OPAHTUIIEK TTELIKA (FRANTISEK PECKA)

Pabora 3aHuMaeTcsi BONPOCOM MUHMMM3AILMK HOPMBI OCTATKa KBaApaTypHOMI
dopmyipl kak JuHeiHOro (yHkiuoHana B npoctpaHctBe C,. [oBopsr, uyto dyHk-
st f(x) npuHaiexuT npocTpaHcTBy C,, €ciM OHA 0OJAJAeT HeNpepHIBHOM Mpo-
usBoaHoi nopsiaka r — 1. Hopma B C, 3amaHa paBeHCTBOM

17 = max (). [7O). ... |f"'"(O)I,xgﬁ)lf"’(x)[).

B crarbe mokaszaHo, 4TO B ciydae r < 3 KBaapaTypHbe GOPMYJIbI C HAaMMEHBLUEH

HOPMOH OCTaTKa SIBJISIOTCS TOYHBIMU IS BCEX MHOTOYJICHOB CTENEHU <7, KaK TOJIb-
KO YMCJIO Y3JI0B =1 — 1.

Cityqaii r > 3 ocraeTcs OTKPBITHIM.

Summary

NOTE ON THE BEST APPROXIMATE INTEGRATION FORMULAE

FRANTISEK PECKA

The remainder of an integration formula is considered as a linear functional on the

space C, of functions f(x) possessing continuous r-th derivative on <0, 1) with the
norm

X€E

I£] = max ([f©)]. [f'O). ... [f~(0);. max [fO(x)]) -

In the case r < 3 the author proves the following theorem: Let n = r — 1. Then for
n-point integration formulae the least norm of the remainder is achieved only if the
remainder vanishes whenever f(x) is a polynomial of degree <r.

The case r > 3 remains open.

Adresa autora: Frantisek Pecka, Katedra numerické matematiky prirodovédecké fakulty
UJEP, Janac¢kovo nam. 2a, Brno.
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