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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

PRIBLIZNE STANOVEN[ SPEKTRALNIHO POLOMERU KLADNEHO
NEROZLOZITELNEHO ZOBRAZENI

Ivo MAREK

(Doslo dne 26. tijna 1966.)

1. UvoD

V nékterych problémech matematické fyziky na strané jedné a v nékterych pro-
blémech numerické analyzy na strané druhé se Casto setkdvdme s tlohou stanoviti
spektrdlni polomér daného kladného zobrazeni. Z iloh matematické fyziky uvedme
problém kritickych parametri jaderného reaktoru (viz [10, 11]); z uloh numerické
matematiky tfeba ortodoxni vypocet optimalniho relaxa¢niho faktoru pro postupné
superrelaxace (viz [5], str. 110 a [17], str. 285).

V tomto ¢ldnku si klademe za tikol stanovit pfiblizné spektrdlni polomér daného
kladného zobrazeni a hlavné€ pak urciti oboustranné meze pro spektrdlni polomeér,

Timto problémem se zabyval jako prvni L. COLLATZ v letech 1942 —43 (viz [2, 3]).
Jeho vysledky 1ze formulovat takto:

Bud B = (b,,)} matice s nezdpornymi prvky a x m-rozm&rny vektor redlného

eukleidovského prostoru E,, s vesmés kladnymi komponentami ¢,, ..., £,,. Necht
A . B"x);
o, = min 7(,_)1_ ,
1<jsm (B"_ ‘x)j
B"x);
ﬁu = max ( )L" )

15jsm (Bn"l—\,)‘

J

kde (y); znadi j-tou komponentu vektoru y = (9, ..., ), ¥ € E,,. Za ptedpokladu,
Ze B je irreducibilni a m > 1 plati nerovnost

A
IA
N
lIA
=

% L0 L. S0, S...<0B) ... £ B,

piicemZ ([16], str. 263)
o(B) = limsup 2/ |B"|| .
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Ddle pak Collatz dokazal, Ze rovnost

lim o, = ¢(B) = lim 3,

n— o n—oo

nastdvd, je-li o(B) dominantnim prvkem spektra o(B) operdtoru B, tj. v pfipade, kdy

IZI < Q(B)
pro Aeo(B), A =% o(B).

Tento Collatzv podilovy princip se stal odfazovym mustkem pro dikazy jinych
vét o inklusi pro spektrdlni polomér (viz [17], str. 285a [5], str. 60). Nejobecngjsi
praci v tomto sméru je prace BoHLOVA [ 1], kde byl odstranén dokonce i pfedpoklad
linedrnosti zobrazeni B v nékterych obecné nekoneéné-rozmérném Banachové
prostoru %.

Pro nerozloZitelné matice s nezdpornymi prvky odvodil Yamamoro [18] novy
origindlni princip inkluse pro spektrdlni polomér. NaSe vySetfovdni navazuji jak
na pivodni Collatzliv postup tak na postup Yamamotav. V nasi formulaci Yama-
motilv postup ddvd oboustranné meze, ty vSak, obecné, mohou s rostoucim poctem
iteraci konvergovati kazdd k jiné limité. Tato nevyhoda je vyvdZena tim, Ze zobecnéni
Yamamotova postupu neklade na vySetfovany operdtor kromé jeho kladnosti Zddnd
dalsi omezeni. Podobné je tomu s vlastnostmi prostoru # a kuZele 2. Ponékud
ndrodngjsi je v tomto sméru postup HADELERUV [4] vyZadujici podobné jako postup
Bohliv [1] neprdzdnost vnitfku Int #” kuZele A" a existenci supréma v kuZeli .

V odstavci 2 zavedeme potiebnd oznaceni a definice a v odstavei 3 dokdZeme
nékolik tvrzeni, jeZ zobecrniuji jak vysledky Collatzovy tak vysledky Yamamotovy.
Jak ukdZeme, oba uvddéné principy inkluse pro spektrdlni polomér lze odvoditi
pomoci zobecnéného minimaxového principu [12], [13].

2. OZNACENI A DEFINICE

Symbolem % oznacujeme redlny Banachuv prostor, 2 jeho komplexifikaci,
tj. mnoZinu dvojic z = x + iy, x, ye ¥, i*’= —1, s normou ekvivalentni s normou
definovanou takto:

lz] = sup |xcos9 + ysin9|.
0<8<2n
%’ znadi prostor spojitych linedrnich forem na %, [#], resp. [Z] prostor linedr-
nich ohranifenych zobrazeni prostoru % resp. 24 do sebe. Topologie v prostorech
¥, [@/], [%’ ] jsou uréeny stejnomérnou konvergenci na ohranidenych mnoZindch,
tedy @', [#], [Z] jsou téZ Banachovymi prostory.

Je-li Te[#], pak jeho komplexni roziifeni znatené symbolem T a definované
jako Tz = Tx + iTy pro z = x + iy, x, ye ¥, patii do [Z]. Spektrum o(T)
operdtoru Te [#] definujeme rovnost o(T) = o(T), kde pro Ae[Z] spektrum
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o(A) je mnoZina bodd A komplexni roviny, pro né resolventa R(4, A) = (4 — A4)7},
kde I je identické zobrazeni, neni prvkem prostoru [Z]. Je-li A €[Z], pak ¢(A) =
= lim sup Q/HA”H se nazyvé spektrdlnim polom&rem operdtoru A (viz [16] str. 262).
Pro operdtor Te [%] definujeme o(T) = o(T).

Symbolem " oznalujeme kuZel nezdpornych prvkil prostoru & (viz [7]) a o
kuzel k nému adjungovany, tj. mnoZinu vSech spojitych linedrnich forem x" e %',
jez nabyvaji nezdpornych hodnot na prvcich kuzele & (viz [7]). Hodnotu funkcio-
nélu x" € %’ v bodé x € % zna¢me symbolem {x, x'). KuZel #" se nazyvd normdlnim
[ 7], jestliZe pro x, y € A", {xH = ||y“ = 1 existuje 6 > 0 nezdvislé na x a y takové,
7e |x + y| = 0|x|. KuZel A se nazyvd vytvorujicim, jestliZe pro kazdy prvek
y €W existuji y;, y, € A tak, Ze y = y; — y,. KuZel A" se nazyvd t&lesnym ([7]),
jestlize jeho vnitifek Int " je neprdzdny.

Mnozina #' < A" se nazyvd A -totdlni [12], jestliZe z podminek (x, x"> = 0
pro kaZdou linedrni formu x" € #’ plyne vztah x € #". Pomoci kuZele A4 lze do
prostoru % zavést &dstedné uspordddni. Klademe x < y resp. y > x, jestliZe (y — x) €
ex.

Operdtor Te[#] se nazyvd #-kladnym, struén& kladnym, jestliZe pro x e A’
téz Txe A ([7]). Operdtor Te[¥] se nazyvd polonenesoucim (semi-non-support
[15]), jestlize pro kazdou dvojici x € A, x % o, x" € A7, x" * o0, kde o znati nulovy
prvek ve vSech prostorech %, %', 7, existuje index p = p(x, x') tak, Ze {T”x, x")
+ 0. Vektor x € A se nazyvd nenesoucim prvkem kuZele #" [15], jestliZe nerovnost
{x, x> > 0 plati pro kaZdou spojitou linedrni formu x'e #”, x" & 0. Spojitd linedrni
forma x’ e A" se nazyvd ostfe kladnou [7, 15], jestliZe nerovnost {x, x> > 0 plati
pro kazdy nenulovy prvek x e 4.

Kladny operdtor Te [#] se nazyvd zdola uy-kladnym ([6] str. 60), jestliZe existuje
prvek ugy e A, HuO“ = 1, tak, Ze pro kazdy prvek x e A", x =+ o, lze nalézt kladné
&islo o = ox) a piirozené &islo | = I(x) tak, Ze (T'x — aug) € A'.

Kladny operdtor Te[#%] se nazyvd uy-kladnym, [6], str. 60, jestlize existuje
o€ A, |lug| =1, tak, Ze lze nalézt kladnd &isla « = a(x), B = B(x) a pFirozené
&islo p = p(x) tak, Ze plati vztahy

aug < TPx < Pug .

Rekneme, Ze operdtor Te[#] md vlastnost (S), jestlizZe z podminek /e o(T),
|/1[ = o(T), plyne, Ze 1 je isolovanym polem resolventy R(4, T).

Jezndmo ([ 15]), Ze spektrum polonenesouciho operdtoru Te [#] majiciho vlastnost
(S), obsahuje bod g, = ¢(T). Tento bod je jednoduchym pélem R(Z, T) a vlastni
hodnotou operdtoru T, jiZ piislusi vlastni vektor x, € #". Vektor x, je nenesoucim
prvkem kuZele /£ a md tu vlastnost, Ze z podminek vTy = y, kde y € 4 a v je kladnd
konstanta plyne, Ze y = c¢x,, kde ¢ je n&jakd nezdpornd konstanta. Podobné tvrzeni
plati téZ za ptedpokladu, Ze zobrazeni Te [#] je u,-kladné (viz [13]).
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Bud #' = A’ A -totdlni mnoZina. Je-li Te[#] bud (a) polonenesouci nebo
(b) uo-kladné zobrazeni, pak definujeme funkciondly

. Tx, x'
r(T) = inf (T, - >,
x'eH’ (x, X >
2(x"){x,x"Y*0
Tx, x'
r(T)= sup (Tx, x') - >,
‘A’ X, X
x(x’))éxe,x’>=#0 < >

ve kterych x(x’) = 1 pro pfipad (a) a »(x") = <{u, x") pro pfipad (b).

3. PRIBLIZNE STANOVEN{ SPEKTRALNfHO POLOMERU

Zobecnény Collatziv princip inkluse pro spektrdlni polomér je bezprostfednim
dtsledkem jiZ zmin&ného principu minimaxu [12,] [13].

Véta 1. Predpoklddejme, Ze
(i) operdtor Te[%] md viastnost (S);
(i) operdtor T spliiuje alespoii jednu z podminek;
(iia) Tje polonenesouci;
(iib) Tje uo-kladny;
(ilia) x e A", x * o, v pFipadé (iia),
(iiib) x € A" je takovy, Ze existuje T > O tak, Ze x > tuq,.

Potom plati nerovnosti

(1) % Sty ST) S Busr S By n=1,2,...,
ve kterych

1y = rra-ifT), o= 1""X(T).
Rovnost

2@ lim a, = o(T) = lim B,

n—o n— oo

Jje zarucena v pfipadé (b) vidy, zatimco v pFipadé (a) tehdy, je-li y, = o(T) domi-
nantnim bodem spektra o(T).

Dikaz. Bud y, = T""'x. Potom zfejmé Ty, — @,, = z, e #. Déle pak pro
kaZdou linedrni formu x’ € #’ plati nerovnost

Ty x> 2 0, ym X',
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pii CemZ v #' existuje alespoii jeden prvek X tak, Ze (y,, &' > =+ o. Jinak y, = o
Jest potom

(Ty,, x,> >
I X'
pro kazdou linedrni formu x' € #”’, pro niZ {y,, x') =+ o, takZe tézZ
. Ty, X'
Oyyq =  inf Ty x2 = o

n .

x> T

x'ed’
x(X'){x,x")*0

Podobng se dokdZe platnost nerovnosti 8, = B,+;. K dikazu platnosti vztaht (1)
zbyva dokdzati pro libovolné pfirozené n, Ze

%, < o(T) = B

Tyto nerovnosti jsou viak bezprostiednim disledkem v&ty o minimaxu [12],
na zakladé niz

o(T) = max r(T) = max r, (T) = max o, ,
xeX n n
x*a

min B, = min P*(T) = min r(T) = o(T) .
n n xedt’

x¥o

Posléze dokdZzeme platnost rovnosti (2). Jestlize bod o = ¢(T), je dominantnim
prvkem spektra o(T), je zndmo [9], Ze

oT) = lim ST X0
n- oo (T""’x, x')
jakmile #(x") > 0. Potom tedy
limo, = o = o(T)

n—» o

a podobné
lim f, = § = o(T),

n-—» oo

a to jsme chtéli dokdzati.
Tim je dokdzana platnost zobecnéného Collatzova principu. Collatzovy vysledky
z let 1942 —43 lze obdrZeti vhodnou volbou objektt &, A", #', T.

Jak jsme uvedli v uvodu, existuji daldi zobecnéni Collatzova principu [1], [4].
Ty v8ak vyZaduji pfedpoklad Int £ =+ 0, ktery je podle naSeho ndzoru piili§ omezujici
a proto klademe radgji omezeni na operdtor T neZ na prostor % a kuzel . Pfednosti
Hadelerova postupu [4] je to, Ze neklade Zddné omezeni na operdtor T. Obecng viak
jim zarudend informace pro polohu spektrdlniho poloméru je trividlni

0<oT)< +o0.
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K. P. Hadeler dokdzal svou vétu o inklusi pro spektrdlni polomér za pfedpokladu,
Ze % je prostorem spojitych funkci na kompaktni podmnoZing eukleidovského
prostoru &,. Zobecnéni jeho vysledku obsahuje prace [12].

Nez pfistoupime k odvozovdni Yamamotova principu, uvedeme nékolik tvrzeni,
jez s timto principem bezprostiedné souviseji.

Tvrzeni 1. Necht
(o) Te[¥] je kladny operdtor,
(B) spektrdlni polomér ¢ = o(T) je vlastni hodnotou operdtoru T a této hodnoté
prislusi vlastni vektor y, e A .
(y) Prvky se A, &' e A" jsou takové, Ze plati

(3) (T'%, ') 2 Wye, &> > 0,

pFi cemZ © > 0 a | pFirozené cislo.
Potom plati rovnost

(4) lim [{T7%, £')]"'" = o(T).

P2

Duakaz. Je-li o(T) = 0, pak

05 [<T 251 5 [T 5] ] =

a lim y, = 0.
p- o

Je-li o(T) > 0, pak

0 < o(T) 7/ [o(T)] V7 [<yo» &Y]H7 < [(T7%, £)]'7 <
< oT) [Le(T)T" T2 =] 7 1=

odkud rovnost (4) plyne okamzit&. Tvrzeni 1 je dokdzéno.

Poznamenejme, Ze predpoklad (oc) v tvrzeni 1 je pfirozeny, nebot jinak by obecné
nebylo mozné provddéti odmociiovdni. Ddle uvedeme nékteré postacujici podminky
zarucujici splnéni ostatnich pfedpokladt tvrzeni 1.

Predpoklad (B) je zfejm& splnén, md-li operdtor T vlastnost (S). Je-li T polo-
nenesouci operdtor, pak T md vlastnost (S), jakmile % je Banachiiv svaz (viz [11])
a o(T) je polem resolventy R(A, T). Je-li operdtor T polonenesouci, pak je zfejmé
spln&n také piedpoklad (y) s libovolnym nenulovym £ € 4" a osti¢ kladnou linedrni
formou &' € A" nebo libovolnou nenulovou £ € #” a nenesoucim prvkem £ € .

Piedpoklad (7) je rovn&Z splnén, je-li T u,-kladny operdtor, a to bud's libovolnym
nenulovym £ € A a ostie kladnou linedrni formou %" € ' &i s libovolnou nenulovou
linedrni formou £’ € A a uo-kladnym vektorem £ (tj. £ > au,, o > 0).

Nedostatkem tvrzeni 1 je ta okolnost, Ze neni zndmo, s které strany se posloupnost
{[<T"%, £'»]"/?} bliZi své limit& o(T) jako je tomu ve v&t& 1 pro ob& posloupnosti

{o}s {Ba}-
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Naddle predpokldddme, Ze % je nenesoucim prvkem kuZele # a #' < A je A~
totalni mnozZina.

Definujeme vyrazy
(35) HT) = inf (T, x"y, R(T)= sup (T%,x").
x'ed’ x'ed’

Pozndmka. Cisla /(T) a R(T) nejsou nic jiného nez &isla ri(T) a ¥*(T), o nichZ
pojedndvd véta 1, za predpokladu, Ze (&, x'> = 1 pro viechny prvky x’ e #".
Tato &isla jsou tedy rovna Bohlovym ,,kvocientim* 1, 1 (viz [4]. Bohlovy kvocienty
jsou sice definovdny pro obecngj§i tfidy zobrazeni nez t¥idy ndmi vySetfované,
aviak pro nase ucely vystadime s pfirozenou definici (5).

Véta 2. Necht

(A) Te[#] je kladny operdtor;
(B) e X je nenesouci proek kuzele A’
(C) #' je A -totdlni mnoZina takovd, Ze (X, x'y = 1 pro x" € #'.

Potom plati ndsledujici nerovnosti

(6) HT) S [(TH]P <. [T "< .20oT) ... £
< [R5 .0 < [ROI)]  R(T).
Jestlize navic
(D) operdtor T md vlastnost (S);
(E) operdtor T je polonenesouci;

(F) existuji kladnd ¢isla o, p a pFirozené Cislo | tak, Ze plati nerovnosti
(7 axe < T'% < Bxg ,

. xo =[o(T)]7' Txo, xoe A, xo+o0,
pak

@) lim [#(T?")]*"" = lim [R(T?*")]*"" = o(T).

p—r© p—©

Ditkaz. PoloZme S = T?". Potom plati vztahy

0

[IA

r(S) — rs’?(S) =

2P+ 1 Ay ’
= r(T*") — sup (T %, x5 px i ),C> -
x'eH’ <T2 %, x‘>

T2p+lA/! '
=sup {(T?"%, x'> — sup (_Ep_x_>c7> ,
x'eX’ x'eX’ <T }'3, x’)
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odkud
0 < [ sup <T*%,x'>]* — sup <T*""'%,x'),

x'eH’ x'eH’
neboli
R(T*"™) < [R(T*")]?
a tedy posléze

©) [R(T>") " < [R(T*)]P
Podobné se dokdze, Ze plati
(10) [T )P = (1)
Oznaéme
[H(T*)" =r,, [R(T*)]"" =R,.
Potom z (9) a (10) plyne, Ze existuji limity

r=1limr,, R=IlmR,.

p— p— o
Ztejmé r, < R,. Zbyvajici &dst nerovnosti (6) plyne z nerovnosti
(1) < [ 7] 1] [
R(T*) 2 [T 1] %] -

5

Platnost nerovnosti (6) je tak dokdzédna.
K tomu, abychom dokdzali platnost rovnosti (8) uvazme, Ze

H(T?") = o inf {T?*""'xo, x) =
x'eX’

= aofo(T)]*" [Q(T)]*'x,isr;fw(xo, X'y,

odkud
lim inf [H(T?")]*"" = o(T).

p- @
-

lim sup [R(T>)]* ™" < o(T).

p—

Podobné

Vysledkem je platnost rovnosti (8).

4. PRIKLAD

Porovndni zobecnéného Collatzova principu podaného ve vété 1 a zobecnéného
Yamamotova principu daného ve v&té 2 provedeme na piikladé linedrniho zobrazeni
v koneéné-rozmérném prostoru £,,, jeZ je ve vhodné basi uréeno matici s nezdpornymi
prvky.
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Necht tedy # = £, je redlny m-rozmérny Banachiv prostor sloupcovych vektort
x = (&, ..., &,). Dile necht o je kuZel prvki, jeZ maji nezdporné soufadnice a T
je zobrazeni reprezentované nerozloZitelnou matici () s ¢ w0
V uvaZované pevné basi tvofi kuZel &~ < % vektory, jejichZ sloZky jsou nezdpornd
gisla. Bud #’ < A" mnozina fddkovych vektord tvaru x; = (0, ..., 1, 0, ..., 0),
—————

j=1, ..., m Ziejmé& #' je A -totdlni mnoZina. Ddle necht £ = (1, e 1), takZe £

je nenesoucim prvkem kuZele " a (&, xj> =1proj=1,...,m.
Dile pak
T
r(T) = min T%, x;
Ji=1,.., m <.£, )t;>
TX, x"
AT) = max STED
Jj=1 m <£, XJ/-
a
@, = min (1"%),
i=1,.um (T"”l)?)j
T"%
ﬁn = a wf(i x)J s
Jj=1,.. m (T"—lﬁ)

pii emZ (y); = n;, kde y = (1, -+, -
Podle véty 1

an§an+l§Q(T)§ﬁn+l§ﬂn’ ’1:192’-"’

pfi CemZ obecné

lime, =a < f =1lim§p,

o o0

Rovnost o« = f§ nastdvd v piipadg, Ze matice (f;) je primitivni. Odtud plyne, Ze

k uziti Collatzovy metody je obzcné zapotiebi pracovati misto s matici (¢;) s ma-
tici pfislusnou operdatoru T + vI s kladnym v.
~ Na zdkladé¢ vySe uvedené volby prvkid £, x}, j =1,..., m, mdme ndsledujici
rovnosti

r{T) =)ty
k=1

r(T) =j in r{(T), R(T)=. ax r(T).

=1,.., m i=1,...m

Podle véty 2 plati nerovnosti (6) a pfitom

lim {[R(T*")]*™" — [(T*)]*""} = 0.

p—=

Konvergence je obecné velmi pomald, nicmén& kromé nerozloZitelnosti matice (1)
nevyZzaduje Zddnych dalSich pfedpokladd. Tato universdlnost spolu s pomérné znaénou
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stabilitou vii¢i zaokrouhlovacim chybdm (viz [ 18]) €ini Yamamotovu metodu schop-
nou praktického uZiti 1 kdyZ pro velice omezeny okruh problémi. Vétsiho uplatnéni,
zda se, lze ofekdvat od Yamamotova zobecnéného principu v teoretickych Gvahdch
(viz [8]).

Na zdvér poznamenejme, Ze véta 2 neni disledkem Bohlova principu pro inklusi
vlastni hodnoty jiz piislusi kladny vlastni vektor (viz [1]). Rozdil obou vysledkii
tkvi nejen v pfedpokladu o Int %", ale téZ v tom, Ze u Bohla vySetfovand singularita
musi byt vlastni hodnotou uvazovaného zobrazeni, zatimco v prvni &dsti véty 2 tento
predpoklad nefiguruje.
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Pe3rome

MPUBJIMXXEHHOE IMOCTPOEHUE CIEKTPAJIBHOI'O PAANYCA
MMOJOXUTEJNIBHOIO HEPA3JIOO)KUMOI'O OIEPATOPA

NBO MAPEK (Ivo MAREK)

Llesibio 9TO# CTaThi SABISAETCS OTHICKAHME ABYXCTOPOHHUX TPAHUL JIJISt CHEKTPAJTb-
HOTO pajuyca onepatopa T, NPUHALIEKALILTO ONPEACICHHOMY KJIAcCy 0TOOpax)e HUi
HEKOTOPOTO OaHaxoBa mpocTpaHcTBa % B ceds, OCTAaBJISIOILETO MHBAPHAHTHBIM
KOHYC % 3toro mnpocrpancTBa. C noMouibio 0000IEHHOr0 NMPUHLMIA MHHUMAaKCA
[12, 13] o6obuiaercs kax npuuuun snovchus Kosrartua [2, 3] Tak u npuHumn
SImamoro [18]. MoxHo cKka3aTh, 4T0 HeHTP TshkecTi npuniuna Kosuratua 3akiro-
4AETCs B €TI0 MPUMEHEHUM B BBIYHCIIUTEIbHON MATEMATHKE U BOOOLLIE B MPaKTHYCCKOM
AHAJIN3C, MEX/LY TEM KaK XapakTep MpuIoKeHHi nputuuna IMamMoTo, no CylIecTBY,
teopernyeckuit (cm. [8]). OcnoBHbie pe3yibraThl CTaThbi COACPRKATCS B TEOPeMax
1u?2.

MuoxectBo A < X', vie A — conpspkeHHEDBI ¢ 4 KOHYC, HasblBaeTcs A -TO-
TaJIbHBIM, €CiM M3 cooTHoweHui {x, x> = 0 ais x" € #' BbiTekaet, 4ro x € A .
3nech {x, x> — 3HauyeHue (pyHKuHOHAA X' HA MeMeHTe X. Bekrop x € 4 siBisiercst
HEHECYLMM DJJICMCHTOM Konyca 4, ccom {x, x'» > 0 jurst Bcex x' € 4, x' =+ 0.
Onepatop T no onpeaeiennto obaanaet csoiictBoM (S), ecim Toukn A cnekrpa o T),
ans kotopbix |4 = o(T), rae o(T) — crexrpasbubiii pasnyc onepatopa T, aBistoTCs
M30JIHPOBAHHBIMHU NOJIocamu pe3otibBenTbl R(A, T) = (Al — T)™".

Teopema 1. ITycmeo

(i)  onepamop T e [¥] ob.1adaem csoiicmeom (S);

(i1)  0ag T evinoaneno no kpaitreii Mepe 00HO U3 08YX CACOPIOWUX YCAOBUIL;
(ifa) T seasemcs noaynenecywum (semi-non-support [15]) onepamopos;
(ii6) T seasemes uy-noaoxcumeasivim onepamopom ([6]);

(iila) LeA, & + 0,

(iii6) % € A" u umeemcsa v > 0 maroe, umo (X — tuy) € A'.

Toeda cnpasedausnsl Hepasencmea

oy é Oy 1 é Q(T) g ﬁl'l""l g /511 , = ]= 2’ LR
8 Komopbuvlx
. T"%, x' T'%, x’
o, = inf T8 x5 , B.=sup <_ﬁ’__>_
e (T8, x" wew {T" 1%, x>

Pasencmea lim o, = lim f, = o(T) umeiom mecmo @ cayuae (b) ecezda u ¢ cayuae ()

n— oo n— oo
mozoa, ecau ¢ = o(T) asasemes edurncmeennoii mouxoii cnexmpa o(T), 043 Komopoii
14| = o(T), Aea(T).
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Teopema 2. IIpednoaoxcun, 4mo

(A) Te [{?/] — NOA0MCUMEAbHBIIL ONepamop;
(B) e — menecywuii snemenm xomyca A ;
(C) #' — A -momanvnoe muoxncecmeo maxoe, umo {X, x'> = 1 011 scex x' e #'.

Tozoa cnpagedaugnl HepaseHcmed
(T ST ST . 2T ... S[RTH))PT" ... £
< [R(T%)]'"? < R(T),
6 KOmopblLx
HT) = inf (TR, x>, R(T) = sup(T&, x').
x'eH’ x'ed’
Ecau cgepx npeonoaoxncenuii (A)—(C)
(D) onepamop T obaadaem ceoiicmgom (S);
(E) T ssasemcsa noayHeHecyupum onepamopom;
(F) cywecmsyrom nososcumenvivle o, § u yeaoe noioxcumevoe | max, umo umerom
MeCmo COOMHOULEHUSA
axy < T'Ro < Bx, ,
20e
xo = [o(T)]™' Txq, Xo€X, x4 %0,
mo
lim [7(T*")]*™" = lim [R(T*")]*™" = o(T).

n— oo n—> oo

Zusammenfassung

ANGENAHERTE BESTIMMUNG DES SPEKTRALRADIUS
EINER POSITIVEN UNZERLEGBAREN ABBILDUNG

Ivo MAREK

Das Ziel der Arbeit ist, beiderseitige Schranken fiir den Spektralradius anzugeben,
die den Kegel o der nichtnegativen Elemente des Banachraumes % reproduzieren.
Mit Hilfe des verallgemeinerten Minimaxprinzips wird einerseits der Collatz’sche
Quotientensatz [2, 3], andererseits der von Yamamoto [18] verallgemeinert. Wihrend
man den Schwerpunkt der Anwendungen des Collatz’schen Prinzips in der numeri-
schen Praxis sehen kann, hat die Anwendung des Prinzips von Yamamoto einen
eher theoretischen Charakter (siche [8]). Die Hauptresultate sind in den Sitzen
1 und 2 enthalten.

Die Teilmenge #' < A", wo A" der Dualkegel zum Kegel " ist, wird 4 -totale
Menge genannt, wenn aus den Bedingungen {x, x'> = 0 fiir x" € # wo {x, x') =
= x'(x), folgt x € A#". Der Vektor x € & heist nichttragend [15], wenn die Bezie-
hungen <{x, x"> > 0 fiir alle x"e A", x’ % o, gelten.
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Der Operator T hat die Eigenschaft (S), wenn die Punkte 4 seines Spektrums o(T),
die auf der Kreislinie [AI = o(T) liegen, wo o(T) der Spektralradius des Operators T
ist, isolierte Pole der Resolvente R(4, T) = (I — T)~"' sind.

Satz 1. Es mdge gelten

(i)  der Operator Te [#] hat die Eigenschaft (S);
(i)  der Operator T besitzt wenigstens eine von den folgenden Eigenschaften:
(itia) Tist halbnichttragend (semi-non-support [15]),
(ilib) T ist uq-positiv [6];
(iiia) e, % + o,
(ilib) %€ A" und es existiert ein T > 0 so, dass (£ — tuy) e A'. Dann gelten die
Ungleichungen

Oy = Oyyq = Q(T) = ﬁn+1 = ﬂn’ n=12..,
wo

o, = inf AT XD X , P, =sup T'%x) X .

xer {T" 1%, x'> wewr {T" 1%, x>

Die Gleichung lim o, = lim f8, is gesichert im Falle (b) immer und im Falle (a)

dann, wenn der Punkt ¢ = o(T) ein dominantes Element des Spektrums o(T) ist,
d.h. wenn ‘)| < o(T) firr Aeo(T), & # o(T), ist.

Satz 2. Es mdge gelten

(A) Te[#] ist ein positiver Operator;
(B) e A ist ein nichttragendes Element des Kegels;
(C) " ist eine A -totale Menge mit der Eigenschaft (%, x"y =1 fiir x" e #".

Dann gelten die folgenden Ungleichungen

(T) < [T < .. < [T < ... < ofT)

< [R(T*)PP™" < ... < [R(T)]'"* < R(T).

IIA
IIA

Wenn noch gilt

(D) der Operator T hat die Eigenschaft (S);

(E) der Operator T ist halbnichttragend;

(F) es gibt positive Zahlen o, B und eine natiirliche Zahl | so, dass die Beziehungen

axe < T'% < Bx,
gelten, wobei
xo = [o(T)]™' Txo, xo€A, xo*o0,
dann ist
lim [f(T*")]?" = lim [R(T*")]* ™" = o(T).

n-> o n— o
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