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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 4

O EATON—ZADEHOVE ZPUSOBU RiZENI DIFUSNICH PROCESU

PETR MANDL

(Doslo dne 7. Cervence 1966.)

V prdci [1] J. H.EATON a L. A. ZADEH udali metodu zmen3ovdni celkového odekd-
vaného ndkladu v fizeném Markovové fetézci. V této prdci je Eaton-Zadehova
metoda pfenesena na difusni procesy a je provedena jeji modifikace pro zmenSovdni
priamé&rného ndkladu na jednotku zobecnéného Easu nepfetrZitych procesii.

UvaZujme kone&ny po&et homogennich Markovovych procesi X(j) = {/x,, t = 0},
j=12,..,n, na ohraniCeném intervalu I = [ro, ry], jejichZ vyvoj je popsdn
ndsledujicim zpiisobem: Uvnitf intervalu I kond trajektorie procesu X(j) difusni
pohyb s koeficientem difuse a(x, j) a koeficientem lokdlniho posunuti b(x, j), kde
a(x, j), b(x,j) jsou ohraniené po &stech spojité funkce, a(x, j) v&tsi nez kladnd
konstanta. Dosdhne-li trajektorie hranice r;, potom s pravdépodobnosti p; zanikne
a s pravdépodobnosti 1 — p; za¢ind znovu uvnitf intervalu I v (néhodném) bodg,
jehoZ rozloZeni pravdépodobnosti je ddno distribuéni funkci p(x). OkamZik zdniku
procesu X(j) budeme oznacovat {(j). Je-li po + p, > 0, je

(1) E{{(j)|'xo =x} <o pro xel, j=1,..,n.
Je-li pp = p, =0, je
2 P(j)=oo|'xg=x)=1 pro xel, j=1,..,n.

BudteZ ddle ¢(x, j), d(x, j), j = 1, ..., n, ohraniené po &dstech spojité funkce na I,
d(x,j) >0, v{(x), t(x) 20, i =0,1, integrovatelné funkce vzhledem k px),
Ay = Ary), i =0,1 dvé redlnd &isla. Oznadme (¢, x, j) podet odskokii trajektorie
procesu X(j) od hranice r; do intervalu [ro, x], které se uskutenily pfed okamZikem ¢.
Predpokldddme, Ze prib&hu procesu jsou pfifazeny dvé veliCiny

3 Wed) = f ;c(jxs, j) ds +i§10 vi(x) doit, x, j) +

+ X so % -o) »

4) Y(t,j) = f;d(fxs, j)ds +i§0 fr,-(x) do(t, x,j).
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Zde
Xegpeng =1 pro ((j)=t,
=0 pro {(j)>1.

y(t, j) budeme nazyvati nékladem na proces X(j) do doby ¢, y(t, j) budeme nazyvati
zobecnénym Casem v procesu X(j) v dob& t. V préci [5] byly uvedeny konkrétni
priklady takovych veli¢in.

Mgjme nyni n&jaky redlny objekt (fyzikdlni, biologickou soustavu apod.), jehoZ
vyvoj miiZe byt popsdn nekterym z procestt X(j) podle nasi volby. Index j piedstavuje
parametr Fizeni. Rizenim objektu rozumime po &4stech spojitou funkci v(x) na inter-
valu I nabyvajici hodnot 1, ..., n. Funkce v(x) uddvd hodnotu parametru Fizeni,
kterou volime, kdyZ se objekt nachdzi v poloze x. MnoZinu vSech fizeni budeme
oznadovati M. Volbou fizeni v(x) vznikne Fizeny proces Y(v) = {y,, t = 0} s koe-
ficientem difuse a(x, v(x)) a koeficientem lokdlniho posunuti b(x, v(x)). Pro pfipad
Po + py > 0 je vyloZen v prdci postup, umoZiiujici najiti v(x) tak, aby celkovy
o&ekdvany ndklad na proces Y(v) byl pro vSechny vychozi polohy trajektorie mensi
nebo roven celkovému o&ekdvanému ndkladu na proces X(j) pro vechnaj = 1, ..., n.
Jednd se o analog metody, nalezené J. H. EATONEM a L. A. ZapeneMm ([1]) pro
Markovovy fetézce. Pro piipad p, = p; = 0 je pak vyloZen postup nalezeni v(x) tako-
vého, aby pram&rny nédklad na jednotku zobecn&ného &asu v fizeném procesu Y(v)
byl mensi nebo roven primérnému ndkladu na jednotku zobecnéného Casu v procesu
X(j) pro j =1, ..., n. (Ztejm& mozno poloZiti v(x) = j,, kde v procesu X(j,) je
prumérny ndklad na jednotku zobecnéného Casu nejmensi. Timto postupem ovsem
nikdy nedocilime skutedn& menstho primé&rného ndkladu.) I kdyZz pfedloZené metody
nevedou obecné k nalezeni optimadlniho fizeni, mohou slouZiti jako podklad k na-
chdzeni optimdlniho fizeni postupnymi aproximacemi. Rovnice pro uréeni optimadl-
niho fizeni jsou uvedeny v [3], [4].

Méjme v(x) e M a budiZ Y(v) = {y,, t = 0} fizeny proces odpovidajici fizeni v.
Ndklad na Y(v) a zobecnény &as v Y(v) oznagme ve shodg s (3), (4)

(5)  (tv)= f (v v(ys)) ds + IZ:OJ“%(Y) do(t, y,v) + Xwy=n AViw-o) s

[
¢ 1
©) Wt v) = J (e o) ds + Y] f # () doi(t, 9,v).
° i=0
Zavedme ocekdvanou hodnotu Laplaceovy transformace veli€iny y(t, v)

ox) = o(x, A v) = E {re-“ (e, v) difyo = x}.

0

Zde A 2 0, plati-li (1), 2 > 0 plati-li (2).
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Lemma 1. v(x) je jedind funkce se spojitou derivaci na I takovd, %e plati
d? d

(7) a(x, v(x)) e u(x) + b(x, v(x)) i v(x) — 2u(x) + c(x, v(x)) = 0
x X

v bodech spojitosti funkci

(8) a(x, v(x)), b(x,v(x)), e(x, v(x))

a jsou splnény okrajové podminky
©) o(r) = (1 = p) j(”(x) + v(x)) du(x) + pidi pro i=0,1.

Dikaz lemmatu, ktery se provddi metodami b&znymi v teorii difusnich procest,
pouze naznadime. Necht x € (ro, r,) je bodem spojitosti funkci (8). Mdme pro

4>0,4-0,
v(x) = E {J e Myt ) dtfy, = x} +
+ E {Jje‘“ Wt v)dty, = x} = ¢(x, v(x)) 4 +
+ e M E{v(y,)]ye = x} + o(4) .
Odkud
Li_r}})A_I[E{U(yA)/yO =x} — o(x)] = —c(x, v(x)) 4 +
+ ziinoA_l(l — e E{u(ys)|yo = x} = —c(x, v(x)) + Lv(x) .

Limita nalevo je rovna
W d? d
a(x, v(x)) — u(x) + b(x, v(x)) — v(x).
dx dx

(Isou-li funkee (8) dostaten& hladké, miZeme se o tom piesvédgiti pouZitim Taylo-

rova rozvoje funkce »(x).) Odtud dostdvdme rovnici (7). Okrajové podminky (9)
vyplyvaji bezprostfedné z chovdni trajektorie po dosaZeni hranice r;.

Poznamenejme, Ze chovéni trajektorie procestt X(j), j = 1,...,n, po dosaZeni
hranic, popsané na zaldtku neni nejobecnéjsi, nebot neuvazujeme adhesi a reflekto-

vani trajektorie (viz [2]) Abychom nezmensovali obecnost dalsiho vykladu, uvedme
bez dukazu, Ze v obecném pfipadé podminky (9) mayji tvar

10) (9, + ) olr) — Si'[(v(x) () dix) = (= 1) v(r) +

+ oA o(r;) — c(riv()) — x4 =0, i=0,1.
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Zde 9;, x;, m;, 0; jsou nezdporné konstanty, nikoliv vesm&s rovné nule, ¢drka znadi
derivaci podle x. Pfitom (1) plati pro ko + x; >0, &, + «; + 7, > 0, i = 0,1, (2)
plati pro ko, = &, = 0. V dalsim budeme vychdzeti z podminek (10).

Necht x, + x; > 0. Oznatme u(x,v) = v(x,0,v) celkovy odckdvany ndklad
pi fizeni v za podminky, Ze po&dte¢ni poloha trajektorie je x. Z (1) vyplyvd, Ze u(x, v)
je konecnd veli¢ina. Celkovy oCekdvany ndklad na proces X(j), tj. u(x, v) pro v = j
budeme oznaCovati u (x).

Véta 1. BudiZ x5 + k; > 0, 9, + k;, + 7, > 0 pro i = 0,1. Nechf 0 w(x)e M
plati:
1. Pro x €(ro, ry) plati o(x) = j jen tehdy, kdyz
ux) = min {u(x), k =1,...,n}.
2. Je-li o; % 0, potom o(r;) = j jen tehdy, kdyz

(ri, j) = min {c(ry, k), k =1,..,n}.
Potom

u(x, o) < min {u,(x), k =1,..,ny pro xel.
Dikaz. Ozna¢me
u(x, ) = uy(x), (x) = min {ux), k=1,..,n}, i(x)=ua(x) — uy(x).
Budiz ddle x, = ry < x; < X, ... < X,, = r, uspofddand posloupnost boda takovd,
Ze na kazdém z intervalt (x,_,,x,), k =1,2,...,m je o(x) konstantni. Necht
o(x) = j na intervalu (x,_y, x,). Z (7) pro v = w, A = 0 dostdvdme
, d? 5 d .
(11) a(x, j) —— uo(x) + blx, j) —— ue(x) + (x, =0,
dx dx

kdykoliv x € (x,_y, x,) je bodem spojitosti funkei a(., j), b(., j), ¢(., j). Déle, podle

predpokladu 1., i(x) = u;(x) pro x € (x,_, x) a u(x) = v(x, 0, v) pro v = j splituje
(7) pro v = j, 2 = 0. Plati tedy také

2
(12) a(x, ) L ale) + b, ) L a(x) + e(x.)) = 0.
dx? ° dx

Odecteme-li (11) od (12), nahlédneme, Ze

dz d _
(13) a(x, o(x)) — ii(x) + b(x, w(x)) — @(x) = 0

dx? dx
pro kazdé xel, x + x,, k = 0, ..., m, které je bodem spojitosti funkci

a(x, o(x)), b(x, o(x)), c(x, w(x)).
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Uvazujme nyni x, pro n&jaké k = 1,...,m — 1. Necht #i(x) = u(x) pro x€
€ (x— 1> xi)s 1(x) = u(x) pro xe(x; X441). Potom uyx,) = u (%), u(x) < u,(x)
pro x € (x,— 1, x;), ui(x) = uy(x) pro x € (x;, Xz4). Odkud

D™ i(x,) = a‘lx uxg) = % ue) = D* i(xy),

kde D~, D" oznatuje derivaci zleva a zprava. JelikoZ, podle lemmatu 1, (d/dx) u,(x)s
j=0,..., njsou spojité na I, vidime, Ze (d/dx) #i(x) je spojitd pro x =+ x,, k=0, ..., m
a

(14) D~ ii(x,) = DY ii(x,) pro k=1,...,m—1.

Z (13) vyplyvd, Ze v kaZdém intervalu (x,_,, x,) plati

x

#(x) = Koy + Keo f

Xic -

0(s) ds,
1
kde K,,, Ky, jsou konstanty a
O(x) = exp[— f b(s, o(s)) a(s, w(s))™* dx] .

Vidime, Ze ii(x) je monotonni na intervalech (x,_, x,). Z (14) tedy vyplyvé existence
r, 0 £ r < m, takového, Ze ﬁ(x) je neklesajici pro x < x, a nerostouci pro x > x,.
Vidime, Ze ﬁ(x) nabyvd své minimdlni hodnoty v nékterém z hrani¢nich bodt rg, r;.
Pritom ﬁ(x) nabyvd minima pouze na hranici, pokud neni rovno konstantg.

Piedpoklddejme, Ze pro n&jaké x, €I, ii(x,) < 0. Z tohoto pfedpokladu odvodime

spor. BudiZ r; ten hraniéni bod, ve kterém je ii(x) minimdlni. Nabyvd-li #(x) v obou
hrani¢nich bodech stejné hodnoty, volme r; tak, Ze x; > 0. Mdme

(15) (8 + ) i(r) = 9. ii(r) < 9, j () dux) + (=1) m @(ry)

nebot p(I) =1, (=1)' n;@'(r)) =2 0. Z prévé zminénych vlastnosti funkce ii(x)
vyplyvd, Ze alespoii jedna z nerovnosti (15) je ostrd. Tedy plati

(16) @, + ) () < 9, j (x) dpe(x) + (= 1) m, @(ry)
Na druhé strané podle (10) funkce u/(x), j = 0, ..., n, spliiuji okrajovou podminku
(17) (% + x)uy(r) = Sijuj(x) dp(x) + (=1) muj(r) +

+9, J V() di(x) + Kids + o5 ().
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kde c(r;, 0) = c(r;, o(r;)). BudiZ I takové, Ze plati ii(x) = u,(x) pro x z ng&akého
okoli bodu r;, x + r;. Potom

(18) (9 + wi)a(r) = (% + ) (u(r) — uo(ry)) =
= SiJ‘(u,(x) — ug(x)) dpx) + (= 1) m(u; (r;) — uo(ry)) +

+ ofe(ri, 1) — ¢(ri, 0)) = 9; jﬁ(x) dp(x) + (= 1) = @' (ry),

nebof je o (c(r;, I) — ¢(r;, 0)) = 0 podle pfedpokladu 2. (18) je ve sporu s (16). Vi-
dime tedy, Ze je ii(x) = 0, tj. u(x, o(x)) < min {u,(x), k = 1, ..., n}. Tim je véta 1
dokdzdna.

Pfedpoklddejme nyni ko = k; = 0, §; + n; > 0 pro i = 0, 1, v podminkdch (10).
Potom plati (2) a celkovy oekdvany ndklad na Fizeny proces nemd smysl. M&me
v € M a budteZ y(t, v), Y(t, v) definovdny vztahy (5), (6). Z ergodickych vét o difusnich
procesech vyplyva, Ze s pravdépodobnosti 1 existuji

(19) lime™ ' y(t,v) = O, limt ' y(t,v) = 0, >0

t— o0 t— o0

a nezdvisi na po&dtedni poloze trajektorie procesu Y(v). Existuje tedy také

lim y(z, v) Y(£, )" = O(v).

O(v) piedstavuje primérny ndklad na jednotku zobecn&ného Zasu pfi Fizeni v.

Lemma 2. O(v) je jediné cislo takové, Ze existuje funkce w(x) = w(x, v), kterd md
spojitou derivaci na I a plat{

(20) a(x, v(x)) adj; w(x) + b(x, v(x)) i w(x) + ¢(x, v(x)) — O(v) d(x, v(x)) = 0

pro kaZdé x, které je bodem spojitosti funkct

(21) a(x, v(x)), b(x,v(x)), e(x,v(x)), d(x,v(x))

a jsou splnény podminky
(22) Sif(w(x) = w(r))du(x) + (=1 7, w'(ry) +
+ 9 j(v,(x) — O(v) t(x)) dufx) +

+ ac(ry, o(r)) — O) d(r, v(ry))) =0, i=0,1.
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Z dtkazu lemmatu 2, které je obdobou véty 1 z [4] uvedeme opét pouze hlavni
mySslenky.
Podle (19)
lim =" E{y(t, v)[yo = x} = O,

t—= o

Odtud podle zndmé vlastnosti Laplaceovy transformace

lim lf e M E{y(t, v)[yo = x} dt =lim Av(x, A,0) = 6.
=0 Jo 10

Ozna¢me
wi(x) = lim [o(x, 4, v) — v(ro, 4, v)] .
i-0

Limitnim pfechodem pro A — 0 v (7) odvodime rovnici
d? d

(23) a(x, v(x)) — wy + b(x, v(x)) — w; — @, + ¢(x,v(x)) = 0.
dx? dx

Stejnym limitnim pfechodem v rovnici, kterd je obdobou (7) pro Laplaceovu trans-
formaci oéekdvané hodnoty zobecnéného Casu, obdrzime

2
(24) a(x, v(x)) 4 w, + b(x, v(x)) d wy, — @, + d(x,v(x)) = 0.
dx? dx
Vyndsobenim (24) ©,0; ' = ©(v) a odettenim od (23) dostdvdme (20) s w = w, —
— O(v) w,. Podobnym zpiisobem s pouZitim (10) se odvodi podminky (22).
Budeme psiti O(v) = O(j) pro v(x) =j,j=1,...,n.

Véta 2. Necht k, = k;, =0 a pro i =0,1 je bud 3; > 0 nebo soucasné n; > 0,
o; > 0. Oznacme
6 = min {ek),k=1,..,n}

a necht funkce w(x), k = 1, ..., n, maji spojitou derivaci na I a spliiuji
2

25)  a(x k) f—z wi(x) + b(x, k) Ed‘ wi(x) + (%, k) — & d(x, k) = 0
x x

pro kaZdé x, které je bodem spojitosti funkci
a(x, k), b(x,k), c(x, k), d(x,k),

a vyhovuji podminkdm
(26) BEJ(wk(x) — wi(ry)) dpd(x) + (=1) 7 wi(r) +

+ Sif(vi(x) — O t(x)) dpx) + o {c(ri k) — & d(r, k) =0, i=01.
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Necht o v(x)e M plati:

1. Existuje I = 0 neb 1 tak, Ze, pro x € (ro, ry), vo(x) = j jen tehdy, kdyZ w(x) —
— wy(r,) = min {wi(x) — w(r), k =1,...,n}.

2. Jeli o; 0, potom u(r)=j jen tehdy, kdy: c(r,j)— @ d(r,j) =
= min {¢(r;, k) — o d(r;, k), k =1,...,n}. Potom
(27) o) < o.

Diikaz. PoloZme Wy(x) = wy(x) — w(r;) pro k = 1,..., n. Porovndme-li (25),
(26) se (7), (10) pro v(x) = k, 2 = 0, vidime, Ze W,(x) vyhovuji obdobnym rovnicim

a okrajovym podminkdm jako funkce u,(x) ve v&t& 1. Pfitom za okrajovou podminku
v bod¢& r, povaZzujeme Vvk(r,) = 0. Necht v‘vo(x) md spojitou derivaci a plati

d? d ~
(28) a(x, v(x)) " wo(x) + b(x, v(x)) = Wo(x) + ¢(x, v(x)) — O d(x, v(x)) = 0

X X
pro kaZdé x, které je bodem spojitosti funkei (21) a jsou splnény okrajové podminky
(29) Wo(r) =0,
00 9 [(00 — Tl ) + (1w ) + 9409 -

— 0 1(x)) dpyx) + oi(c(ri, v(ry)) — @ d(ri,v(r)) =0 pro i+ 1.
Potom predpoklady 1., 2. véty 2 maji podle véty 1 za ndsledek
(31) wo(x) < W(x) pro xel,k=1,...,n.

Nechf v(x) = j pro x z n&akého okoli bodu r;, x = r,. Pak vzhledem k (31), (29)
a (26) plati

(32) 9, f o) di(x) + (= 1) 7, Wy(ry) < 8, f ,06) dju(x) + (1) Wi(re) =
- -3, j (1) — 6 () dix) = el )) — 6 d(r )
= —8,f(v,(x) -0 z,(x)) duy(x) — Gt[c(’h o(ry)) — 6 d("u U("l))] .

Posledni nerovnost je disledkem predpokladu 2.
Pfipustme nyni, Ze (27) neplati a tedy ©(v) > @. Polozme W(x) = w(x) — Wo(x),
kde w(x) je definovdno v lemmatu 2. Ode&tenim (28) od (20) dostdvdme

(33)  alo o) - ) + s o) S 59 = (66) = 6) s () > 0,
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odedtenim (30) a (32) od (22)
(34) s, [(W(x) — () di(x) + (1) W () 2
= (0(v) — ©) [Sifri(x) dufx) + o, d(r;, v(r,-))] >0 pro i=0,1.

Z (33) vyplyvd, Ze W(x) nemtiZe mit uvnitf intervalu I lokdIni maximum.
Potom v hraniénim bodg& r;, ve kterém je W(x) maximdlni, musi byt

(35) 9, J (7(x) — #(r)) di(x) + (= 1) m w(r) < 0.
Pritom, je-li 9; > 0, je levd strana (35) zépornd. To je spor s (34). Je-li o; > 0 je
(O0) — &) [9,. J e(x) du(x) + o d(ry v(ri))] =0

a tedy opét je (35) ve sporu s (34). Musi proto (27) byt spln&no.

Pfiklad. Nechf X(1), X(2) jsou dva difusni procesy na intervalu [ —1, 1]: a(x, 1) =
= a(x,2) =1, b(x, 1) = 0, b(x, 2) = 1. Po dosazZeni hranic nechf trajektorie za&ind
s pravdépodobnosti 1 v bodé 0. Nechf ddle ¢(x,1) =0, ¢(x,2) =1, d(x,1) =
=d(x,2) =1, v{(0) = N > 0, 7(0) = 0. To znamend, Z¢ pii odskoku trajektorie
od hranice vznikd ndklad N a z prib&hu procesu X(2) vznikd dodatedny ndklad
rovny dobg€ trvdni procesu. Zobecnény Cas je totoZny s ¢asovym parametrem ¢ tj.
Y(t, 1) = Y(t, 2) = t. Nasi ulohou je Fizenim zmensiti prim&rny ndklad na jednotku
Casu. Z rovnic

2
& e(1)=0, wr)=w0) +N, i=01,
dx?

najdeme ©(1) = 2N, z rovnic

Fw—kdiw—@(Z):O, w(r)=wl0)+N, i=0,1,
x X

najdeme
O(2) =1+ Nsinh1[cosh1l —1]7".

Odkud © = O(1) = 2N. Dile urdime
wi(x) = Nx* = N, wy(x) = (2N — 1)[x + (sinh 1)"* (¢e7* — cosh 1)] .

Pro N =10 je O(1) = 20, ©(2) = 22,64. Ddle je w,(x) < w;(x) pro x < xo =
= —0,390, W,(x) < W,(x) pro x = x,. Volime-li v(x) =2 pro x = X, o(x) =1
pro x > X,, pak jsou splnény piedpoklady véty 2. Z rovnic (20), (22) obdrZime
O(v) = 18,04. Uvedme, Ze min {O(w), w e M} = 17,54.
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Pesrome

O METOJE UTOHA - 3AJETA U1 VIIPABJIEHU
JNOPY3ZUOHHBIMU ITPOLHECCAMU

TIETP MAHJI (PETR MANDL)

MeTon TNOHMXEHMSI OXHMIACMOTO pacxoja Ha MapKOBCKyIO IeNb, pa3paboTaH-
molit . T. Urtonom u JI. A. 3amerom B [1], npumensercst x nuddy3HOHHEIM TIpo-
neccaM. [Jlaetcsas Moaudukanus 3TOro MeToAa s TOHVDKEHMSi CPETHETO pacxoja
Ha equHuLy (0600LIEHHOTO) BpeMeHU B HeoOpbIBatoruxcst quddy3HOHHBIX npouec-
cax.

Summary

ON EATON—-ZADEH’S METHOD OF CONTROLLING DIFFUSION
PROCESSES

PETR MANDL

The method of reducing the expected cost in a Markov chain developed by J. H.
Eaton and L. A. Zadeh in [1] is applied to diffusion processes. A modification of this
method for reducing the mean cost per unit of (generalized) time in non-stopped
diffusion processes is presented.

Adresa autora: Dr. Petr Mandl DrSc., Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vyse-
hradské 49, Praha 2.
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