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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 4

PUDORYSNE ZAKRIVENE TENKOSTENNE PRUTY
UZAVRENEHO TUHEHO PRUREZU

VeApiMirR KRISTEK

(Doslo dne 12. prosince 1966.)

V tomto pojedndni se budeme zabyvat feSenim napjatosti tenkosténného prutu
uzavieného prufezu, jehoZ stfednici tvofi kruhovy oblouk o poloméru R lezici ve
vodorovné roving. Jeho prifez miZe byt obecny, budeme pouze pozadovat, aby
jeho jedna z hlavnich centrédlnich os setrvaénosti byla vodorovnd, tj. aby leZela v téZe
roviné€ jako kfivd osa prutu. Priifez prutu je tuhy, pfi deformaci prutu nedochdzi ke
zméné tvaru obrysu priafezu. Tato podminka musi byt zaji§téna dostateCnym piiénym
ztuZzenim — pfi jejim nesplnéni by napjatost prutu méla zcela jiny charakter a tohoto
zpisobu vypoétu by nemohlo byt pouZito.

Pro ptidorysné zakfiveny prut je charakteristické, Ze nelze od sebe oddélit jednotli-
vé druhy namdhdni. Budeme proto fesit vliv vSeho zatiZeni piisobiciho na prut zdro-
vefi, nebot jednotlivé slozky tohoto zatiZeni mohou ovliviiovat vice sloZek vnitfnich
sil v prifezu prutu (napf. zatiZeni pasobici kolmo k roving k¥ivého prutu ovliviiuje
ohybové i kroutici momenty).

PODMINKY ROVNOVAHY

Pro sestaveni rovnic rovnovdhy vyjmeme dvéma radidlnimi fezy z prutu prvek ve
tvaru segmentu, jehoZ délka m&fend po stfednici je dI (obr. 1). V protatych st&ndch
tenkosténného prutu plsobi normdlnd a smykovd napéti jejichZ integraci po celé
plose prifezu dostdvdme Sest sloZek vnitfnich sil:
normdlnd sila N(J),
posouvajici sily T,(!) resp. T(l) jejichz smér piisobeni souhlasi se smérem osy y

resp. z,
ohybové momenty M,(I) a M_(I); prvni z nich piisobi ve svislé roving xz,
druhy v roviné prutu xy,
kroutici moment M,(1).

ProtozZe se jednd o vyminky rovnovdhy prifezu jako celku, které nezdvisi na zpi-
sobu rozloZeni napéti v prifezu ale pouze na jejich vyslednicich, neobjevuje se v nich
bimoment, tj. veliina charakterisujici toto rozloZeni.
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Prvek sdm je zatiZen vnéjsim zatiZenim, jehoZ sloZky do smért soufadnych os jsou
q.(1), a,(1) a g,(1) a které svym umisténim vyvozuje téZ spojité kroutici zatiZeni m,(1)

(obr. 1).

dﬂ%l

Obr. 1.

Soudtové vyminky rovnovdhy vyinatého prvku jsou

N _ T,0)

(v Al " -q(l)=0,

©) O MO 4 g =o,
dT,()

(3) TR +4,()=0,

podobné momentové vyminky rovnovdhy miZeme psdt ve tvaru

@ W0 7 + 20
amy(l)
() 5~ B =0,
dM(l) _ M(}) _
(6) T—T+mk(l)—0.
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Z t&chto rovnic mizeme vylougit sily T,(1), T(l) a N(1). Dostédvdme soustavu t¥i di-
ferencidlnich rovnic, jejiz tvar je

dZMY(l) + l d_]\i"(,l)

(7 e Troa Ted=0.

EM() 1 dM() | deh) 1
® o TrRoa T a Tr=0
) d—%@—]y%+mk(1)=0.

SOUVISLOST VNITRNICH SIL A PRETVORENI{

Nejdfive si v§imneme geometrické stranky deformace. Priifezy prutu se pfi jeho
deformaci pfién& posouvaji (prithyb proti sméru osy y oznagime &(I), prithyb proti
sméru osy z n(l), nakrucuji se proti sobé (ﬁhel zkrouceni v roviné kolmé na osu prutu,
kladny ve sméru otd&eni ruditek hodinovych, ddle zna&ime ¢(I) obr 3) a téZ se vlivem
podélné deformace prutu podélné posouvaji (pfemisténi ve sméru osy x ((1)).

(l)
£
ds()
s““ﬂf/’df _(},__:*___n N
A
5(0 ~ u,, m:,///_,,,//,
e

Obr. 2.

a) UvaZujme nejprve, Ze pfi deformaci se prvek prutu posunul v podélném sméru
o hodnotu {(I) a pfi¢n& (smérem ke stfedu kfivosti prutu, tj. proti sméru osy y) se
pfemistil o £(I). Z obr. 2 je ziejmé, Ze ptivodni délka prvku dI = R d« se zménila na
hodnotu

[R - &()] do + S0 gy
dl
a proto pro podélné pomérné prodlouZeni plati vztah
[R — &(1)] do + ‘iﬁ(l—l) dl — R da

gl) = =2 L
() R dx I R
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Pouzijeme-li Hookeova zdkona, dostdvdme rovnici

da) _ E@]

(10) N(l) = EF[ a R

kde F znadi plochu pfi¢ného fezu prutu.

b) Sledujme nyni ohyb prutu v jeho roving&. Vliv posouvajici sily na prihyb jako
obvykle zanedbdme. Ohybovy moment M,(I) bude im&rny zméné kiivosti prutu.
Tato zmé&na kfivosti se sklddd ze dvou &dsti — prvni &dst je kfivost vlastni ohybové

&dry d2¢(1)[dI?, druhd &ist je vyvozena zm&nou velikosti polom&ru R vlivem posu-
nu &(1). Plati tedy vyraz

(11) M) = ~EJ, [‘*fl@ e %],

kde J, je moment setrvacnosti prifezu k ose z,

Rl(l) je zmenSeny polomér k¥ivosti prutu vyvozeny posunem prvku o hodnotu prihy-
bu &(1); velikost tohoto zmen3eného poloméru je ddna vztahem

| )
N R =rRl1- O g R |- _R
(1) Ry =R - ) RI:I R]_Rl —|" @

R

Spojenim vyrazi (11) a (12) dostaneme rovnici [.};E 7 1-1'
LRV & —Jpw

) = — e\ LS9
13y M1 EJZ[ R Rz] \]L

c¢) Ohyb prutu ve svislé roving zx bude ovliv-
iiovat krom& momentu M (I) i zkrucovdni prutu, — -
jimzZ téZ vznikd zmeéna kfivosti v této svislé ro-

ving. Pfemisti-li se totiZ p¥i krouceni prvek prutu S~ R
ve tvaru segmentu o thel ¢(I)(jak je schematicky 1 4 T
naznadeno na obr. 3), ziskd prut ve svislé rovin& It >
jistou k¥ivost, jejiz velikost je /////

_

2x sin o(!
ktp(l) = R( ) : Obr. 3.

Uhel zkrouceni ¢(I) dosahuje malych hodnot a proto miZeme pfiblizng poloZit
sin (1) = ¢(1); plati tedy vztah

) = A0
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Kfivost prutu ve svislé roving d*s(I)/dI* je tedy z&dsti vyvozena vlivem ohybového
momentu M (I) a z&sti prévé uvedenym ndsledkem kroutivého pootoceni zakfive-
ného elementu o tihel ¢(I) podle rovnice

) _ _ M(0)

+ k(1) = — A NP ARE T A 1A s

EJ R

y ¥y

jejiZ Gpravou dostdvdme vztah‘)

(14) M{l) = —EJ, [ﬂ(i) _ &].

drz R

d) Pfi feSeni stavu krouceni budeme nejprve fesit pfipad, pfi kterém se priifezy
deplanacné neovliviiuji, tedy deplanuji vSechny stejné. Velikost smykovych napéti
vytvarejicich v prifezu kroutici moment M, zdvisi jednak na pomérném uhlu zkrou-
ceni prutu de(I)/d] a jednak na torsi (druhé kfivosti) k,(I) prostorové kfivky, v niz
vlivem svislého prihybu 5(l) pfejde piivodn& rovinnd stfednice prutu. Tuto torsi,
podobné jako pomérny uhel zkrouceni, si miiZeme predstavit jako ,,rychlost* otdéeni
binormadly ve shodném smyslu. Proto plati vztah

(15) M, =4 [% + 2k,,(l)],

kde A4 je jistd konstanta.

Abychom mohli vyjddfit tento vliv prithybu n na kroutici moment M,, vyjddiime
si €dru svislych prithybt ve tvaru

(16) r,,(l)=i.RcosRi+j.Rsian‘+k.n(l),

kde i, J, k jsou jednotkové vektory ve smérech os +y, +x, —z v bodé I = 0(po fadg)?).

1y O znaménkové spravnosti tohoto vyrazu se mizeme piesvédCit touto tvahou: prvek prutu
necht se nejprve pii krouceni nato¢i o kladny uhel ¢(/), primétem tohoto prvku do svislé roviny
je pak ,,oblougek‘ tvaru — ; plisobime-li dale na takto pfemistény prvek kladnym ohybovym mo-
mentem M ({), miizeme tim dosdhnout toho, Ze tento moment ,,vyrovna‘‘ ve svislé roviné prvek
tak, ze prihyb nevznikne.

2) Tim je pravotocivy soufadny systém zachovan, nebot jednotkovy vektor I nalezi k ose +y,
vektor j k ose 4 x (tedy dvé osy jsou zaménény) a vektor k sméfuje proti kladnému sméru osy z.
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Torse kiivky dané vztahem (16) je ddna vyrazem

- sini, cosi, di(ll

R R dl
2

L cos fl—, - Lsini, a1
R dr

r .1 1 I d(])

—sin—, — —cos—, —=
R? R R? R dar

(17) *ke(1) =

1 d2 2 ’
1 [
R? dr2

ktery po zanedbdni derivaci funkce 7(!) vys$siho fddu neZ prvniho dostane jednoduchy
tvar

(18) iy = Ll

Dosazenim vztahu (18) do rovnice (15) dostdvdme

(19) Mk=A[d—“’@+ii'@].

dl R dI

Pro prosté krouceni pfimych tenkosténnych prutd uzavieného prifezu plati
zndmy vztah
do(x
(20) M, = 62,9209
dx
kde G je modul pruznosti ve smyku,
J, je moment tuhosti priifezu v prostém krouceni podle vzorce

5
Iy = ,

ds
n(s)
v némz znadl w, dvojndsobnou plochu omezenou stfednici prifezu,
n(s) tloudtku stény tenkosténného prutu v mist& s
a v némZ integrujeme podle prom&nné s méfené podél sttednice prifezu, viz napf.
[1]. 2]
Vsimn&me si stavby rovnic (19) a (20), které jsou si znaén& podobné. Pom&rny tuhel
krouceni d(x)/dx je v rovnici (19) pro zakfivené pruty nahrazen vyrazem de(l)[dl +
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+ 1/R . dy(1)/d] a uvdZime-li zndmy zpiisob (nap¥. podle [1], [2]) odvozeni rovnice
(20), vidime, Ze konstanta A ve vztahu (19) se opét rovnd GJ,. Plati tedy pro prosté
krouceni kfivych prutl rovnice

(21) M, = GJ, [d—‘ggi) + %‘—iizi%ll].

Zajimavym limitnim p¥ipadem prostého krouceni kfivého prutu je takovy, u kte-
rého poZzadujeme, aby kazdy prifez byl namdhdn pouze krouticim momentem M,
stejné hodnoty pro vSechny priifezy I a aby prut nebyl vitbec namdhdn ohybem. Tento
pfipad vyZaduje zvld§tni zpisob zatiZeni prutu, nestaél pouze zatiZit volné konce
prutu vnéjsim krouticim momentem M, nebot tim by se vyvolaly i momenty ohybové.
Splnime-li tento poZadavek, miZeme p¥i pouZiti rovnic (14) a (21) psdt pro feSeni
tohoto limitniho pfipadu soustavu rovnic ve tvaru

an(l) o)
22 -7 =9,
(22) dr? R
aolt) | 1 an) _ M,
dl R dl GJ,

>

jejiz obecné feSeni je ddno funkcemi

1 1
23 l) = C,sin— + C, cos —,
( ) ‘/’() 1 R 2 R
M,R 1 l
24 )= —**1]—C,Rsin— — C,Rcos— + C,.
( ) 71() GJ, 1 R 2 R 3

Probereme si dva pfipady uloZeni prutu.

1. Pocdtedni prifez prutu je posuvné vetknut (nenastévé zde nakrouceni, svisly
prihyb je zde nulovy, tedna k &dfe svislych prithybu je vodorovnd, ale deplanace zde
omezovana neni). Pro urceni tfi konstant v obecném feSeni tedy mdme podminky

9(0) =0,
n(0) =0,
a0 _ .
al

Pritbéh thlu pootoceni a svislého prithybu se ¥idi rovnicemi
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2. Natolme si teénu k &éfe svislych prithybl v poédteénim prifezu tak, aby platily
podminky

¢(0) =0,
n(0) =0,
dn(0) _ MR
dl GJ,

V tomto piipad€ viechny tfi konstanty v obecném Feleni (23) a (24) budou nulové.
Pro feSeni budou platit rovnice

(p(l) =0,
M,R

() = 2%

GJ,

Prut nabude tvaru §roubovice, priifezy se proti sobé nenakrouti v obvyklém smyslu
a cely kroutici moment je pfendSen smykovymi napétimi vyvolanymi torsi kfivky
svislych prithybi.

V obecném pripadé, kdy zak¥fiveny tenkosténny prut je namahdn krouticim momen-
tem M, k(l), ktery neni stdly pro celou délku prutu, ddle je namdhdn ohybovym
momentem M,(I) a kdy v n&kterych prifezech prutu je n&jakym zplsobem
ovlivitovdna deplance prifezu (napf. vetknutim), dochdzi, podobng jako u pruti
pfimych, k vdzanému krouceni. Vznikaji zde doplitkovd normadlnd napéti a rozdéleni
smykovych napéti se méni. Pro tenkosténné pruty je charakteristické, Ze tyto Gcinky
nejsou lokdlni a proto u nich nelze v plné mife pouZit principu Saint-Venantova.

Pi feSeni pouZijeme pfedpokladu Umanského, podle kterého deplanaci u(l, s)
vyjaddiime ve tvaru

(25) u(l, s) = f(I) . uy(s)

jako soutin funkce deplanace f(I) (dosud nezndmé) a jednotkové deplanace u (s)
(tj. deplanace prifezu pfimého prutu za prostého krouceni pfi jednotkovém pomér-
ném hlu zkrouceni, nebo kiivého prutu p¥i de(l)/dl + (1/R) . (dn(1)/dl) = 1).
Oznadime-li formdlné
—uy(s) = "u(s),

muZeme velikost normdlnych napéti vyvozenych vdznanym kroucenim (tedy nikoliv
ohybem apod.) pii platnosti Hookeova zdkona vyjddFit vztahem

_ou(ls) B df (1) (s
(26) ofl,s) =E o E T (s)-

RozloZeni smykovych napéti podél stfednice priifezu ziskdme z podminky, Ze
jimi vyvolané deformace sleduji tvar, ktery je imérny jednotkové deplanaci prifezu.
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Odvozeni tohoto zplsobu rozloZeni smykovych napéti provedeme podobnym zpiiso-
bem jako pro pruty pfimé s respektovanim ndhrady pomérného uhlu zkrouceni vy-
razem de(1)/dl + (1/R) (dn(1)/dl). Tim dostdvdme rovnici

(27 7(l,s) = G | f() | ———— + l:d:;(ll) + Ilzd—’;(ll—)] r(s)| ,
"@§()

kde r(s) znadi vzddlenost tecny ke stfednici prifezu v misté s od stfedu krouceni
prifezu.

Znam4d zdkladni diferencidlni rovnice Umanského pro vdzané krouceni primych
prutlt mad tvar

dx?

d*f(x) GJ, v
28 —— = = f(x) — v = —=M(x) —
(29 709 7t = M)
protoZe pro tyto pfimé pruty plati vztahy
Ji Ji

v=l-—=1--= d(p(x):vlm x) — f(x —
) v Frow R ST U CRVC COSEAI

miZeme spojenim vyrazl (28) a (29) dostat zdkladni diferencidlni rovnici pro pfimé
pruty v jiném tvaru

>

2 3
L S o e
C X EJ, dx EJ, dx

ve kterém se neobjevuje jako nezndmd funkce deplanace f(x) ale thel zkrouceni ¢(x).
Provedeme-li zmin&nou zdménu vyrazu de(x)/dx v rovnici (30) dostaneme diferen-
cidlni rovnici popisujici vdzané krouceni kfivych prutii ve tvaru

2 3 3
(31) “‘_de(’)_LMk(,)zdL@+idL(”_§ﬁv do() | 1 dn(D)]
GJ, d  EJ, d® R dP EJ, | dI R dI

Souvislost vnitfnich sil N(I), M (1), M,(I) a M(1) a deformaci {(1), &(1), n(1) a ¢(I)
vyjadiuji &tyfi rovnice: (10), (13), (14) a (31). Ze stavby téchto rovnic vidime, Ze na
sobé zavisi jednak podélné deformace a ohyb v roviné prutu a jednak ohyb kolmo
k roviné prutu a krouceni. Proto musime tyto zdvislé stavy fesit soucasné, pii tom si
musime uvédomit, Ze vnittni sily N(I), M (1), M(I) a M,(I) nezndme a nelze je ani
v obecném pfipad€ urit z podminek rovnovahy prutu jako celku. Je tedy nasim
ukolem uvést do zdvislosti deformace a vnéjsi zatiZeni prutu, které jediné spolu s pod-
minkami uloZeni koncll prutu zndme.

286



OHYB V ROVINE PRUTU A PODELNE DEFORMACE

Pro ohyb prutu v jeho roviné dostaneme spojenim rovnice (8) s vyrazem (13)
samostatnou rovnici

Al 2 ), 1 dE) dafl) L 5
32 EJ | == 4 2 — - g () =0.
(32) ’[dzs TR ar TR dl] dl Rq() )

Rovnice (32) m4 obecné feseni ve tvaru
(33) &) =c, + C,sin 1 + C, cosi + C,lsin 1 + Csl cosi + 0,0,
R R R R

kde Q,(1) je partikuldrni integrdl rovnice (32) pfisluiny zatiZeni prutu q,(I), q,(I).

Toto obecné feSeni obsahuje pét konstant; &tyfi z nich miZeme urdit obvyklym
zpiisobem z podminek uloZeni koncl prutu, zbyvajici pdtou konstantu vSak timto
zplisobem neuréime. Proto urleni této posledni konstanty maZeme provést napf.
timto postupem:

Uzitim &ty¥ nezdvislych podminek plynoucich z uloZeni konct prutu mizeme vy-
jadfit Styfi konstanty obecného FeSeni (33) v zdvislosti na pdté z nich (kterékoliv);
mdme tedy toto feSenti ve tvaru &(1, C)).

Dosadime-li nyni zderivovany vztah (13) do rovnice (5) dostdvdme pro posouvajici
silu T,(1) vyraz

(34) T(l) = —EJ, [‘Eggﬂ + Elz_ %(ill]‘

Nyni vyjddiime z rovnice (2) normdlnou silu N(I) a dosadime ji do vztahu (10), ktery
s pfihlédnutim k vyrazu (34) dostane tvar

(39) REJ, [%fﬁ’-’ + 7{17 d—;%l)] —q,()R = EF [ifjg” - %(z’l].

Jak jiz bylo poznamendno, mame prithyb & uren v zdvislosti na jedné z konstant
obecného feseni. Dosadime-li tuto funkci é(l, C,-) do vztahu (35), stane se tento vztah
diferencidlni rovnici prvniho fddu pro nezndmy podélny posun {(l). Z feSeni této
diferencidlni rovnice vyplyne dalsi jedna nezndma konstanta K — zdvisi tedy podélny
posun { na dvou konstantdch C; a K. Tyto konstanty urime v obvyklém pfipadé
neposuvného ulozZeni koncti prutu ze dvou podminek nulového podélného posunu
koncovych priifezii prutu.

Kdyby vsak byl prut na konci uloZen posuvné, popf. by byl konec prutu zcela
volny, potom by byla v tomto bodé¢ nulova (nebo zndmd vn&jsi) normdlnd sila N(I,)

3) Pfedpokladdme-li neomezeny rist poloméru kfivosti R, potom tato rovnice piejde ve zndmy
vztah pro priahybovou ¢aru pfimého prutu.
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a proto by stagilo v rovnici (35) psdt v tomto koncovém bodé 1, misto pravé strany,
predstavujici normdlnou silu, nulu (nebo vng&jsi zndmou silu N(Iy)). Tim by ndm
takto upraveny vztah (35) v bodé€ I, poskytl podminku pro urleni zbyvajici kon-
stanty C;. :

ProtoZe tento zpisob urfovdni konstant neni zcela béZny, ukdZeme si jej na jed-
noduchém pfikladé. UvaZujme vetknuty obloukovy prut (obr. 4) zatiZeny pfiénym
zatizenim o intensit& g,(I) = al®; podéIné zatiZeni prutu je nulové. ProtoZe je loha
soumérnd, dvé konstanty v obecném feseni (33) vypadnou a tim toto feSeni dostane
tvar

4 12
)= Cy + C,4 cosi + C‘tlsini + R%al .
R R EJ,

Uplatnénim obvyklych podminek pro vetknuty prut

(2 -0, [S0] Lo,
2 dl I=+(nR)/2

vyjddfime konstanty C; a C5 v zdvislosti na C, a proto rovnice pro prithyb zatim je

7R R°n%a R®na 1
36 gl,Cy) = —Cy = — +(CR + cos — +
(36) (t.c) Y2 4EJ ( ¢ EJZ) R

z

472
+ Culsin L 4 Kb
R EJ

z

Tento vyraz dosadime do rovnice (35), kterd po integraci dostane tvar

2 3
37) )= C4sin—l— 2R—2Jz —lcosi—zt—l +-Igi RT_ T
R RF R 2 E F 3F
R*z*l R’z . 1 Rzl3)
- —— 4+ ——sin — + K.

+
4J J, R 3J,

z

288



Z podminek nulovych podélnych posunii koncovych priifez

c(i”—f—>=o

dostdvame hodnoty konstant K a C,; plati

K=0,
1 n? R? R*n?

R*an F24F J, 12J,

2
B R gy 2
4 RF

Cy=

Dosazenim velikosti t&chto konstant do vztahi (36) a (37) dostaneme definitivni tvar
funk&niho vyjddieni prithybu (1) a podélného posunu {(I). Odtud téZ vidime, Ze
funkce () je lichd — toto zjisténi odpovidd ndzoru, Ze na ose soumé&rnosti vodorovny
podélny posun nenastane.

Velikosti vnitnich sil N(I), M,(I) a T,(I) nutné pro dimensovdni prutu ur&ime do-
sazenim takto ziskanych funkci do pravych stran rovnic (10), (13) a (34). PFitom
rovnice rovnovahy (1) aZ (6) jsou pfesn& splnény.

OHYB KOLMO NA ROVINU PRUTU A VAZANE KROUCENI

Nagim prvnim tGkolem v této &dsti je uvést do souvislosti deformace (svisly prithyb
n(1) a Ghel pootoceni ¢(I)) a vn&jsi zatiZeni prutu. Dosdhneme toho spojenim vztahi
(7), (9), (14) a (31), ze kterych vylou&ime momenty M,(I) a M,(1). Dostaneme sousta-
vu dvou diferencidlnich rovnic ve tvaru

d*y(1) d?n(1 d2o(1
(3%) ar dll) T dql)z() + a5 0(1) = P()),
d*e(1) d?e() d*n(1) d*n(D) _ s
4 + By a2 + Bao(l) + B Qe + B4 ar (), %)

4) Pro R — o (tj. pro pfimy prut) se tato soustava rozpadne na dvé nezdvislé rovnice
d*nh) _ a0
di# EJ,’
d*e()  GJ d%e() v 1 d*myl)

= L om) — —
a w e ™0 e ae

prvni popisuje ohyb prutu ve svislé roviné a druha je znadma rovnice vazaného krouceni (zderivo-
vana rovnice (30) s uplatnénim vztahu [dM(x)]/dx = —my(x)).
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kde znadi

“s e S e
e P
S ]
P(1) = Ei—y[qm - %9] = al il

o L

D=—m(l) —
o) EJ, () GJ, dP

Jestlize pravé strany rovnic soustavy (38) je mozno vyjddrit jako linedrni kombinaci
vyrazit tvaru I” . e*' (kde m je celé nezdporné &islo a A je &islo obecn& komplexni)
muZeme pro feSeni této soustavy vyhodné pouZzit Laplaceovu transformaci.

Obé rovnice soustavy (38) pfendsobime vyrazem e” ' a provedeme jejich integraci
od 0 do + oo. Tim piejde tato soustava diferencidlnich rovnic v soustavu dvou alge-
braickych rovnic pro obrazy J,(p), J,(p) hledanych funkci n(l) a ¢(I). Tyto obrazy
hledanych funkci a obrazy pravych stran rovnic jsou ddny vztahy

(39) J,,(P) = jwﬂ(l) e~ PLd] y J(P(p) = Jw¢(]) e P! di,

0

H(p) = J “pty el 2(p) = J:Q(l) e ridl.

0

Oznatime-li ,,pocdteéni parametry*‘ hledanych funkci v bodé¢ I = 0

. e
(40) ()] _ -4, () - -B,,
BT TR
rd2n(1) T md2p(1)]
'7(2) — _A29 ‘_Zg_) = _BZ’
| ar |, | dr |,
dn(l) T " do() T
KLU B do)] _ _p,,
AT | d
n(0) = —4,, »(0) = —B,,
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muZeme zminénou soustavu algebraickych rovnic pro obrazy hledanych funkci psdt
ve tvaru

(41) i+ P2+ PP+ PP+
+ p(p* + @) J(p) + (42p” + o3) J,(p) = H(p) ,
5, + pd, + p*6; + p3, +
+ P2(P*Bs + Ba) Iu(p) + (0* + P*By + B2) Ju(p) = Z(p) ,

kde znadi

Y1 = Ay + ¢ A3 + 0,B;,

72 = Ay + 4, + ;B

0y = By + BBy + B34, + Pads,

0, = By + BBy + B3A; + Pads,

03 = By + B34;,

04 = By + P3A,.

Resenim soustavy (41) dostdvame

(42) P7A4 + P6A3 + PS(YZ — 040, + A4ﬂ1) + P4(}’1 — 0,03 + AJ:Bl) +
+ P(1281 — 020, + Aufy — @30,) + pH(Asfy — @20y + 1By —
- 530‘3) + P()’zﬁz - 52“3) + y1By — 0105 + Z(P) (“zpz + 0‘3) -
— H(p) (p* + p*B1 + B2)
Pz[l’6 + PA(ﬁl + oy = ‘xzﬁs) + Pz(ﬁz — afy — “3ﬁ4) + oy By — 0‘3ﬁ4] ’

J,,(p) ==

(43) P(AuBs — 84) + P (AsBs — 83) + PP(12B5 — 05 + APy — d42) +
+ Pz(%ﬂs — 0y + A3Bs — 53“1) + P()’zﬂ4 - 52“1) + y1Bs — 810 +
+ Z(p) (p* + o) — H(p) (P*B5 + Ba)
P’ + P4(“1 + By — “2/33) + Pz(“lﬁ1 + By — a3y — axfa) + 4By — a3y .

J«)(p) =

Oba tyto vyrazy, které pfedstavuji obrazy hledanych funkci 5(1) a ¢(I) podle (39), je
mozno zapsat jako soulet elementdrnich zlomkd ve tvaru
moD,, mooeD,,
Y, — I, Jo(p) =2 Y —
£ i=1(p — p)’ ¢ v i=1(p — ps)’
kde py, p, jsou kofeny polynom ve jmenovateli vyraza (42) a (43),
N Ny j€ ndsobnost téchto kofeni,
Dy j» Dy; jsou &isla (obecné komplexni) vznikld timto rozkladem.
Hledané funkce y(I) a ¢(l), tj. origindly vyrazi (42) a (43) dostaneme ze vzorcii

J,,(p) =

oD, U oD, 117!

=% % o)=Y ¥

v o= (j— 1) v i=1 (i — 1)!

i pol
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Tyto funkce n(l) a ¢(I) jsou obecnym FeSenim soustavy diferencidlnich rovnic
(38). Ulohu konstant tu pfebird osm nezniamych ,,poddteénich parametri 4, + B,
danych vzorci (40), které uréime z okrajovych podminek. Tyto okrajové podminky
budou mit riizny tvar podle zpiisobu uloZeni konce prutu.

a) Konec prutu je vetknut. V tomto misté , nenastdvd Zddné kroutivé pootodeni
prufezu, zddny prithyb, te€na k Cédfe svislych prihybd je vodorovnd a prifez ve
vetknuti nedeplanuje. Plati tedy podminky

(44) ‘P(lo) =0,
(45) n(lo) =0,
dﬂ(lo) _
(46) T 0,
(47) f(lp) =0.

Posledni podminku, kterd plyne z platnosti vyrazu (25), si upravime tak, aby se v ni
objevovaly pouze derivace funkcin a ¢ v bodé [,,.

Ze vztahti (29) plyne pro funkci deplanace zakfiveného prutu vyraz

(48) 70) = l[d‘!’(’) L Ldn() _ Mk(l):l.

vl dI R dI GJ,

Nyni zderivujeme rovnici (9) a za M,(I) do ni dosadime vztah (14), dostdvdme

M) _ 1dM(l) dmy(l) _ EJ,[d’(1)  1de(l)] _ dmy(l)
dr R dl dl R | ar R di dr -

Dosadime-li tento vztah do rovnice (31), méZeme z ni vyjddtit M,(1), plati

(49) M) = — { EJ, [dsﬂ(l) _ _l_dq)(l):l " 1 dmy()) + E{M +

RGJ,| dF R dI GJ, di dr
1 3
+ __dL(I). E{'i + GJ, d_(pg_) + lfl_(l). .

R dP v dl R dl

Podminku (47) v mist¢ vetknuti I, miZeme s pouZitim vztahu (48), do kterého dosa-
dime vyraz (49) psét ve tvaru

3 2 3 J,
(s0) ¢ o(l) EJy , do(l))(, _ E JYJZ,, _I, ) EL (| ELN
d*  GJy di R*G*J:y  J, di* RGJy GJ,

dmy(l,) EJ, _
dl  G*JZy
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Tim mdme uréeny vSechny étyfi podminky v misté vetknuti prutu v pouZzitelné
formé¢. Kdyby ve zvldstnim pfipadé misto vektnuti splyvalo s po¢dtkem délkovych
soufadnic (tj. I, = 0), potom z osmi ,,po&dte¢nich parametri* majicich tlohu kon-
stant v obecném YeSeni by tfi vypadly, nebotf podle podminek (44), (45) a (46) plati

A3y =A,=B,=0.
Zbyvajicich p&t konstant bychom ur¢ili z podminky (50) a ze &tyf podminek danych
zpusobem uloZeni druhého konce prutu.

b) Konec prutu l, je prosté podepfen. Nenastdvd zde Zzddné kroutivé pootoleni
prifezu, zadny prihyb, ohybovy moment je zde nulovy a téZ normdlnd napéti od
vazaného krouceni jsou v tomto prufezu I, nulovd. Okrajové podminky tedy jsou

(51) o(ly) =0,
(52) n(le) =0,
(53) Mly) =0,
(54) o(lo,s) = 0.

Podminky (53) a (54) si opét upravime tak, aby se v nich vyskytovaly jen hodnoty
a derivace funkci 7 a ¢ v bodé l,. Podminka (53) s pfihlédnutim ke vztahu (14) md
tvar

2
(55) d ’1(’0) -0,
dri?

Podminka (54) podle rovnice (26) je

df(ly) _
(56) Th=0

>

proto zderivujeme rovnici (48) a spojime ji se vztahem (9) Tim v misté prostého
uloZeni Iy, kde nevznikd Zddny ohybovy moment, dostdvd podminka (54) prakticky
. pouzitelny tvar

,,,,,, lo)

(57) d%p(jlo) _ 1”"(
dr* GJ

c

Kdyby 1, = 0, tj. kdyby pocdtek souradnic I splyval s prosté podepfenym koncem
prutu, platil by pro dva ,,podteCni parametry* vztah

A, =B, =0.

Ostatni by bylo mozno urgit z podminek (55) a (57) a ze &tyf podminek uloZeni na
opacném konci prutu.
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¢) Konec prutu je zcela volny®). Potom viechny sily v tomto bod& jsou nulové nebo
vnéjsi zndmé. Proto plati podminky

(58) T(l,) =0 resp. T(l,) =T,

(59) M/l,) =0 resp. M/(l)) =M,
(60) M(ly) =0 resp. Myl,) = M,,
(61) o(lo,s) = 0.

Podminku (58) upravime pomoci vztahu (4) a (14), dostdvdme

(62) n(lo) _ 1 do(lo) resp. EJ d*(D) _ 1 de(]) =_’k_1-_
dnB R dl | dF R dI R

Podminka (59) je velmi podobnd podmince (53), proto plati

2 2
d’n(l,) - @(1o) resp. —EJ, d’n(l,) _ o(ly) - M.
dr? R drz R

Koneén& podminku (60) uplatnime psanim rovnice (49) v koncovém bodg I, a pod-
minka (61) je jiZ zapsdna rovnici (57).

Uplatnénim okrajovych podminek na obou koncich prutu pln& uréime funkéni
pribehy svislého prihybu 5(!) a uhlu zkroucent ¢(I). MiZeme proto jejich dosazenim
do vztahti (14) a (49) urit velikosti ohybového M (I) a krouticiho momentu M,(I).

5) Je ziejmé, Ze tento pfipad, kdy je prut na jednom konci volny a na druhém vetknuty, je
uréit prabéh vnitinich sil v prafezech prutu N(/), Ty(l), T, My(l), M) a My(]). To ndm dovoli
ihned vy¢islit napéti od ohybu obvyklym zpiisobem z ohybovych moment M (/). TéZ pro feSeni
vazaného krouceni mizeme pouzit znimého pritbéhu krouticiho momentu M, (/) podél délky prutu.
Rovnice pro funkci deplanace prufezu kiivého prutu f(/) ma pfi platnosti pfedpokladu (25) tvar

d2fy GJ,

az 0 EJ,

v
— M) -
Y KD 57

u
a je pfimo fesitelnd nebot pravé M, (/) zndme. Okrajové podminky pro funkci f(/) jsou podle rovnic
(25) a (26):
v misté vetknuti /,, plati
fU,)) =0,
na volném konci l,,p
dfl,p)
d/

=0.
Uplatnénim téchto okrajovych podminek ziskdme priabéh funkce deplanace f(!) a podle vztahu
(26) mizeme urcit prabéh normdlnych napéti ¢,(l, s) vyvozenych vdzanym kroucenim, popf.

uZitim vzorct (48) a (27) i rozloZeni smykovych napéti pfi tomto vazaném krouceni.
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Dosazenim t&chto momenti do rovnice (4) dostaneme funké&ni zdvislost pro svislou
posouvajici silu T,(I). Pro zjidténi velikost normdlnych napéti vyvozenych vdzanym
kroucenim nejprve dosadime vyraz (49) do (48) pro funkci deplanace f(I); potom
takto upraveny vztah (48) zderivujeme a dosadime do rovnice (26). Prib&h smykovych
napéti 7,(I, s) vyvozenych vdzanym kroucenim ndm urcuje vztah (27).

ZAVER

Shrneme-li ukdzané vysledky, vidime, Ze celkové normdlné napéti v misté s prife-
zu | je ddno vztahem

o(l,5) = oy(l) + opr (L 5) + oae(ls5) + aills s).

Prvni tfi séitance tohoto vztahu jsou podle obvyklych postupit odvozeny z normélné
sily N(I) a ohybovych momenttt M (1) a M,(1). Plati tedy zndmé vzorce

F

N(l) = j n()dr, M) = - J

on(los)zdF, M) = — j ou(l,s) y dF .

F

Provedeme-li integrace elementdrnich sil o,(l, s) dF a jejich statickych momentd
k osdm y a z, musime dostat nulu, nebot, pokud se tykd celkové ekvivalence sil
v prifezu, jsou normdlnd sila N(I) a momenty M (I) a M (1) jiZ zachyceny napé&timi
an(1), oar, (1, 5) @ gy (1, 5). MiiZeme tedy s pfihlédnutim k rovnici (26) psit

j%t(s)dF:O, ~“lu(s)zdF=0, ~l\lu(s)de=0.
F F F

Témto podminkdm je moZno zndmym zpisobem vyhovét tim, Ze prabéh jednotkové
deplanace je hlavni, tj. pol pouZity pro konstrukci poldrni plochy se ztotoZiiuje se
stiedem smyku prifezu a zdroveii pod&dtek, od n&hoZ pocitime funkci [§ ds/n(s)

volime tak, aby platilo
([
FLJo n(s)

SloZit&jsi situace je u napéti smykovych. TéZ tato napéti se sklddaji ze t¥i ¢dsti podle
vztahu

(63) : Wl s) = tr(Ls) + 1o (L s) + w(ls),

z nichZ prvni dv& jsou celkové ekvivalentni s posouvajicimi silami T,(I) a T,(I) a jsou
z nich také zndmym zplisobem vypolitdvdny. Tieti ¢dst té&chto smykovych napéti
(I, s) je vyvoldvdna vdzanym kroucenim a pro zachovdni ekvivalence nemd mit
v prifezu zddnou vyslednici.
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Aby tato podminka byla splnéna, musi s pouZitim rovnice (27) podle obr. 5 platit
vztahy

mﬁﬁémwm—ﬁodw 1 S| o ) cos vty s = 0,
e}

n(s)
Tyto rovnice mohou byt splnény, jsou-li v kaZzdé z nich oba s&itance v jejich levych
strandch nulové. Z toho plyne pro prvni séitance podminka

() sin Y(s) ds — I:f(l) d(p(l) _l_c}n_(ll] fj; n(s) r(s) sin Y(s) ds = 0.

R dI

z Ef)'cos W(s) ds = §sin Y(s)ds = 0.
T
x Tyto integrdly maji vyznam pramétt prvkd pra-
k fezu do osy y resp. z, a musi byt u uzavieného
y r A prufezu nulové; proto je této podmince pro prvni
s€itance vyhovéno.
Clen

_do(h _ 1 dn(l)
Obr. 5. £0) dl R dI

muZe viak byt nulovy jen ve zvldstnim pfipadé a proto by mély byt rovny nule
integradly

(64) §mncmw
§mM$mwm»

Toto je splnéno napf. u prafezl se dvéma rovinami soumérnosti u kterych je prifez
délen na Ctyfi stejné kvadranty a proto kazdému prvku prifezu odpovidd po diago-
ndle prvek antimetricky.

Pro obecny tvar prifezu viak vyrazy (64) nejsou nulové a proto smykovd napéti
(I, s) vyvozend vdzanym kroucenim maji pfi tomto zpiisobu vypo&tu vyslednice

65  AT()=¢ [9?@ L) _ f(l)]ﬂgn(s) (s) cos (s) ds ,

dl R di

AT(l)=G [ﬂl—) + Ldn(D) _ f(l)H; n(s) r(s) sin y(s) ds,

dl R dl
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které narusuji ekvivalenci sil v pritfezu. Z toho plyne, Ze pruty s prifezy, u kterych
tato skuteCnost nastdvd, jsou namgdhdny jesté pfidatnym namdhdnim a proto pro né
neni pfedloZeny vypodet zcela piesny.

Vypocet v tomto piipadé bychom mohli zpfesnit tim, Ze bychom nalezli takové
piidatné zatiZeni povrchu tenkosténného prutu, které vyvold pouze posouvajici sily
AT(l) a A T[l), ale nezplsobi Zzddné normdlné sily, Zddné ohybové ani kroutici
momenty. Toto pfidatné zatiZeni by mélo obecné Sest sloZek: podélnou 4 qx(l),
piiéné 4 q,(1) a 4 q.(1), vyvozovalo by spojitd ohybovd zatiZeni 4 m(l) a 4 m(I)
a spojité kroutici zatizeni 4 m,(1). Jejich velikosti bychom uréili z podminek rovnovi-
hy vyjmutého prvku prutu, ve kterych bychom s pfihlédnutim ke vztahiim (65) polo-
Zili N(I) = M(I) = M(I) = M,(I) = 0 a T,(I) = A T,(l), T.(I) = 4 T,(1); plati

(66) Adq ()= — 4{{;(2 ,
Aaq)l) = — M_de@ ,
Aql) = — dA_dle(_’),

Amyl) =4 T([l),
Amy(l)y = 4T(l),
Am(l)=0.

Potom si miiZzeme piedstavit, Ze v piipadég, ktery jsme fesili pfedloZenym zpisobem
(za pouziti Umanského ptedpokladu (25)), je prut zatiZen nejen danym vn&jsim zati-
Zenim, ale i timto zatiZenim p¥idatnym. ProtoZe toto pfidatné zatizeni ve skuteénosti
neexistuje, mazeme ddle prut zatizit timto pridatnym zatiZenim vzatym zdporné a jim
vyvoland napéti seist s napétimi dfive uréenymi.

Sestavenim vztahl (66) jsme si dokdzali, Ze je moZno najit takovd zatiZeni, kterd
vyvodi pouze posouvajici sily 4 T,(I) a 4 T(I). Z toho plyne, Ze pii zatéZovdni témito
zatizenim pisobicimi v opaéném sméru vzniknou v prifezech prutu opét pouze
posouvajici sily —4 T,(I)a —4 T,(1), jimiz vyvoland napéti vykompensuji vyslednice
nezachycenych napéti A4 T(I) a 4 T,(I) danych vztahy (65).

Proto touto cestou, kterd je pribliznd, mazeme fesit vytCenou ulohu i pro tenko-
sténné pruty uzavieného prirezu obecného tvaru.

Dalsi pribliznost podané metody spocivd ve volbé polohy stfednice prutu. Zatimco
ohybové momenty vztahujeme k hlavnim centrdlnim osdm setrvacnosti, kroutici
ceni lezi na kruZnicich s polomé&rem obecné rliznym, v naSem pojedndni vSak byl
tento polomér pro obé& kfivky ztotoZnén a znaden R. Tato chyba se zmenSuje s kle-
sajici kfivosti prutu a u prakticky provadénych konstrukei je ji mozno zanedbat.
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Pe3rome

KPUBOJIMHEMHBIE B TOPU3OHTAJIBHOW TTPOEKIIUN
TOHKOCTEHHBIE CTEP>XXHU XECTKOI'O HEAJE®OPMUPYEMOI'O
3AMKHYTOI'O CEYEHMA

BIIAIVUMUP KPXUCTEK (VLADIMIR KRISTEK)

11 KpMBOJIMHEHHOTO B TOPU30HTAIBHON MTPOSKIMK CTCPIXKHS SIBJISCTCS. TUITMYHBIM
TO 00CTOSATENILCTBO, YTO OTAC/IbHBIE BUIBL HATPY30K HEJIb3s oTJIMyuTh. HeoTaemmo
CBSI3aHBI IPYT C IPYTOM, BO-TIEPBBIX, TIPOI0JIbHBIE AeHopMaIMu U U3THO B IIOCKOCTH
CTepXHS M, BO-BTOPBIX, U3ru0 MEepneHAUKYISIPHO Ha IJIOCKOCTH CTEPXKHS M CTECHEH-
HOE KpYyYeHMeE.

ITepsylit cityyaii — npojiosbHbIe AeGopMamuu U U3rud B IJIOCKOCTU CTEPKHI —
TIPUBOIUT HAC K ABYM UG dpeHIMaIbHBIM ypaBHEHUAM, 001Iee PEIICHHE KOTOPBIX
NIPOU3BE/IEHO, ¥ NTOKA3aH CIOCo0, KaK OMPE/ICIIUTh IIOCTOSIHHBIC, UCTOJIb3Ys KPACBbIC
YCIIOBUSA.

Bropoit citydait — M3THO NepHeHANKYJIIPHO HA TUIOCKOCTH CTEPXKHS M CTECHEHHOE
Kpy4eHHe — CBOJUTCSA K PEUICHUIO CHCTEMBI ABYX JMHEHHBIX MU(peHIMaIbHBIX
YpaBHEHHUH, PEUICHHBIX NMPpYU nomoiy npeobpasosanus Jlammaca. IToxpobHo 3mech
M3JIOKEHBI KPACBBIE YCIOBUS NMPH PA3IUYHBIX CIIOCO0AX YKIIAJIKU KOHI[OB CTEPIXKHS
U cn0co6 MX MPUMEHEHUHS [JIsl COBSPUICHHOTO OMPEACICHUSI MICKOMBIX (DYHKIIMIA.

Summary
THIN-WALLED CURVED BARS WITH RIGID CLOSED SECTION
VLADIMIR KRISTEK

For a bar with curved plan it is characteristic that it is not possible to separate
various kinds of stresses. Such a correlations exist between longitudinal deformation
and the bending in the plane of the bar and between the bending normal to the plane
of the bar and the bounded torsion.

298



In the first case of longitudinal deformation and the bending in the plane of the
bar we obtain two differential equations. Their general solution is given together
with a method for determination of constants from boundary conditions.

In the second case of the bending normal to the plane of the bar and the bounded
torsion it is necessary to solve two linear differential equations. This is done through
the aid of Laplace transform. Detailed discussion of boundary conditions for
different types of bedding of bar’s ends is given together with the methods of complete
determination of the sought-for functions.

Adresa autora: Ing. Viadimir Kfistek, Katedra betonovych konstrukei a mostia CVUT,
Zikova 4, Praha 6.
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