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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo 4

UBER DIE KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG
VERSCHIEDENER ITERATIONSVERFAHREN

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 19. Oktober 1966.)

1. Sei das System von linearen Gleichungen
(1) Ax =b

gegeben, wo A = (a,-j) eine nichtsinguldre quadratische Matrix vom Typus n x n
ist (x, b sind dabei die Spaltenvektoren). Falls man die Matrix A in der Form

) A=P-Q

wo P eine nichtsinguldre Matrix ist, schreibt, konvergiert die Folge der durch die
Formel

3) X0 =P71Qx, + P"'b, v=0,1,2,...

definierten Vektoren, wie bekannt ist, bei beliebigem Anfangsvektor x, zur Losung
des Systems (1), solange der Spektralradius o(P~'Q) der Matrix P~'Q kleiner als 1
ist. Nach der Wahl der Matrizen P, Q in der Zerlegung (2) bekommt man verschiede-
ne Iterationsverfahren.

In der Arbeit wird gezeigt, wie man bei gegebener Zerlegung (2) der Matrix A mit
Hilfe der giinstigen multiplikativen Konstante bei der Matrix P eine (manchmal
betriichtlich) Verkleinerung des Spektralradius und dadurch auch eine Konvergengz-
beschleunigung der Folge (2) erreichen kann. Man muss aber getrennt den Fall
betrachten, wenn alle Eigenwerte der Matrix P~1Q reelle Zahlen sind und den Fall,
wenn diese Eigenwerte im allgemeinen komplexe Zahlen sind. Beide Fille konnen
eintreten, wie aus folgenden bekannten Sdtzen offensichtlich ist:

1.1. Seien A, P + Q hermitesche positiv definite Matrizen. Dann ist die Matrix P
nichtsinguldr und die Matrix P~'Q hat insgesamt reelle Eigenwerte, die zu dem
Intervalle (—1, 1) gehéren miissen.
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12. Sei P=S — T, Q = T* ') und die Matrizen A, S seien hermitesch, positiv
definit. Dann ist die Matrix P nichtsinguldr und es gilt o(P~'Q) < 1.

Definiert man nun die Matrizen D, L, R folgenderweise:

D=(dij>’ d;=0 fir i+j,d,;=a; fur i=1,..,n;
L= (lij)9 lijj = —a; fir i>j,1; =0 fir i<j;
R = (rij), rij =0 fur i z], rij = _aij fur i <j_

Sei ferner A eine hermitesche, positiv definite Matrix. Falls man jetzt P = D, Q =
= L + R legt, bekommt man das gut bekannte Jacobi-Iterationsverfahren, wobei
nach dem Satz 1.1 folgt, dass alle Eigenwerte der Matrix P~ Q real und im Absolut-
betrage kleiner als 1 sind. Falls man P = D — L, Q = R setzt, bekommt man das
bekannte Gaus-Seidel-Verfahren, dessen Konvergenz nach dem Satz 1.2 folgt,
wobei die Eigenwerte der Matrix P~'Q in diesem Falle komplexe Zahlen sind.

2. In diesem Teil der Arbeit setzt man voraus, dass die Matrix A des Systems (1)
in der Form

(4) A=P1“Q1,

geschrieben ist, wobei die Eigenwerte der Matrix P;'Q, insgesamt reell sind und
die Ungleichung Q(Pf 1QX) < 1 gilt. Wéhlt man jetzt eine reale Zahl k # 0 und bildet
man die Zerlegung

(5) Asz""Qk’
wOo
(6) P.=kP,, Q =(k—-1)P +Q,

gilt. Fiir k = 1 bekommt man offensichtlich die urspriingliche Zerlegung (4). Die
Bezichungen zwischen den Eigenwerten der Matrizen P;'Q, und P, 'Q, driickt
folgender Satz aus:

2.1. Seien A;, i = 1, ..., n die Eigenwerte der Matrix P{'Q,, k + 0. Dann sind
auch die Eigenwerte p;, i = 1, ..., n der Matrix P;'Q, reell und es gelten fiir ;
folgende Formeln:

1y T* bezeichnet eine transponierte und komplex adjungierte Matrix zur Matrix T.

2) Bemerkt man noch, dass beide Matrizen P, und P; vom selben Typus sind; dieses Faktum
hat eine grosse Bedeutung bei der praktischen Berechnung.
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Beweis: Fiir jeden Eigenwert yu; der Matrix P, 'Q, gilt die Gleichung
Pk—IQkxi = WX,

wo x; ein angehoriger von der Null verschiedener Eigenvektor ist. Es gelten also mit
Riicksicht auf (6) schrittweise folgende Bezichungen:

1 -
chll[(k—l)Pl_i'Ql]xi:uxxi,

(k= 0)x + PU'Qux; = kuix,
PI'Q,x; = (ku; — k + 1) x;.
Esist also A; = ku; — k + 1 oder

-1

=T 41, =1,
K k

was man beweisen sollte.
Man fragt jetzt, fiir welche Zahlen k # 0 die Ungleichung o(P, 'Q,) < 1 gilt. Es
gilt folgender Satz:

2.2. Fiir die Eigenwerte der Matrix P{'Q, gelten die Ungleichungen
l<m=M3<h<..<lh=M<1.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass alle Eigenwerte p; der
Matrix P;'Q, in dem Intervalle (—1, 1) liegen, ist dann die Erfiillung der Un-
gleichung

1 —
J<k<oo.
2

Beweis: Definiert man dic Funktionen
1. —
f;(k)='*—1 +1, i=1..,n.
k
Die Funktionen f; besitzen offenbar folgende Eigenschaften:

a) sie sind fiir k # 0 definiert;
b) sie sind wachsend in den Intervallen (— oo, 0), (0, o0);
c) sie sind konvex in dem Intervalle (0, c0);
d) lim £,(k) = lim £,(k) = 1;
k= — k— o0
e) fiir jede k > 0 und i < j gilt die Ungleichung fi(k) < f{k).
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Es sei jetzt (1 — m)[2 < k < o0. Aus der Ungleichung (1 — m)[2 > 0 folgt nach
e) und b) fiir eine beliebige i = 1, ..., n die Beziehung

1—m 1—m
-1 = — ) =fil—— ) <fik) = n;.
Aus dem Punkte b) und d) folgt aber sofort, dass die Ungleichung

In =fi(k) <1

gilt. Esistalso —1 < u; < 1firi =1,...,n.

Es sei jetzt k < 0. Aus b) und d) folgt aber sofort, dass y; = f(k) > 1,i=1,..,n
ist.

Fiir 0 < k < (1 — m)[2 gilt endlich nach b)

= 1K) </ (1 ‘2"‘) - 1,

so dass o(P; 'Q,) > 1ist. Dadurch ist der Satz 2.2 bewiesen.

Es bleibt noch die Frage, fiir welche Zahl k e (1 — m)/2, o0) der Spektralradius
o(P, lQ,‘) seinen Minimalwert erlangt. Es gilt folgender Satz:

2.3. Der Spektralradius o(P; 'Q,) erlangt firr ko = 1 — (M + m)|2 seinen Mi-
nimalwert, welcher der Zahl (M — m)|(2 — M — m) gleich ist.

Beweis: Die Zahl o(P, le) erlangt offenbar ihren Minimalwert wenn die Glei-
chung f,(ko) = —fu(ko) gilt. Daraus folgt die Bezichung
m—1 M-1
+1=-
0 kO

-1

oder

k0=1~M+m.

Mit Riicksicht auf die Eigenschaft ¢) und die Beziehung |f1(k)| =
Beziehung

fAk)| gilt die

—m

M
fn(ko)l = E—_——- 5

Q(Pk_IQk) = lfl(k())l = M—m

wodurch der Satz bewiesen ist.
Mit Riicksicht auf die Abschitzungen |M[ <1,

m| < 1 gilt die Ungleichung

0<l— —-<2
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oder 0 < k, < 2. Da aber die Ungleichung (1 — m)/2 < k, gilt, bekommt man fol-
gendes, von dem praktischen Gesichtspunkt, wichtiges Ergebnis: Der Parameter k,,
fiir den der Spektralradius der Matrix P;'Q, seinen Minimalwert erlangt, muss
immer im Intervalle

1—m

<ky,<?2
liegen.

3. In diesem Teile der Arbeit wird man den Fall untersuchen, wenn die Eigenwerte
der Matrix P;'Q, (hier die Matrizen P,, Q, erfiillen die Gleichung (4)) im allge-
meinen komplexen Zahlen sind und dass ¢(Py'Q;) < 1 ist. Bildet man wieder die
Zerlegung (5), wo die Matrizen P, Q, mit Hilfe der Formel (6) (k = 0) definiert
sind. Die Bezichungen zwischen den Eigenwerten der Matrizen P;'Q, und P, 'Q,
sind wieder mit Hilfe des Satzes 2.1 gegeben, denn die Voraussetzung, dass alle
Eigenwerte A; der Matrix P; Q| reell sind, im Beweis des Satzes 2.1. nirgends benutzt
wiirde. Die Antwort auf die Frage, fiir welche k & 0 Q(Plek) < 1ist, gibt folgender
Satz:

3.1. Seien 1, die Eigenwerte der Matrix P{'Q,, o(P7'Q,) < 1. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass g(Pk_le) < 1 gilt, ist die Erfiillung der

Ungleichung
_ ]2
0 < max JL———IL— <k<owo.

i 2(1 —Rel)
Beweis: Sei o(P; 'Q,) < 1, d. h.

+1

<&——1+1)(1"—_1+1)<1,
k k

(Li—1+k(@—1+k) <k?,
|4]> —2Re 2 + 2k Re 4, — 2k + 1 < 0,

<1, i=1,...,n.

’/1,.~1

Dann gilt schrittweise

2k(ReA; — 1) < 2Re 4, — |4]* — 1.

Da stets Re 4; — 1 < 1 ist, folgt aus der vorhergehenden Ungleichung die Unglei-
chung

ko P+ 11— 2Re)
2(1 — Re 1))
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oder

_ 2
k>Ji—1L>0, i=1,..,n.

2(1 — Re &)
Es ist also
12
k > max —lj"lt— .
i 2(1 — Re 1)

Die Giiltigkeit des Satzes in umgekehrter Richtung ist auch klar.
Es gilt ferner folgender Satz:

3.2. Seien A; die Eigenwerte der Matrix P7'Q,, M = max |1, = o(P; 'Q,) und
sei i

1+ M
+ <k< .

Dann ist o(P;'Q,) < 1.
Beweis: Der Satz 3.2 ist die Folgerung des Satzes 3.1, denn fiir jede i = 1, ..., n
gilt offensichtlich die Ungleichung
|4 = 1]? 1L+ M
< .
2(1 — Re A) 2

Die Sidtze 3.1 und 3.2 geben die Intervalle fiir k an, in welchen Q(P,: ’Qk) < 1 ist.
Praktischen Sinn hat aber nur eine solche Wahl der Konstanten k, dass Q(Pk_le) <
=< Q(P,:lQl) = M ist (d. h. dass der Spektralradius nicht vergrossert wird). Es gilt
folgender Satz:

3.3. Sei o(P,'Q,) < M. Dann liegt k im Intervalle

51+M+M\/(2+2M).
B 1 — M?

0<k

Beweis: Setzt man voraus, dass |(4; — 1)/k + 1| < M fiir alle i gilt. Aus dieser
Ungleichung folgt dann die Ungleichung

|4]> — 2 Re A; + 2k Re 2, — 2k + 1 + k* < MK?
oder die Ungleichung
K*(1 — M?) — 2k(1 — Re 4;)) + |4, — 1> £ 0.

Mit Riicksicht auf das Faktum, dass 1 — M? > 0 gilt, ist diese Ungleichung fiir alle k
aus dem Intervalle <k; i, k; ,» erfiillt, wo k; , k; , die Wurzeln der quadratischen
Gleichung

kX1 — M?) = 2k(1 — Re &) + |4, = 1]> =0
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sind. Es gilt

1— Red + J[(1 = Red)* — (1 — M?) |4, — 1]7]
1 — M? ’

ki,l,?. =

Die Wurzeln k; y, k; , sin reell, denn durch die einfache Zurichtung des Diskrimi-
nanten bekommt man die Beziehung

(1 = Rei)* — (1 = M?) |4, — 1]> = Re* ;; — 2M* Re A; + M* — |4|* (1 — M?) 2
> Re? A; — 2M* Re A; + M?* — M*(1 — M?*) = (Re 1, — M*)* 2 0.

Man kann leicht beweisen, dass beide Wurzeln positiv sind. Es geniigt das nur fir

die Wurzel mit dem negativen Zeichen zu beweisen. Wiirde ndmlich diese Wurzel

nicht positiv sein, gelte mit Riicksicht auf die Ungleichung 1 — M? > 0 schritt-
weise

A

1—Rel; < [(1—Rei) —(1—M)|i—1)7,
(1-Ret)= (1 —Red) —(1—- M4 -1,
0= —(1—M|a—1]7.

Das ist aber ein Wiederspruch, denn die Zahl an der rechten Seite ist offensichtlich
negativ. Nun muss man nur die Ungleichungen

14+ M+ M2+ 2M)

ki =
' 1 — M?

=1,...,n

beweisen. Es gilt offenbar

L — ReZ +/[(1 = Red)’— (1 = M*) |4, — 1*] _

iz = 1 — M?
_1—Re + J[(Re 2, — M?)? + (1 — M*)(M* — |A])] _
1_M2 =
1= R“i+\/[(Reli—M;)2 + (1 = M*) M?] -4
h 1—M

Mit Riicksicht auf das Faktum, dass die Funktion

1—x+ J[(x = M)* + (1 = M*) M?
gy = 1= % I = M7 (1= 2e2) o)
1-M
im Intervalle {(—M, M) sinkend ist, erlangt die Funktion g(x) ihren Maximalwert
fir x = Re A; = —M. Es ist also
L+ M+ J[(M+ M) +(L—-M)M*] 14+ M+ M2+ 2M)
1 — M? 1 - M ’

A

IIA

was wir beweisen sollten.
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Zum Schluss bleibt noch die Frage, fiir welche k erlangt der Spektralradius
o(P; ' Q,) seinen Minimalwert. Der folgende Satz gibt die obere Grenze fiir die Zahl k
an,

3.4. Die Zahl k, fiir welche der Spektralradius Q(P,:le) seinen Minimalwert
erlangt, liegt im Intervalle
O<k=s1+M<2.

Beweis: Man sucht die obere Grenze fiir die Zahl k, bei welcher die Zahl
o(P;'Q,) = max |(,1i - 1)[k + 1| ihren Minimalwert erlangt. Als die obere Grenze

fiirr k kann man offenbar die Zahl k = max k;, nehmen, wo k; die Zahl ist, fiir welche

der Ausdruck I(,li — 1]k + 1! seinen Minimalwert im Intervalle (0, o) erlangt. Es
gilt

+1 +1.

‘Ai_l Zl/l,-—llz_l_ZRe(i,-—l)
k? k

Man kann leicht beweisen, dass der Ausdruck an der rechten Seite einen einzigen
Minimalwert im Intervalle (0, oo) fiir

2
K — A — 1[
1 — Re 4
erlangt. Es ist aber

g =P AP -2Red+1 _ M?—2ReZi+1_

1 — Rel; 1 — Re 4, - 1 — Rel;
Da die Funktion h(x) = (M* — 2x + 1)/(1 — x) im Intervalle {—M, M) sinkend
ist, erlangt sie ihren Minimalwert fiir x = Re 4; = — M. Es ist also
2
B < w =14+ M<?2.
1+ M

Dadurch ist der Satz 3.4 bewiesen.

Nach dem Satze 3.4 folgt, dass bei der praktischen Berechnung dhnlicherweise,
wie im Falle der reellen Eigenwerte, nur die Wahl der Zahl k aus dem Intervalle (0, 2).
Sinn hat. Die Zahl k kann man wihrend der Berechnung so variieren, dass die Kon-

vergenz so schnell als moglich ist (als praktischer Zeiger der Konvergenzgeschwin-
digkeit kann z. B. die Zahl Q, (sehe [2]) dienen).

4. Die in diesem Artikel untersuchte Methode hat eine gewisse formale Ahnlich-
keit mit dem bekannten Relaxationsverfahren, bei welchem die sukzessiven Appro-
ximationen durch die Vorschrift

x4 =(D—owl)"'[(1 —w)D + oR] x, + o(D — wL)™' b
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definiert sind (die Matrizen D, L, R, b sind im Absatz 1 definiert, der Relaxations-
faktor w liegt im Intervalle (0, 2)). Fiir @ = 1 bekommt man sofort die Formel

X, =(D—-L)""Rx,+(D—-1L)""'b,

was das gewohnliche Gauss-Seidelverfahren ist: Falls man jetzt von dieser Methode
ausgeht, bekommt man mit Hilfe unseres Fortganges die Iterationsvorschrift in der
Form

X4 =1k(D— L) '[(k—1)(D - L) + R]xv+;1c(D— L'b,

die fiir k = 1 auch zum Gauss-Seidelverfahren fithrt. Beide Iterationsverfahren sind
aber ganz verschieden, denn die Matrizen

(D - wl)™*[(1 — ) D + wR] und i(D ~ D) ' [(k—1)(D - L) + R]
sind nur fiir  * 1, k % 1 einander gleich. Aus der Gleichung
(D - wl)™* [(1 — ®) D + wR] =i(o — L) [(k - 1)(D — L) + R]
folgt ndmlich sofort die Gleichung
k—1 1 i
(1 — w)D + R = (D — wl) —k—E—i—E(D—L) R

woraus mit Riicksicht auf die Typen der Matrizen D, L, R folgt, dass die Gleichung
nur fir k = 1, o = 1 eintritt (im Grenzwert noch fiir k > o0, o = 0).

Ein weiterer Unterschied zwischen unserer Methode und dem Relaxationsver-
fahren liegt darin, dass man unsere Methode zu jedem Iterationsverfahren anwenden
kann, das zur beliebigen giinstigen Zerlegung der Matrix A in der Form (4) zugehort.

5. Zum Schluss werden die praktisch anwendbaren Formeln fiir die Berechnung der
sukzessiven Approximationen angefithrt werden, falls man die Jacobi und Gauss-
Seidelverfahren anwendet.

Im Falle der Jacobiverfahren ist P, = D, Q = L + R und es ist also nach (6)
P,=kD, Q =(k—1)D+L+R,

so dass man die Iterationsvorschrift (3) in der Form

|
xv“.—_;ch‘l[(k—1)D+L+R]xv+;D 'b
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oder in der Form

k-1 x, + ! D™ 'Lx, + 1D_‘va + ! D™ 'b
k k k

Xy =

schreiben kann. Man bekommt also folgende Formeln:

k-1 12
xv‘+1 — xi _1 ayj : + —‘b_l_,
k k=2 ay, kay,
1id a k—1 1 & ay Lb
v+1 i v v i v i
x; = - _ — X; + xX; — — —X; + -,
ka—:l a; k k j=2;:+1 a; °  kay
1" a,; k-1 15
v+1 nj v v n
b = — - X;+ — x, + — .
" k jgl A k k a,,
Diese Formeln kann man auch in der folgenden Form schreiben:
ir 1 2 b
=k =-1) X - — ) “1jx;+—1:|’
kL gy j=2 a1
1 [~ 1 i—1 1 n b
=l - = Yauxi+(k—)xj— — Y axj+ —|,
ki a;i=1 a; j=i+1 a;;

1 1
otl=2 - — a,,,-x‘,’-%—(k——1)x§+E .
kL aui=t1 (T

Fiir k = 1 bekommt man das gewohnliche Jocabiverfahren.

Geht man jetzt von dem Gauss-Seidelverfahren aus. Hier ist

P=D-L, Q=R
und nach (6) ist also

Po=kD-1L), Q=(k-1)(D—L)+R.

Das Iterationsverfahren ist also folgendes:

Xy41 =

(D—-L)"l[(k—1)(D—L)+R]xv+i(D—L)"b.

=
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Daraus bekommt man jetzt schrittweise die Beziehungen

k-1 1 1
D-L)x, =——(D-L)x,+~Rx,+ -b,
GRS P
va+1—va+1=£;1D *k—:—ILXV+1Rx‘,+1b,
k k k k
X, =D7x,,, + k-1 x, — k= 1D—ILX\. + lD"’RX‘, + —1— D 'b.
k k k k

Es gelten also folgende Formeln:

i—1 i—1 n
a;; k—1 k—1 1 a; 1 b;
ooy Gy Kol KotV 1og g 1h
j=1 Gy k k Jj=1ay k j=i+t ay ka

Bezeichnet man jetzt

folgt aus der vorhergehenden Gleichung

n

ot = i » k-l , 1 y a”x" lb

xX; — — T+ =1,..,n
=14;; k k} i+1 4;; k a,g
Man bekommt also folgende Iterationsvorschrift:
x\;+1_k—1v_*ia11 x° + 121_
k kji=2ay, * k ag,
i-1 n
a;; k-1 1 a;; 1 b;
X't = — Lyt + x__ o = 2
' ,Z‘x a; "’ k kj 2;:“ a; * ka;
n—1
k — 1 b
ol = zan/ .;+‘ X!+ -
j=1 Ay, k a

Betreffs der Wahl des giinstigen Faktors k kann man bei der praktischen Berech-
nung von der Zahl k = 1 ausgehen und dann den Faktor k so variieren, dass die
Konvergenz so schnell als moglich wird. Falls man zur Abschitzung des Fehlers die
in dem Artikel [2] eingefiihrte Methode benutzt, kann man die Konvergenzge-
schwindigkeit nach der Grésse der Zahl Q, (sehe [2]) beurteilen.
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Vytah
O ZRYCHLEN[ KONVERGENCE ITERACNICH METOD

MIROSLAV SISLER

V €ldnku je vySetfovdna metoda slouZici ke zrychleni konvergence iteraénich metod
pro feSeni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych Ax = b. Pfedpoklddd se, Ze
je ddn néjaky rozklad matice A tvaru A = P, — Q, takovy, Ze spektrdlni polomér
matice P; ' Q, je mensi neZ jedna, tzn. Ze iteradni metoda dand pFedpisem

xv+1 = Pl—lolxv + P_1b9 V= 09 1:2)-'-

konverguje. V &ldnku se pak zkoumd spektrdlni polomé&r matice P, 'Q,, kde P, =
= kP, Q, = (k — 1) Py + Qy, kde k je redIné &islo riizné od nuly. V pfipadg redlné-
ho spektra matice P; 'Q, je ukdzdno, Ze spektrdlni polomé&r je mensi nez 1 pravé
tehdy, je-li (1 — m)/2 < k < oo (m je nejmensi z vlastnich &isel matice Py 'Q,). Déle
je ukdzdno, Ze spektrlni polomér matice P, 'Q, nabyvd minima pro k = 1 —
— (M + m)[2 rovného &islu (M — m)[(2 — M — m)(M je maximdIni vlastni &islo
matice P7'Q,). V pfipadé komplexniho spektra matice P7'Q, je ukdzdno Ze pro
(1+ M)2< k< ojeoP;'Q) < 1(zde je M = o(P7'Q,)), ddle Ze pro

LM+ M2+ 2M)

0<k
1 - Mm?

je o(Py 'Q,) £ M, ptitem? o(P; 'Q,) nabyvd minimapro0 < k <1 + M < 2.
V &ldnku je ddle uvedend metoda srovndna se superrelaxaéni metodou a uvedeny
nékteré prakticky pouZitelné vzorce pro numericky vypocet.
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Pe3romMme

OB YCKOPEHUU CXOIUMOCTU UTEPALIMOHHBIX METO/JOB

MUPOCJIAB UIVICJIEP (MIROSLAV SISLER)

B paboTe ucciaenyercst OOUH METO/, CIYXAIIM IS YCKOPEHUS CXOMUMOCTH UTe-
PALMOHHBIX METOJIOB IS PCLUCHUS CUCTEMBL 1 JIMHEHHBIX YPABHEHWUIA C 1 HEU3BECT-
npiMu Buzja Ax = b. Ilpennosaraercs, 4TO MMeETCA KaKoe-HUOYIb Da3JIOKEHUE
matpunel A Buma A = P, — Q; Takoe, uyto cmektpambueii pamuyc o(P;'Q;)
MaTpuupl P 1Q, MeHblle eMHUIBL ¥, 3HAYUT, UTCPALUOHHBIA METOJ, ONPEACIICH-
HBI IPY TOMOLIM COOTHOLIEHUS

Xy +1 =Pl—lQ1xv+P_lb7 V=0, 1,23-’-1

cxomutcs. B paboTe McCIeyeTcst MOTOM CIIEKTpasbHBI paauyc MaTpumpl P, 'Qy,
roe P, = kP, Q. = (k — 1) P, + Q, (3mech k — meiicTBuTeNbHOE "MCHO, Kk #+ 0).
B cityuae AefiCTBUTENILHOTO CrieKTpa MaTpuipt Py ! Q, mokassiBaetcs, uto o(P; 'Q,) <
<1 torma wm Tonpko Torma, ecmi (1 — m)/2 < k < oo (m — HamMeHblIee W3
co6CTBeHHbIX 3HaYeHNi MaTpulst Py 1Q,). Ilanee moKa3bIBAETCS, 4TO CIEKTPATbHBLA
pamuyc matpuusl P; ' Q, mocruraer mist k = 1 — (M + m)/2 MUEMMATBHOTO 3HA-
yenns (M — m)[(2 — M — m) (3mecb M — HauGouiblilee COGCTBEHHOE 3HAYCHUE
Marpunsl P;'Q;). B ciiydae KOMIJIGKCHOTO CIIGKTPAa MATPUIBI P;'Q, moxa3sbl-
paetcst, uto o(P{'Q) <1 mma (1 + M)2<k <o (3mece M = o(P7'Q)));
naree, uto o(P; 'Q,) £ M st

<1+M+M\/(2+2M)
1 - M?

0<k

 uro wucio ¢(P; ' Q,) mpuHUMaeT HauMeHbIlee 3HadeHne WA 0 < k < 1 + M < 2.

B paboTe mpuBeACHHBIA METOX CPAaBHUBACTCS C METOJOM BSPXHEH peJlaKCalluH,
U BBIBEICHBI HEKOTOPBIC (GOPMYJIBI ISl MPAKTHICCKOTO BBICHUCIICHKS.

Anschrift des Autors: Dr. Miroslav Sisler C.Sc., Matematicky tstav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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