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SVAZEK 12 (1967) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

ÜBER FEHLERABSCHÄTZUNGEN 

BEIM WEINSTEIN-BAZLEY-FOX-VERFÄHREN 

FRIEDER KUHNERT 

(Eingegangen am 23. September 1966.) 

L EINLEITUNG 

Das Problem der Gewinnung unterer Schranken für die Eigenwerte positiv de-
finiter Eigenwertaufgaben wurde von WEINSTEIN [28 — 30] für einige spezielle Dif­
ferentialoperatoren in Angriff genommen. Diese Weinsteinsche Idee ist nachfolgend 
von verschiedenen Autoren in mehreren Richtungen verallgemeinert und der nume­
rischen Behandlung besser zugänglich gemacht worden1). Wenn etwa A0 ein in 
einem Hilbertraum © gegebener positiv definiter selbstajungierter Operator mit 
reinem Punktspektrum ist, so wird für die Ermittlung unterer Schranken für die 
Eigenwerte dieses Operators ein zweiter positiv definiter selbstadjungierter Operator 
B0 benötigt, dessen sämtliche Eigenwerte und Eigenelemente bekannt sind und 
dessen quadratische Form nicht größer als die quadratische Form des Operators A0 

ist. Ausgehend von B0 wird eine Folge selbstadjungierter Operatoren An(Ai = B0) 
mit reinem Punktspektrum konstruiert, wobei die quadratischen Formen der Unglei­
chung 

(1) (B0x, x) ^ (Anx, x) ^ (An+lx, x) g (A0x, x), n = 1, 2, . . . 

genügen. Die Eigenwerte des Operators An, die sich gewöhnlich ohne wesentliche 
Schwierigkeiten ermitteln lassen, sind dann die geforderten unteren Schranken für 
die Eigenwerte des Operators A0. BAZLEY und Fox [9] haben unter gewissen Ein­
schränkungen bezüglich der Operatoren A0 und B0 gezeigt, daß mit wachsendem n 
die unteren Schranken immer besser werden und im Grenzfalle mit den Eigenwerten 
des Operators A0 zusammenfallen. Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, geeignete 
Fehlerabschätzungen für das von Bazley und Fox angegebene Verfahren aufzustellen. 

Benötigt wird dabei eine Verallgemeinerung des auf RELLICH [21] (man sehe auch 

x ) Direkte Verallgemeinerungen findet man in den Arbeiten [1 — 4], [7—9], [11 — 13], [22—23], 
[26-27], [31-34]. Man sehe auch [5-6], [10], [14-16], [18], [20], [25], [35-36]. 
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[19]) zurückgehenden Begriffs der gleichmäßigen Konvergenz nicht notwendig 
beschränkter Operatoren. Da diesen Fragen eine gesonderte Veröffentlichung 
vorbehalten ist, führen wir hier lediglich die Definition der relativ gleichmäßigen 
Konvergenz von Operatoren an: 

Gegeben seien Operatoren Gt (i = 0, 1, ...) mit den in (5 dichten Definitions­
gebieten D(Gt); die Definitionsgebiete D(G*) der zu Gt adjungierten Operatoren Gf 
seien ebenfalls dicht in G>. Wir sagen, daß die Folge {Gn} (n = 1,2, ...) relativ 
gleichmäßig gegen den Operator G0 konvergiert, wenn es lineare Mengen D* c D(G*) 
(n = 1, 2, . . . ) und D0 cz D(G0) gibt, so daß für wenigstens eine komplexe Zahl Xt 

(i = 0, 1, ...) die Abschließungen der Mengen (Gn - Xnl)* D* (n = 1, 2, ...) und 
(G0 — X0I) Do mit (& zusammenfallen, und wenn der Grenzwert gilt 

l imsup l (Co»-30 - (* .< f r ) l = 0 . 

n^ ;^( | |G0xI + flx|)(||Gn*,.[| + W) 

Ohne Beweis wollen wir folgende zwei Sätze für relativ gleichmäßig konvergierende 
Folgen abgeschlossener Operatoren vermerken: 

Satz A. Wenn die Zahl X ein isolierter Eigenwert des Operators G0 ist, so gibt 
es in jeder e-Umgebung des Punktes X für hinreichend große n Spektrumspunkte 
des Operators Gn. 

Satz B. Wenn die Zahl X ein Punkt der Resolventenmenge des Operators G0 ist, 
so gehört er auch für alle hinreichend großen n den Resolventenmengen der 
Operatoren Gn an, wobei die Folge der Operatoren (Gn — XI)"1 gleichmäßig 
beschränkt ist. 

Im Abschnitt 4 wird abschließend noch gezeigt, daß dieser Konvergenzbegriff auch 
als Grundlage für die Fehlerabschätzung beim Ritzschen Verfahren zur genäherten 
Berechnung von Eigenwerten benutzt werden kann. 

2. DAS WEINSTEIN-BAZLEY-FOX-VERFAHREN2) 

Im separablen Hilbertraum (5 sei ein selbstandjungierter positiv definiter Operator 
A0 mit dem Definitionsbereich D(^40) gegeben, der sich als Summe zweier Operatoren 
B0 und A! mit den Definitionsgebieten D(B0) bzw. D(A') darstellen läßt. Dabei möge 
der Operator B0 ebenfalls selbstadjungiert und positiv definit, der Operator Ä dagegen 
lediglich symmetrisch und positiv definit sein. Es ist D(A0) die Vereinigungsmenge 
von D(B0) und D(A'). Weiterhin seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

2) Die Beweise der in diesem Abschnitt der Arbeit enthaltenen Behauptungen findet der Leser 
in der Arbeit [9]. 
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1. Es existieren zwei positive Konstanten a und b mit (A0x, x) ^ a\\x\\2 für 
beliebiges x e D(A0), a > 0, und (B0x, x) ^ b\\x\\2 für beliebiges x e D(B0), b > 0. 

2. Die Operatoren A0 * und B0
X

9 die infolge der Voraussetzung 1. existieren, 
sollen vollstetig sein. Dann besitzen die Operatoren A0 und B0 ein reines Punkt­
spektrum. 

3. Die Eigenwerte v 1 ^ v 2 g . . . mit den dazugehörenden orthonormierten 
Eigenelementen vl9v2, ... des Operators B0 seien bekannt. 

Gesucht sind die Eigenwerte Xx ^ X2 _ . . . und die dazugehörenden Eigenelemente 
ul9 ul9 . . . des Operators A0 (der Operator A0 besitzt ein reines Punktspektrum). 

Mit (5' werde ein neuer Hilbertraum bezeichnet, der aus D(A') durch Abschließung 
in der Norm |u |2 = (A'u, u) = [u, u] entsteht. Es sei ein in $>' vollständiges System 
linear unabhängiger Elemente pl9p29... mit p;£D(A') (i = 1,2, ...) gegeben. 
Pn bezeichne den Projektionsoperator im Raum $>' auf den von den Elementen 
pl9..., pn aufgespannten Teilraum Wn. Dann gilt für ein beliebiges Element xe& 
die Formel 

n 

Pn* = Yfi(X)Pi^ 
i = l 

wobei die f beschränkte lineare Funktionale in x sind. Aus der Arbeit [9] entnehmen 
wir für den Projektionsoperator Pn die Darstellung 

n 

(2) Pn* = Z aü[X> Pj] Pi > 
ij=l 

wobei die au die Koeffizienten der zur symmetrischen Matrix 

([Pl,Pl]--<[Pl,Pn]\ 

\[Pn> Pl] --[Pn, Pn]J 

inversen Matrix sind. 

Aus der Formel (2) folgt sofort die Darstellung 

n 

(3) A'P„x = Y <*«./(*> A'Pj) A'Pi 
ij=l 

für ein beliebiges Element x e D(A'). Der Operator A'Pn kann demnach auf den 
gesamten Raum (5 linear fortgesetzt werden und stellt dort einen symmetrischen 
vollstetigen Operator dar. 

Es werde nun 

An = B0 + A'P„ 

gesetzt, dann ist An ein selbstadjungierter Operator mit dem Definitionsbereich 
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D(An) = D(B0)9 der infolge der Vollstetigkeit des Operators A'Pn ein reines Punkt­
spektrum besitzt. Desweiteren genügt der Operator An der Ungleichung (1), seine 
Eigenwerte vin stellen also untere Schranken für die entsprechenden Eigenwerte 
des Operators A0 dar. Im allgemeinen Fall sind die Eigenwerte des Operators An 

die Lösungen der Gleichung 

l(Pl + RxA'Pl9 A'Pl)...(Pl + RxA'Pl9 A'pn)\ 

(4) det = 0 , 
\(pn + RxA

r
Pn9 A'Pl)... (Pn + RxA'pn9 Afpn)J 

wobei Rx die Resolvente des Operators B0 ist3). Es folgt nun hieraus, daß die Opera­
torenfolge {An} (und damit gewiß auch die Konvergenz des Verfahrens) vom jewei­
ligen System {Pi} abhängt. Wir wollen hier eine spezielle Vorschrift für die Wahl der 
Elemente Pi angeben und den daraus resultierenden Prozeß verfolgen. Es werde 
zunächst noch vorausgesetzt, daß die Eigenelemente v{ (i = 1, 2, . . .) des Operators 
B0 der Bildmenge R(A') des Operators A' angehören. Dann werde 

(5) A'pt = v, 0 = 1,2,...) 

gesetzt. 
Aus der Formel (3) folgt dann für ein beliebiges Element x e © die Gleichung 

n 

ÄPn* = Y <*»/*> Vj) Vi ' 
i,j=i 

Unter Benutzung dieser Darstellung ergeben sich die ersten n Eigenwerte v1>n9 ..., v„tn 

des Operators An sofort als die Lösungen der Gleichung 

/(A) = det Iß. + sJ ' 

En bezeichnet die n-reihige Einheitsmatrix. Die restlichen Eigenwerte des Operators 
An fallen mit den entsprechenden Eigenwerten des Ausgangsoperators B0 zusammen: 

vi.« = vi9 i = n + 1 , . . . 

3. FEHLERABSCHÄTZUNGEN FÜR DAS WEINSTEIN-BAZLEY-FOX-VERFAHREN 

Das durch die Vorschrift (5) gebildete System {Pi} ist wegen der positiven Dennitheit 
des Operators Ä ein linear unabhängiges vollständiges System im Raum &. 

) Wenn ein Eigenwert des Operators An zugleich Eigenwert des Operators B0 ist, so ändert 
sich die Gleichung (4) (man sehe [9]). 
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Satz 1. Wenn für jedes Element x e D(A0) die Ungleichung 

(6) \\A'x\\ ^ a||A0x[| 4) 

mit einem konstanten (von x unabhängigen) cc gilt, dann ist 

\(A0x, y) - (x, Any)\ 
(?) < 

\\A0x\\ + \\x\\)(\\A„y\\ + \\y ) v„+1 + 1 

für beliebige Elemente x e D(A0) und y e D(An), d.h. die Folge selbstadjungierter 

Operatoren {An} konvergiert relativ gleichmäßig gegen den Operator A0. 

Beweis : Es werde zunächst für beliebige Elemente x e D(A0) und y eD(An) 
die Differenz betrachtet 

(A0x, y) - (x, Any) . 

Wegen der Symmetrie des Operators ÄPn folgt 

(A0x, y) - (x, A„y) = (B0x + A'x, y) - (x, B0y + A'Pny) = 

= (A'x - ÄPnx, y) . 

Da jedes Element x e D(A0) auch in D(A') enthalten ist, ergibt sich 

A'x - ÄPnx = A'(I - P„) x , 

wobei man unter I — Pn den orthogonalen Projektionsoperator im Raum & auf 
den von den Elementen pn + 1, pn^.2,... aufgespannten Teilraum zu verstehen hat. 
Durch direktes Nachprüfen erhält man die für alle Elemente x e D(A!) und y e (5 
gültige Relation 

(A'(I-Pn)x,y) = (A'x,(I-Qn)y), 

wobei Qn den orthogonalen Projektionsoperator auf den durch die Elemente v1? ...,vn 

aufgespannten endlichdimensionalen Teilraum $ln in © bezeichnet. Damit ergibt 
sich für die Elemente x e D(A0) und y e D(An) die Gleichung 

(A0x, y) - (x, Any) = (A'x, (I - Qn) y), 

und unter Verwendung der Ungleichung (6) erhält man die Abschätzung 

\(A0x, y) - (x, Any)\ ^ \\A'x\\ \\(l - Q„) y\\ ^ « K * l ||(! - ß„) y\\ • 

4) Die Bedingung (6) schränkt die Aufgabenstellung im Prinzip nicht ein, denn unter dieser 
Bedingung war es in [9] überhaupt erst möglich, die Konvergenz des Verfahrens zu beweisen. 
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Es ist also für beliebige Elemente x e D(^40)
 u n d y e D(An) 

(s) |(A0x, y) - (x, Any)\ < a ||(J - Q„) y\\ 
W (|Kx| + ||x||)(||A„j;|| + H | ) - |A^|| + W* 

Für den rechts stehenden Bruch kann nun eine obere Schranke gefunden werden, 
denn für alle Elemente y e^ln ist die Gleichung 

l l ( I-ö„HI=0 

M«y + y 

erfüllt. Der Teilraum © © $ln ist invarient bezüglich des selbstadjungierten Operators 
An9 und die Menge D(An) 0 $ln ist nicht leer (sie ist sogar dicht im Teilraum © 0 9ln). 
Deshalb gilt 

suP ip-g- ' l - suP p - e - ' j = s„p bl _ 
yeD(An) | |^„y | | + [|y|| yeD(An)Q<3ln | |A,J>|| + \\y\\ yeD(An)Qtfln | |AMy | | + ||j7|| 

Da die oberen Teile des Spektrums der Operatoren An und B0 identisch sind, 
folgt für ein beliebiges Element y e D(A„) © $ln 

Ы2 = 
Ю ЛOO 

X2 å(En(X) y, y) = X2 d(E„(Я) j , у) Ł v„2
+. Цjf 

> Jvn + í-0 

(hierbei bezeichnet En(£) die Einheitszerlegung des Operators An). Die gesuchte 
obere Schranke ergibt sich schließlich mit 

< 
W-Qn)y\\ 
\\Any\\ + ||y|| vB + 1 + 1 

Die Behauptung des Satzes erhält man dann sofort aus der Ungleichung (8). 
Auf der Grundlage des soeben bewiesenen Satzes und des Satzes A kann gefolgert 

werden, daß die Folge der Eigenwerte {vi>n} der Operatoren An mit wachsendem n 
gegen den entsprechenden Eigenwert Xt des Operators A0 konvergiert. Zur Abschät­
zung des Fehlers Xt — vin benötigen wir noch den 

Hilfssatz. Es gilt die Abschätzung 

| |A - i _A n - i | ^ c—i—. , c = «(l+iVl+] 
vn + i + 1 \ aj\ b 

Beweis: Aus den Formeln 

(A0x, x) ^ a\\x\\2 , xeD(A0), a>0, 

(B0x, x) ^ b||x||2 , x e D(B0) , b > 0 , 
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und aus der Ungleichung (1) folgt zunächst die Existenz der beschränkten inversen 
Operatoren AQ1 und A"1 (n = 1, 2, ...). Außerdem ist 

llAoxl = Ö[|X|| , xeD(Ao), 

\\Anx\\ = ̂ T = ̂ } = 6I*|| > - - * W • 

FI Nl 
Mit der Formel (7) erhält man dann für beliebige Elemente x e D(A0) und 

y e D(B0) die Ungleichungskette 

________ > __ \(Ä°X> y) Z (*' A»y)\ > |(Aox, y) - (x, Any)\ _ 
v„+i + 1 ~ (\\A0x\\ + ||x||)(||A„y|| + ||y||) (1 + 1/«)(1 + 1/6) HAoxll lAyll 

__ KV^-KV^l 
(1 + l /a ) ( l + l/b)| |u | | ||v|| ' 

wobei u = A0x und v = A„y gesetzt wurde. Es ist also 

[ i , - i _ - u M o 1 « - A ~ V " ) I ^ /_ l \ / _ 1\ 1 
Mo - 4 , = SUP „ „ „ „ ' _ _ a l + - l + - l -lluH ||v|| \ a/ \ bj vn+l + 1 

Satz 2. Für den Fehler X'1 — v^1 gilt die Abschätzung 

K ' - H n ^ — 1 0 = 1,2, . . . ) . 
V« + i + 1 

Beweis : Die Operatoren AQ1 und A"1 sind vollstetig und symmetrisch, außerdem 
ist die Differenz A ~1 — A0

 x ein positiver Operator. Unter Verwendung des Courant-
schen Prinzips erhält man 

max (A~xx — A^x, x) ^ max (A~xx, x) — max (Ao ix, x) = 
ll*ll = i l!*ll = i ll*|| = i 

X ± U l , . . . , f l j - l X l U i « i _ i XlUi,...,Ui-l 

= max (A"1 x, x) ;> min max (A~lx, x) = 
11*11 = 1 A,. {yi,...,yi-i} | |„I |=1 /t, 

x l « i , . . . , H i - i x l y i , . . . , y , - i 

1 - l _ o . 
vi,n *•; 

Daraus ergibt sich die Ungleichung 

1 1 

Vi,n ^ v n + l + 1 
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B e m e r k u n g : 

Es gilt 
cX;vìn ^ cX; 

v*,я ś 
vя + i + 1 vn + 1 + 1 

4. FEHLERABSCHÄTZUNGEN FÜR DAS VERFAHREN VON RITZ 
ZUR GENÄHERTEN EIGENWERTBESTIMMUNG 

In diesem Teil der Arbeit wollen wir mit Hilfe des Prinzips der relativ gleich­
mäßigen Konvergenz von Operatorenfolgen Abschätzungen für den Fehler genäherter 
Eigenwerte angeben, die nach dem Ritzschen Verfahren ermittelt wurden. Zu er­
rechnen sind also die Eigenwerte Xl9 X29... (0 < X1 ^ X2 g ...) und die dazuge­
hörenden Eigenelemente ux, u2,... eines positiv definiten selbstadjungiertenOperators 
A0 mit reinem Punktspektrum. Es existiere eine positive Konstante a mit 

(9) ( A 0 x , x ) ^ a | | x [ | 2 , XGD(A 0) . 

Der Operator A0 möge als Summe eines selbstadjungierten Operators B0 mit 
reinem Punktspektrum und eines symmetrischen Restoperators Ä darstellbar sein: 

A0 = B0 + A', D(A0) = D(B0), D(B0)c=D(A') 

(im Unterschied zum Abschnitt 2 wurde jetzt die Forderung der positiven Definitheit 
fallengelassen). Dabei werde wieder vorausgesetzt, daß die Eigenwerte vl9v2,... 
(vi = v2 ^ ...) und die dazugehörenden Eigenelemente vl9 v2, . . . des Operators B0 

bekannt sind. Die orthonormierten Elemente vl9 v29... sollen ein vollständiges 
System im Hilbertraum (5 bilden. Weiterhin mögen für jedes Element x e D(A0) 
die Ungleichungen 

IIA'xl s y\\A0x\\ 
und 

HA'xll g q\\B0x\\ 

mit den Konstanten y und q (q < 1) erfüllt sein. 
Bei einem rc-gliedrigen Ritz-Ansatz mit den Elementen vl9 ..., vn zur genäherten 

Berechnung der Eigenwerte des Operators A0 kommt man auf die Gleichung 

l(A0vl9 vx) - X (A0vl9 v2) . . . (A0vl9 vn) 
(10) g(X) = det 

\(A0vn9 vj) (A0v„, v2)... (AQvn, vn) - X) 

l(Arvl9 v^ + v1 - X (A'vl9 v2)...(A'vl9 vn) 
= det 1 = 0 

\(A'vn9 vx) (A'vn9 v2)... (A'vni vn) + vn - X) 

in X zur Ermittlung der Näherungseigenwerte v l n , ..., vnn. 
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Die Aufgabe besteht nun darin, einen Operator An zu konstruieren, der die Zahlen 
VI,TP •••» vn,n

 a^s Eigenwerte besitzt; dabei soll die Folge {An} relativ gleichmäßig 
gegen den Operator A0 konvergieren. Zu diesem Zwecke werde wieder mit Qn der 
orthogonale Projektionsoperator in © auf den von den Elementen vl9...9vn auf­
gespannten Teilraum $ftn bezeichnet. Da der Teilraum yin dem Definitionsbereich 
D(A') des Operators A' angehört, ist der Operator A'Qn sinnvoll. Aus der Darstel­
lungsweise 

n 

ÄQn* = E (X> Vi) A'Vi > X E ® > 
i = l 

geht hervor, daß der Operator A'Q,, vollstetig ist. Wenn nun der Operator B0 mit 
dem vollstetigen Operator ÄQn gestört wird, so erfüllt der gestörte Operator beide 
gestellten Forderungen, denn es gelten die folgenden Sätze: 

Satz 3. Das Spektrum des Operators An = B0 -f- A'Q„ besteht aus den Eigen­
werten v1>n, ..., vn>n, vn+1>n = vB + 1, vn+2>n = vn+2, . . . 

Beweis : Zunächst ist offensichtlich, daß jeder Eigenwert vi9 i > n, des Operators 
B0 zugleich auch Eigenwert des Operators An ist. Das entsprechende Eigenelement 
ist vt. Zur Bestimmung der restlichen Eigenwerte des Operators An dient die Gleichung 

(11) Anx-Xx = 0. 

Wenn X kein Eigenwert des Operators B0 ist, so folgt aus dieser Gleichung 

x= -i(x,vl)(B0^XI)-1A'vi. 
i = l 

Durch skalares Multiplizieren mit den Elementen vl9 v2,... erhält man hieraus 
das Gleichungssystem 

n j 

(x> VJ) = ~ E (x> vt) (A'vi> VJ) : - J = 1,2, . . . , 
i = l Vj — A 

bzw. 

(12) £ (x, o,) [(A't,,, p,) + (v, - A) 5V] = 0 , j = \,...,n, 
i = l 

n 

I (x, v£) (A'vf, Vj) + (vj - x) (x, t?j) = 0 , j > n . 
i = l 

Dieses unendliche homogene Gleichungssystem besitzt nur dann nichttriviale 
Lösungen (d.h. x #= 0), wenn A einen der Werte v{ jM, v2 n, . . . annimmt. 
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Wenn nun eine Lösung X der Gleichung (11) zugleich Eigenwert des Operators B0 

ist, so gelangt man wieder zum System (12), denn es ist in diesem Falle 

n n 

Anx — Xx = B0x + YJ (X> vi) ^Vi — Xx = VjX + ]T (x, v^) AfvL — Xx = 0 . 
1=1 i = l 

Damit ist zunächst erwiesen, daß es außer den im Satz angegebenen Werten vln, 
v2f„, . . . keine weiteren Eigenwerte für den Operator An geben kann. Auch ist das 
Vorhandensein weiterer Spektrumspunkte des Operators An (die keine Eigenwerte 
sind) nicht möglich, da die Differenz B0 — An der vollstetige Operator —ÄQn ist 
und der Operator B0 laut Voraussetzung ein reines Punktspektrum besitzt, das sich 
nur bei + oo häufen kann. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz 4. Es gilt die Abschätzung 

sup 
\(A0x, y) - (x, Any)\ < 

,*DM„) (||A0x|| + H|) (\\A„y\\ + \\y\\) (l-q)vn+l + l 
yeD(B0) 

Beweis : Für beliebige Elemente x e D(^40) und y e D(B0) gilt die Gleichung 

(Aox, y) - (x, Any) = (B0x + A'x, y) - (x, B0y + A'Qny) = 

= (A'x, (I - Qn) y) . 

Dann folgt 

( 1 3 ) s u p _J(A0x,y)-(X,Any)\ ^ ^ ]jA'*[[ \\(I - Qn) y\ ^ 

- ^ м + мmm + Ы) -•«# Иo* + И)(ЏnУ + м 
yєD(Bo) yєD(Bo) 

< , ™ W-(L)УІ _ 7 S U P 
yeD(Bo) \\Amy\\ + | |y| | 

Weiterhin ist für alle Elemente y e D(B0) 

[Kyl = [|̂ oy + A'Qny\\ = [|B0y[| ~ q\\B0Qny\\ = (1 - q) I M -

Da der Teilraum 9lw invariant in Bezug auf den Operator B0 ist, erhält man die 
Ungleichung 

K-f-OO-vl < . _ W - Qn)y\ 
sup -p—-—~~f ş sup 

y6D(Bo)|-4rty[| + ||y[| yeD(B0)(l ~ q) [|BOy|| + ||y | | 

= suP U £ ! 

yeD(Bo)em„ (1 - q) \B0y\ + \\y\\ (1 - q) v„+ 1 + 1 

Nun folgt die Behauptung des Satzes aus der Formel (13). 
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Aus dem Satz 4 geht zunächst hervor, daß die Folge | A * | relativ gleichmäßig 
gegen den Operator A* = A0 konvergiert. Die Operatoren A* haben - genau wie 
die Operatoren An — ein reines Punktspektrum. Dabei sind die Zahlen vt n infolge 
ihrer Reellwertigkeit auch gleichzeitig Eigenwerte des Operators An

 5). Der Satz A 
läßt dann den Schluß zu 

lim v t> = A-. 
n-+ oo 

Um zu einer Abschätzungsformel für den Fehler vin — A- zu kommen, wird ein Satz 
von Gawurin [17] benutzt. Wenn die Norm der Differenz AQ1 — A~x hinreichend 
klein ist, so läßt der Gawurinsche Satz die Abschätzung 

(.4) І--L 
Я ; V; r 

1 1 

K Vl,n\ 
ѓ Џõl 

zu. 
Es wird nun der Satz 4 für eine Abschätzung der Norm l^o"1 — A~x\ heran­

gezogen. Da der Operator A0 positiv definit ist und die positive untere Schranke a 
besitzt, kann für die Norm des inversen Operators AQ1 die Schranke 

IK'M1 

a 

angegeben werden. Für hinreichend große n existiert dann der beschränkte Operator ж л > 

Klá-, 
a„ 

mit lim an = a (man sehe hierzu Satz B). 
n-+oo 

Der Satz 4 liefert nun die Abschätzung 

y ^ sup |(ApX, y) - (x, A„y)\ ^ 

(1 - q) vn+í + 1 xejHAo) (\\A0x\\ + |*[) (||A„y| + \\y 

> s u p |(A0x, y) - (x, Any)\ = 

= í i + -V1 fi + --V1 SUP K ^ > - ^ ) 1 = 
ü j u,ve& | | u | | | |v | | 

-(1+i)"(1+ä"'K"-"•"''• 
) Die Operatoren An sind abgeschlossen, dann ist diese Behauptung in [24] enthalten. 
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Mit dieser Abschätzung folgt aus der Ungleichung (11) das endgültige Resultat 

1 ' s» l i + iV i + - n 

K Vi,n V aJ\ aJ (1 - q) V/,+ l + ! 

oder 

v i j n - l ; g y ( l + - V l + 1 

O űfп/ (1 - qH+1 + 1 

Eine in Vorbereitung befindliche Arbeit wird sich mit der numerischen Auswertung 

der angeführten Abschätzungsformeln beschäftigen. 
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Výtah 

O ODHADECH CHYB PRO WEINSTEINOVU-BAZLEYOVU-FOXOVU 
METODU 

FRIEDER KUHNERT 

V práci jsou stanoveny odhady chyb pro metodu Weinsteinovu-Bazleyovu-Foxovu, 
jež dává dolní přiblížení vlastních hodnot positivně definitivních neohraničených 
operátorů. K odvození je použito jistého zobecnění stejnoměrné konvergence podle 
Rellicha nikoliv nutně ohraničených operátorů. V práci je též ukázáno, že s použitím 
tohoto zobecnění lze obdržeti odhady chyb pro Ritzovu metodu sestrojování vlastních 
hodnot. 

Р е з ю м е 

ОБ ОЦЕНКАХ ПОГРЕШНОСТЕЙ ДЛЯ МЕТОДА 

ВАЙНШТЕЙНА -БАЦЛЕЙ - ФОКСА 

ФРИДЕР КУНЕРТ (FRIEDER KUHNERT) 

Для метода Вайнштейна-Бацлей-Фокса, дающего оценки снизу для собствен­

ных чисел положительно определенных самосопряженных операторов, уста­

навливаются оценки погрешностей. Для этого используется некоторое обобще­

ние равномерной сходимости по Реллиху не обязательно ограниченных опера­

торов. Доказывается, что при помощи этого обобщения можно получить 

оценки погрешностей для метода Ритца приближенного вычисления собствен­

ных чисел. 

Anschrift des Autors: Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert, Institut fůr Mathematik der Techni-
schen Hochschule, Strasse der Nationen 62, 901 Karl-Marx-Stadt, DDR. 
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