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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

RESENI CASTECNEHO PROBLEMU VLASTNICH CISEL VBANACHOVYCH
PROSTORECH VICESTUPNOVOU MOCNINNOU METODOU

ZoisLAv KovARIik

(Doslo dne 17. bfezna 1966.)

V[1], &l. 57 je vyloZena vicestupiiovd mocninnd metoda FeSeni &dstecného problému
vlastnich &isel matic. Algoritmus pro dvoustupriovou metodu je tento: Vybereme
dva vektory x, a 1, tak, aby matice sestavend z prvnich dvou jejich soufadnic byla
jednotkovd. Nechf jsou jiz zndmy vektory x,, v, (k = 0 celé); pak z vektorii Ax,
Ay, (kde A je dand matice) utvofime takové jejich linedrni kombinace x4, Uty
Ze jejich prvni dvé soufadnice tvoii opét jednotkovou matici.

Md-li matice A dv& vlastni &isla 4,, 4, (nebo jedno dvojndsobné) prevlidajici
v absolutni hodnoté nad ostatnimi, jsou-li popsané operace v kazdém kroku pro-
veditelné a je-li matice vytvotfend z prvnich dvou slozek vlastnich (kofenovych)

vektorl pfislusnych k 1,, 4, reguldrni, pak existuji lim x, = ¥ a limy, = 1 a tvorii
k k
bdzi invariantniho podprostoru prislusného ke zminéné dvojici vlastnich Cisel.

Pfitom matice operdtoru indukovaného na tomto podprostoru je vytvofena prvnimi
dvéma soutadnicemi vektor Ax, Ay.

Tim je feSeni ¢dsteCného problému v prostoru velké dimenze pifevedeno na feSeni
Gplného problému v prostoru malé dimenze.

V tomto ¢ldnku je popsand metoda piirozenym zplsobem zobecnéna pro pripad
omezenych linedrnich operdtort jistého typu v Banachové prostoru.

Pro struénost vyjadfovdni zavedeme tato oznaceni:

X (s prvky x, y, ...) je komplexni Banachiiv prostor s normou |. |,
X' (s prvky x', ', ...) je prostor spojitych linedrnich funkciondl na X,

B(X) (s prvky A4, B, ...) prostor spojitych linedrnich operdtortt X — X,

K (s prvky a, f, ...) téleso komplexnich &isel,

X" = X x X x ... x X(p-krdt, p je pfirozené &islo) s prvky X, y, ...; X = (x, ..., X,),
] = mas ||

Podobné X'” md prvky x',y',...; x' = (x{, ..., x/)" (4j. psdno do sloupce), |[x'| =

= ¥
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Kone¢n¢ K” md prvky x,v,...,x = (&, ..., &))", |
A, . =0y -n I = max 2yl
Jj i

Znak 0 znadi nulovy prvek kteréhokoli linedrniho prostoru; I je jednotkovy prvek
kteréhokoli prostoru operdtori (kromé& K).

Jiné funkce znakl (pro oznaleni mnoZin, indext atd.) budou jasné z kontextu.

Mezi zavedenymi objekty jsou definovdny tyto souciny: Axe X, x’Ae X', ABe
eB(X), x'xeK,ax = xa e X, ax’ = x'a € X', ad € B(X); pro x € X, x" € X definujeme
xx" € B(X) predpisem (xx') y = x(x'y) pro viechna y € X.

Diéle Ax = (Ax,, ..., Ax,), podobn& x'A, ax, ax’.

Dalsi souciny jsou voleny tak, aby odpovidaly béZnym operacim s aritmetickymi

1| = zl;légl a B(K”) md prvky

vektory a maticemi, napf.

xx' =YxxieB(X), x'x=I<xjx;=y;, XQ=y)X0;=U;.
i i
Snadno se ovéfi, ze pokud md ndsobeni vice neZ dvou objekti (pii nékterém
uzdvorkovdni) smysl, je asociativni. Rovn&Z jsou splnény béZné nerovnosti mezi

normami, napf. ||xa| < |x| [a].

Véta 1. Necht operdtor A md spektrum o(A) = o, U a,, pFicem? existuje takovd
kruZnice C o stfedu v pocdtku, Ze o, leZi vné a o, uvnitr této kruznice, a invariantni
podprostor prostoru X prislusny k o, md konecnou dimenzi p. Oznacme E, =
=1 — (2ni)~" fe(AI — A)~"dA, tj. E, je projektor zobrazujici X na zminény
invariantni podprostor a komutujici s A.

Budiz €' takovy, Ze slozky €' E, jsou linedrné nezdvislé.

Pak existuje oteviFend mnoZina G < XP a bod v € G tak, Ze
(a) ev=1,

(b) slozky v tvori bdzi prostoru E,X,

(c) matice e Av md spektrum o, pFicemz jak dimenze invariantnich podprostorii,
tak Fddy polii A € o, matice € Av = Q a operdtoru A jsou stejné,

(d) pro kazdé x,e G je posloupnost x,,, = Ax,(e'Ax,)"" definovdna, leZi celd
v G a md limitu v. Posloupnost Q, = e Ax, md limitu Q. Pro kazdé ¢ > 0 maji
chyby |x, — v| a |Q, — Q| rdd O((x + &)"), kde

o =sup {|A]: Lea,}[inf{|A] : Lea,}.

(Je-li o, = 0, piseme O misto sup {|4] : 2 ea,}.)

Dikaz. Podle obecnych vét z [3], kap. VI a VII maji prostory E, X a X'E, dimenzi
p a g, se sklddd z koneéného poctu polit. SloZky vektoru

(1) g =¢€E,
tvofi podle predpokladu bdzi prostoru X'E,. Existuje bod v, jehoZ slozky tvofi bdzi
E X, pfiCemZ

(2) gv=1I, tj. gw;=0 pro i+j, gw,=1, i,j=1,..,p.
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Pak téZ e'v = e'E,v = g'v = I a bod v vyhovuje tvrzenim (a) a (b).
Je-li x € X, existuje jediny x tak, Ze E,x = vx. Pak vg'x = vg'E x = vg'vx =
= vx = E x, tedy

3) vg' = E,.
Jesté nékolik vzorct, kterych budeme pouZivat:
(4) Q=¢eAv = e AE\v = ¢ E Av = g'Av,
Av =vQ, g'A4A=Q0g .

K bodu (c): Zobrazeni 7 :y — g'y pro y € E X je linedrni homeomorfismus E X
na K” a 7 "'y = vy. Vypoltem ovéiime, Ze pro zuZeni A, operdtoru A na obor
E,X plati 4, = 7 'Q7 a podle [3], VII. 3. 20. tvrzeni (c) plati.

Specidlné matice Q = e'Av je reguldrni. Vzhledem k [3], VIL. 6. 1. a ke spojitosti
linedrnich operaci je mnoZina G, = {x : e’ Ax je reguldrni} oteviend v X” (a obsahuje
s bodem v kouli {x : [x — v| < Q""" [e'4] ).

V G, definujeme zobrazeni & : x — Ax(e’Ax)™"; ziejmé& plati F(v) = v. Dokd-
Zeme nejprve tato lemmata:

Lemma 1. Fréchetova deriuace([Z], 8)zobrazeni F vbedéx € G, jeddna vzorcem
F'(xyh = (I — 7(x)e') Ah(e'Ax)"!
a je spojitd v G,. Specidlné
(5) F'(v)h = (I — ve') 4hQ"" .
Dikaz. Podle [2], 8.1. aZ 8.2. md & na G, spojitou derivaci a z rovnice
F(x)e'Ax = Ax

plyne
F'(x) he’Ax + F(x) e’ Ah = Ah.

Odtud jiZ odvodime vzorec (5). QED.

Lemma 2. Operdtory (I — ve'YA a (I — E,) A maji spektrum o, U {0} a pdly
jednoho operdtoru jsou poly druhého se stejnymi iddy a dimenzemi invariantnich
podprostoril.

Ditkaz. Podle [3], VIL. 3. je o((I — E,) A) = 6, U {0}. Operitor T =1 +
+ v(g' — €') je spojity a vzhledem k (a) a (2) je T~' =1 — v(g’' — €’). Vypoctem
se piesvéd&ime, Ze (I —vg')A =T '(I — ve’) AT a podle (3) jsou (I — ve') A
a (I — E,) A podobné. Odtud plyne tvrzeni lemmatu 2. QED.

Lemma 3. Pro matici ¢ a operdtor Be B(’G) definujme zobrazeni & : x - Bx®
(& € B(X")).
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Jsou-li Ay, ..., 4, (nikoli nutné riiznd) viechna vlastni éisla matice @, pak o(¥) =
= U(4; o(B)) a tedy pro spektrdlni poloméry plati
J

(6) ) = r(®) r(B) .

Diikaz. K matici @ existuje reguldrni matice I" takovd, ¥¢ I'eél' ' = A + O,
kde A je diagondlni (s diagondlnimi prvky 4,,...,4,), 4@ = @4 a ©" = 0 (plyne
z existence Jordanova normdlniho tvaru).

Vysetiime existenci a spojitost operdtoru (A — .%)~'. Rovnice

Ay — Ly =u
je ekvivalentni rovnici
Ayr=' — Byr~'(A + ©) = ur~!

a piSeme-li y = xI', u = wr’, téZ rovnici
(*) Ax — BxA — Bx® = w .

Definujme ¥x = BxA, A'x = Bx@. Vypoltem zjistime, Ze LN = N L, /P = 0.
Existuje-li omezeny (A4 — )", pak (Al — & — A) ' = (M - 2£)" ' (I — (A —
— L)' A7) a existuje-li omezeny (A — £ — A7), pak

MH-L)y'=M-2L-N)"I+U-L =) )"
(Cinitele na pravych strandch jsou omezené, nebot A7 = 0). Reseni x rovnice (*)
je jediné a zdvisi spojité na w prdvé tehdy, kdyz tyz vyrok plati pro rovnici

Ax — BxA = w,
rozepsdno do sloZek
(A1 — AB)x; = w,

a to nastane prdvé tehdy, kdyZ 2 nepatfi do Zddné mnoZiny tvaru A; o(B) (j = 1, ..., p).
Odtud plyne tvrzeni lemmatu 3. QED.

Lemma 4. Je-li spektrdlni polomér operdtoru P e B(3) (3 je libovolny Banachiw
prostor s normou H |) roven ¢, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje norma H”l ekvi-
valentni s H“ tak, Ze ”P”, <o +e

Duikaz je uveden v [4], str. 91.

Dokonceni ditkazu vEty 1. Podle tvrzeni (c) je spektrdlni polomér r(Q71)
roven sup {|27 ' : 2ea,} = (inf{|A] : Lea,})", #(I — ve') A) = sup {|/] : 2ea,}
dle lemmatu 2. Z lemmat 1 a 3 plyne, Ze

HF'(v)) = Q") r((I —ve')A) =a < 1.
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Necht ¢ > 0, x + ¢ < 1. Podle lemmatu 4 existuje v X” norma ””l ekvivalentni

s |- | tak, Ze || #'(v)|, < a + &/2a ze spojitosti F' v bod& v plyne existence konvexni

oteviené mnoZiny G < G,(v € G) takové, Ze pro kazdé xe G je |F'(x)||, = « + &.
Uzitim véty o stiedni hodnot& ([2], 8.5.4) dostdvdme odhad

l

pro viechna x, y e G. ProtoZe #(v) = v, miZeme G vybrat tak, 7e #(G) = G
a podle véty o pevném bodé plati tvrzeni (d) véty 1. QED.

T(x) = FWi = (@ +¢) [x =y

Pozndmka 1. Podobnou (dudlni) vétu maZe vyslovit o metodé vypoctu bdze g’
podprostoru ¥'E;.

Pozndmka 2. Pfislusi-li vlastnimu ¢islu A matice Q aritmeticky vlastni vektor x,
tj. Qx = Ax, pak x = vx je vlastni vektor operdatoru A, pfislusny k 2, nebot podle
(4) je Ax = Avx = vQx = Avx = Ax. Stejnou uvahu miZeme provést pro vektory
anulujici operdtor (AI — A)", m > 1 (tzv. kofenové vektory vétsich vysek, viz [1],
¢l 7).

Pozndamka 3. Projektor E; (nebo aspoil vektor z, jehoZ sloZky tvofi bédzi E, X)
obvykle pfedem nezndme a nemiZeme tedy bezprostfedné ovéfit, zda slozky e'E,
jsou linedrn& nezdvislé (nebo zda e’z je reguldrni matice). K nevhodnému vybéru e’
vSak dojde mdlokdy, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 2. Necht slozky z jsou linedrné nezdvislé. Pak mnoZina M téch €', pro néz
e'z je reguldrni, je oteviend a hustd v X'7.

Dukaz. 1. Necht I' = e’z je reguldrni. Pak pro vSechna f’ takovd, Ze
'f( _ e/

plati |[I' — f'z|| < |[F~'|~" a podle [3], VI 6. 1. je f'z reguldrni a tedy M je ote-
viend v X'7.

2. Je-li I' = e’z singuldrni, pak lze najit reguldrni matici ¥ takovou, ze 4 =
= YI'Y~" je horni trojihelnikovd matice s aspoii jednim nulovym diagondlnim
prvkem. Dile existuje f' tak, Ze f'z = I (plyne z Hahn-Banachovy véty). Budiz ddno
¢ >0, pak pro vhodné 1, kde |t| <& je A4 + tf = V(e + tf)z¥ ' reguldrni
matice (spektrum 4 je totiz kone¢nd mnozina) a tedy e’ + tf € M. Z toho a z ote-
vienosti M plyne, ze M je hustd v ¥'?. QED.

<=

Pozndmka 4. Mctoda popsand vétou | md ndzev ,,plné stabilizovand vicestupiiovd
metoda‘®“. Stabilizace spocivd v tom, Ze od druhého kroku stile plati e'x, = I.
Pii realizaci tohoto algoritmu vSak neni tfeba v kazdém kroku invertovat matici
e'Ax,. Vyplyvd to z ndsledujici uvahy. PiSme x ~ y, jestlize existuje reguldrni
matice I' tak, Ze x = yI'. Vztah ~ je zfejm¢& ekvivalenci a z x ~ y, x e G, plyne
yeG,a Z(x) = Ayl'(e'Ayl')™" = F(y). Je-li x, € G, pak F(x,) ~ Ax, a indukci
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X,x ~ A*x,, tedy pfi vypoétu X,,,+; je moZno misto z vektoru x,4, vychdzet
z vektoru A*x,.

Je viak jeden divod, pro ktery nelze volit &islo k prili§ velké. Je-li x blizké v,
je matice e’ Ax blizkd ©, jejiz spektrdlni (Toddovo) islo podmingnosti je max {|2] :
e, }[min {|}| : e} = . Cislo podminénosti matice e’ A*x, je tedy blizké o,
takZe az na vyjimecné pfipady se pfesnost invertovdni zhor$uje. Proces lze ¢dstecné
stabilizovat, jsou-li jiZz Q, navzdjem blizké: po n&kolik krok& podrZzime touZ matici
Quoy = IT a klademe X, = Ax,II.

Tato tGvaha rovnéz ukazuje, Ze vicestupiiovd metoda je zvldsté vhodnd v ptipadé,
kdy body o, maji absolutni hodnoty sobé rovné nebo blizké.

Pozndmka 5. Je-li mnoZina o, oddélena od o, mdlo vyrazn& (tj. &islo o je jen
o mdlo mensi neZ 1) nebo jeji poloha je jinak nepfiznivd pro vypodet, miZe byt
vyhodné provddét iterace s operdtorem f(A4) misto s operdtorem A. Zde f znadi
funkci analytickou v okoli a(4) (viz [3], VII. 3.); specialng f miZe byt polynom.

Piiklad. Necht vime, Ze o, je &dsti GseCky {f, y> na redlné ose. Pak za f mizZeme
volit néktery z Cebysevovych polynomit p¥islusnych k této tiseéce.

Pozndmka 6. Zndme-li vektor (vlastn& soustavu vektorit) v a g, miiZeme zkon-
struovat operdtor (I — E\) A = A — vQg', jehoZ spektrum je o(4)u {0} — o,
a tim zpfistupnit body ¢, dalsimu vypoctu. To je podstata tzv. exhaustni metody
([1], €L 59). ZdleZi-li ndm jen na bodech o, (a ne na p¥islusnych vlastnich vektorech),
muZeme podle lemmatu 2 pouZit k témuZ ucelu operdtoru (I — ve’) A (nebo, podle
[2]. 11.1. cvi€. 2, operdtoru A — vQe’). Tim se udetii zhruba polevina vypodtové
prdce.

Zavér. Tiida operdtori, které vyhovuji pfedpokladim véty 1, obsahuje podle [3],
VII. 4.6. mimo jiné vSechny kompaktni operdtory nebo operdtory, jejichZ n&kterd
celd kladnd mocnina je kompaktni (pokud oviem maji nenulovd vlastni &isla).
Piiklad z pozndmky 5 se tykal hlavné samoadjungovanych kompaktnich operdtort
v Hilbertové prostoru.
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Pesrome

PEWEHUE YACTUYHOW [TPOBJIEMbI COBCTBEHHBIX UUCEJ
B [IPOCTPAHCTBAX BAHAXA CTVIIEHYATBIM CTEMEHHBIM
METO/10OM

3IUCJIAB KOBAPXMUK (ZpisLav KOVARIK)

CTyneHYaThlii CTEMEHHBI METOM, M3BECTHBIR B ajsreOpe MaTpMUI, CCTECTBEHHO
obobuaerest 11sl oneparopa A CHEeMaJIbHOTO Tuma B NMpocTpaHcTBe Banaxa. Bbi-
Gupast CHCTEMY JIMHCHHBIX (QYHKIMOHAIOB e}, ..., e, U CHCTeMy BekTopos x\”), ...,
(@ mbt cocrapum matpuiy (efAx(?) = Q(O’ U 0oOpaTHyIO K Helf MaTpHILy

by X
> p
Q(O’) = () u norom nosoxim x{P = Y AxO% (. Taxum ke obpazom no-
J

crpouM x{ u T. 1.

Eciu criexkrp oneparopa A ofulajaeT JOMMHMpPYIOLIEH MO MOJAYJIIO 9aCThIO 0,
MHBAPUAHTHOE MHOT006Gpa3ue KOTOPOH MMEET pasMepHOCTh p, TO (MpU Ha/yIexa-
wem BoiGope e; u x») nocrenosatesnoctn x¥ umeror npu k — oo mpesesnr
v;, KOTOpbIe 06pa3yloT Ga3uc ITOro MHOrooGpasus, M CreKTp Marpuusl (e;Av;)
COBHAMIAET C 7.

Tpeo6pasosanue, obpasyrouree x* 1 u3 x| oxaspBacTes cKATHIM B Onpe/ieneH-
Hoif MeTpuke. JIaloTCs TAKKE ACUMIITOTHYECKUE OLEHKH CKOPOCTH CXOAUMOCTH.

Ecyv u3BeCTHBI v; U g} (T. . 6a3uc ABOMCTBEHHOTO MHBapHa.HTHOFO MHOT000pas3us,
NPUHAILICKALICTO K ;) Takue, 4To giv; = 0 npw i # j, u gjv; = 1, To omepatop
Ay z > Az — Y, w(giAz) nmeer crektp o(A) U {0} — o,. Oxa3sbiBaercs, 4TO

k

TOT e CHeKTp WMeeT omepatop B: z — Az — Y p(e;Az). DTHM 3HAUHTETBHO
k

ynpou@aceTesa METOA UCUEPIIBIBAHHUS.

Summary

ON SOLVING PARTIAL EIGENPROBLEMS IN A BANACH
SPACE BY GRADUAL POWER METHOD

ZpisLAv KovARik

The ‘gradual power method” well known in matrix algebra can be naturally
generalized in the following way to apply for an operator A4 of special type in a Banach
space. Choosing a system of linear functionals ef, ..., ¢/, and a system of vectors

p
X, . x8 we construct first the matrix (ejAx{"), then the inverse (e;4x(") ™! =
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= (@) = (YY) and afterwards x{ =ZAx§°’l//§?). Similarly we construct
J

x ete.

If the spectrum of A4 has a finite dominant part ¢, with a p-dimensional invariant
subspace, then (after a convenient choice of ¢; and x{*’) the sequences x{*’ have for
k — oo limits v; which form a basis of the mentioned subspace and the spectrum
of the matrix (ejAv;) is .

The mapping transforming x{* to x¥* 1 can be shown to be contractive in a certain
metric. Asymptotic estimates of the rate of convergence are also given.

If we know both v; and g; (i.e. the basis of the dual invariant subspace belonging
to o) such that g, = 0 for i + j and gjv; = 1 we can construct the operator

Ay iz > Az — Y v (g;Az) whose spectrum is o(4) U {0} — o. In this paper it is
k
shown that the operator B: z —» Az — Zv,\(e,:.Az) has the same spectrum as A4,
k

(i.e. the so-called exhaustive method is simplified).

Adresa autora: Zdislav Kovdrik, Universita P. J. Safarika, ndm. Februarového vitazstva 9,
Kosice.
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