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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

RESENI NEKTERYCH INTEGRALNICH ROVNIC
PRVNIHO DRUHU (1I)

BoHusLAVA HANKOVA

(Doslo dne 7. ervna 1966.)

Reseni n&kterych problémi z teorie pruznosti a hlavng z teorie desek se dd pievést
([3], [4]. [5]. [6]) na TeSenti integrdlnich rovnic prvniho druhu tvaru

(1 J ngy(s)ds=konst.f(x), O<x,s<a<m.
on=1 n

0
Jadro K(x,s) =Y, (sin nx sin ns)/n je funkce integrovatelnd s druhou mocninou,
n=1

¥y v

K € L,, proto rovnice (1) neni obecns Fesitelnd v prostoru funkci z L, pro libovolnou
funkci na pravé strané f(x) e L,.
UvaZujme nejdiive rovnici ([1])
2™ 2 g :
(2) —J Zws-y(s)ds=f(x), 0<x, s<m,
n

T Jon=1

tedy specidlni pfipad rovnice (1) pro a = n. V tomto p¥ipad& feSeni v uzavieném
tvaru miZeme urdit ndsledujicim zplisobem: Rovnici (2) ndsobime systémem funkci
sin nx, (n = 1, 2, ...), a integrujeme podle x. ProtoZe plati rovnosti

2 & sinnxsinns llogl—cos(s+x)
T =1 n n 1—cos(s —x)
1" 1 —cos(s+ x) . sin ns
-1 lo —gj-J sin nx dx = s
nJ)o 1 —cos(s— x) n

bude
J [1-[ log L= cos(s+x) sin nx dx] y(s)ds = ! J sin ns y(s) ds .
nJo

olm)o 1 —cos(s—x
Oznadime-li

j sin ns y(s)ds = y,, j sin nx f(x) dx = f,,

0 0
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dostaneme uvedenymi upravami z rovnice (2) rovnost y, = nf,. Podminkou existence
fedent rovnice (2) tedy je, aby konvergovala fada nz’f,,l2 Oznaéme ddle jako g(x)

funkci s Fourierovymi cosinovymi koeficienty nf,, Rescm rovnice (2) bude tvaru
1™ sinsg(x)
¥(s) = ——j‘ 2 dx,
7)o COSX — COSS
protoZe plati

dx = —
0 €COS X — COS § sin s

1 COS nx sin ns
n

1 sin s d 1 & sin ns .
- —_ Y. nf,cos nx | dx = - z nf,m — sin s =

T Jo \COS X — COS s n=1 T n=1 sin s
o0
=Y nf,sinns.
n=1

Reseni rovnice (2) se dd najit i jinymi zpasoby ([2], [7], [8]).- Pokud integraéni
meze jsou od nuly od 7, feSeni v§emi zpisoby je vZidy pomérné jednoduché vzhledem
k tomu, Ze soustava funkci \/(2/7z) sin nx, (n = 1,2,...), vyskytujici se v jddie
rovnice (2), tvoii v intervalu (0, 7) Gplny ortonormdlni systém. Pfitom rovnice (2)
byla sestavena pro pfipad feSeni prithybu desky s podminkami po celé délce stran
stejnymi, napf. desky prosté podepfené po celém svém obvodu, kdezto rovnice (1)
odpovidd ptipadu desky s podminkami podél
jedné hrany smiSenymi, napf. deska je prosté l
podepfend na hrandch x =0, x =¢, y = b, —
na hrané y = 0 je deska na &dsti (0, a) dokonale
vetknutd a na &ésti (a, ¢) téZe hrany je deska
prosté¢ podepfend. (Obr. 1.) Dukaz existence
feSeni rovnice (1) tykajici se tedy problému
se smisenymi okrajovymi podminkami je zna¢né

[ S

- = ] b
slozitéjsi. ReSeni tohoto problému pomoci E——
Schmidtova ortogonalizaéniho procesu a tvar XS
funkce, kterd je feSenim téchto rovnic s uve- Obr. 1.

denym jddrem a n&kolika riiznymi funkcemi f(x)
na pravé strané, tak jak vznikly z rtiznych fyzikdlnich problémi, byl uveden v ¢ldn-
ku [8]. Tento &ldnek ho dopliiuje ditkazem unicity felent.

Véta. Md-li rovnice (1) FeSeni y(s) € L,(0, a), 0 < a < =, pak jest toto FeSeni jediné.

Dukaz: Staci dokdzat, Ze pfislu§nd rovnice homogenni

T

(3) %j Y SInAXSInAS o =0, 0<x, s<a
n

o n=1
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md pouze trividlni FeSeni y(s) = 0. Funkci y(s), s € (0, a), @ < =, roz§ifime na interval

{—n, n) takto:

4) ¥s) =0 pro a<s=m,
()= —y(—s) pro —a<s5<0.
PoloZme
W o) = |2 Z sin n(pr
T n=1
kde

7E

tj sin ns y(s) ds .
Funkce A(r, ¢) je harmonickd v jednotkovém kruhu a pro jeji Dirichletiv integral plati
2 101 2
) j[<@>+<—a—>:,dK<oo.
x|\ or r 0
Pro r = 1 dostaneme

AL, @) = 2 > M‘[ sin ns ¥(s) ds .
T n=1 RN 0

ProtoZe podle (4) je y(s) = O pro a < s < =, bude

e =2 sin ne sin nsy(s) ds
T Jon=1 n
a tedy podle (3)
©6) Al,9) =0 pro —a<e¢@<a.

Derivace

04
—(1,9) = / Z sin no y,
or T n=1
je Fourierova fada vyjadfujici funkci y(s) definovanou rovnicemi (4), proto bude
o4
(7) a—(l,(p):O pro —n<@< —a, a<@<mn.
r

V duisledku jednoznaénosti FeSeni smiSeného problému definovaného podminkami
(6) a (7) pro harmonickou funkci A(r, @) za pfedpokladu (5) musi byt Ar, ¢) = 0
a tedy také y(s) = 0.
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Pe3rome

PEIIEHUE HEKOTOPBIX UHTEIPAJILHBIX YPABHEHUIA
1-0r0 POJIA (II)

BOT'YCJIABA 'AHBKOBA (BoHUSLAVA HANKOVA)

WHTerpanbHoe ypaBHeHHE

J“' @ sin nx sin ns

¥ =~ y(s) ds = konst. f(x), 0<x, s<a,
on=1 n

PeILICHO JUISL CHELMAJIBHOIO Cily4asl a = 7; pellleHue ObLIO HaifIcHO B KOHCYHOM
BUAE. YpaBHeHUE ObUIO COCTABIICHO JUIS PEUICHUS] MPOruba IIIMTHL C OJIHOPOIHBIMU
KpaeBbIMH yemoBusMu. st 0 < @ < 7 3T0 3aJiauya ¢ pa3pbIBHBIMH KPACBBIMH YCJI0-
BusiMi. CyIeCTBOBAaHHE PEILCHUS 3TOTO YpaBHEHUs ObUIO JJOKa3aHO B mokiane [8].
B npenjioxxenHo# paboTe H0Ka3bIBACTCS €AMHCTBEHHOCTD PEILICHUS 3TOTO0 YPaBHEHUS
IIPY MIOMOILIM €IMHCTBEHHOCTH PEIICHUS CMELIAHHOM NPOOJIeMBI IS rapMOHWYECKO
bynkmu.

Zusammenfassung

LOSUNG EINIGER INTEGRALGLEICHUNGEN ERSTER ART (II)

BoHUSLAVA HANKOVA

In dem Artikel wird die Integralgleichung
Zw)’(s)ds = konst. f(x), 0<x, s<a
on=1 n

fur den Fall a = n gelost; die Losungengsfunktion wird in geschlossener Form
gefunden. In diesem Falle wurde die Gleichung fiir die Losung der Durchbiegung der
Platte mit homogenen Randbedingungen aufgestellt. Wenn 0 < a < 7 ist, dann
handelt es sich um ein Problem mit gemischten Randbedingungen. Die Existenz der
Losung dieser Gleichung wurde in dem Artikel [8] bewiesen. In diesem Artikel ist
die Eindeutigkeit der Losung dieser Integralgleichung mittels der Eindeutigkeit der
Losung des gemischten Problems fiir die harmonische Funktion bewiesen.
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