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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 2

O REGULARISACI OPTIMALNI FORMULE PRO VYPOCET
FOURIEROVYCH KOEFICIENTU

Ivo BABUSKA

(Doslo dne 26. kvétna 1966.)

1. UVOD

V préci [1] jsme se zabyvali problematikou numerického vypo&tu integrdlu

1 2n i
(1) 100 = 2 ey e ax,

21 o
p celé.
Dosli jsme v [1] k zdvéru, Ze nejicelngjsi je uZivat tzv. universdlni formuli, totiZ
pokladat

j .
) 1= S (P e,
J =1 J

V [2] zabyvali jsme se problematikou optimalniho vypoctu funkciondlu, kdyZz musime
poditat s tim, Ze funkci, pro niZ mdme vy¢islit funkciondl, nezndme pfesné. Myslenky
uvedené v [2] budeme aplikovat pro pfipad analyzy optimdlniho numerického vy-
podtu integrdlu (1) pokud umime vy&islovat funkéni hodnoty f(27l[j) pouze s jistou

presnosti.

2. FORMULACE PROBLEMU

Oznaéme (srv. [1]) # prostor v3ech redlnych posloupnosti y = (7o, ¥y, ...) spliiu-
jici tyto vlastnosti:

Ly, 20,90>0,j=1,2..

2. Existuje j, > 0 tak, Ze y;, = 0 (j, obecn& zdvisi na 7).

3. lim{/y; = 0.

Jjoroo

Kazdé posloupnosti y pfifadme celistvou funkci

vE) =Yy
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Bud ye #. Oznaéme H, Hilbertiiv prostor viech spojitych komplexnich 2r-
periodickych funkei g(x) se skaldrnim sou¢inem

o0 2n
(g, h)y = Z y’f g”’(x) l?‘”(x) dx
j=0 0

lal; = (g, 9), -

Oznaéme
. 1(pjo s a) () = X f<.2j7_f ,> a,

Bud ddno ye A# ay,e # a 3 > 0 a oznaCme

(I) (ps.l 'Y, YO’ '9) - l]]f [( SUp le(J) - l(p’Js (l‘, LT uj) (4)1)2 +

Ay,eeny a; |lgllys
gell},
+ ( Sllp Il(p,]9 al’ cees aj) (h)l)z] =
Al =9
heH;,

mf [(]]J ~I(p,j, ay, ..., aj)”y)z
+ Sz(lll(px]’ Ay eeny a})|i‘}’o)2] *) *

Bud ddna posloupnost koeficienttt ai’, [ = 1,...,j; j=1,... a 9, > 0. Tuto po-
sloupnost nazveme 9y-optimdlni resp. asymptoticky 3y-optimdlni, resp. 9,-fddové
optimalni, jestlize

Q*(p.J. af, ... a1, 70, 80) = (sup [1,(g) — K(p, j, af, ..., ') (9)])* +
<1
ol
+ ( sup ll(p, jya?, .. a)))?
il S0
hEll},O
a
QZ(F:]’ (1(1“, .. a(,j), Ys Yos 90) = ¢2(p’ j, Vs Yo, ‘90) 5
resp.
lim sup ¢*(p, j, a{, ..., @, , 7o, 9 _
oé_:;fso P (P, _/13 Vs VO’ ‘9) ’
resp.
lim sup 0%(p, j, a, ..., a“ > Vs Yos d)
m st C(9,).
029<9 D*(p, j, 7 70, 9)

*) Normy jsou zde minény jako normy funkcionali.
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Nasi tilohou bude analysa 3,-optimdlnich a 3,-asymptoticky a fddové optimdlnich
formuli. V [1] jsme provedli tuto analysu pro 9, = 0.

3.0 9-OPTIMALNI FORMULI

V [2] jsme ukdzali, Ze pfi analyse 9-optimdlnich aproximaci mZeme postupovat
tak, Ze zavedeme prostor

H,, .= H, x H,

¥YsY0s
se skaldrnim soucinem

u=(u,v)eH v = (uyv,)eH

7,¥0,9 2 7,70,9 ?

{U, v}.’) = (ul, vl)y + 9-‘2(142’1)2)70
Kuwds = {u,u}y,

a polozime
J,eHY oy J(u) = J,(u),
I(p, j, at”, ..., a¥) (u) = I(p, j, a?, ..., a$") (u;) +
+1(p.J. af, ... af) () ;
problém 9-optimdlni formule je problém nalezeni takovych *a$”, aby
KTy = Ip.jya?, ..., a3
bylo minimdlni. Pfitom je
QZ([)9 ja a(lj)’ LR a;"”: Vs Yos 9) = <<jp - i(P’ ja a(lj)a “eesy ag'j))>>§'

DokdZeme nyni ndsledujici tvrzeni:

Vétal.. Bud ddno prirozené p a j, 9> 0 a ye # a y,€ H. Potom polozime-li
4) baf) = } C(p, j, v» 70, 9) 7N
J

kde
6) —— L wv(pz)[ +f SR SNt *Z‘" o ]

C(psjs 15 Y0 D) - t==w Y ((j — p)?) 1=~ '{’},o((tjtiﬁ

dostaneme, Ze funkciondl I(p,j, Sald, ..., 3a§j)) je S-optimdlni, pficemZ tento
9-optimdlni funkciondl je urcen jednoznacné.
Dale pak

(6) (D(P, j’ Vs Yo» '9) = \—/T:Elz;;z)_] Q(p’ ja Ys Yos \9) s



kde
P j 3,70, 8) = ——— (1 — C(p, j, 7570, )2

\/(2 )

Diitkaz. 1) Predn€ Uplng stejné jako v [1] se snadno piesvédcime, Ze jest

o 1

J(u) = x {u, <e*"”‘ —, 0>} .

2n v.(p?)
2) Plati dile
+ oo
i )0 = L lrdorora ) o (e
T 1= —o0

v - p)?)
too 1
92 itj=p)x — .
z:z;oo ¢ Wvo((tj - P)2)>}s

3) PonévadZ H, 4, je Hilbertlv prostor, je 9-optimdlni formule projekce na pfi-
sluiny podprostor. Oznagime-li

1 —ipx 1 i « 1
o = (0, w,) = 5 (e P _"(7) — (P, Js 1 Yor 9){ z £iti=p) v (m
7 =00 —
i
BTN ) L D N L A L — )
° ) ”—Z—w 7((t.] - P) )

pak stadi ukdzat, Ze
w1<3751)+w2<2“,"1>= L =1,
J J
Je vsak

2 2 1 c*l’p(Zn/j) .
1 <,7E 1> + , (j i) = [1 — C(p.J» 1> 70, 9) ¥,(P7) -
J

j 2n Y.(p?)

+
(2 s 23 vl
=-w '}I ((U - P) ) t=-o ll’yo((‘] - P) )
Tim je vSak dokdzdna prvd &dst nasi véty. Druhd &dst plyne okamZité z toho, Ze
(b(p, ja Vs Yos ‘9) = <<w>>y .
4. O ASYMPTOTICKY 1,9-OPTIMALNI FORMULI

V tomto odstavci se budeme zabyvat obdobnou problematikou jako v [1].
Oznalme #°, , podprostor prostoru s vsech takovych posloupnosti y, Ze

q/y(pZ) = 4.
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Obdobné jako v [1] nazveme formuli I,(p, j, “a$’, ..., “a) A,9-universdlni, jestlize
bude

. I 1
u (J) _ ,i(pli)2nl -~ — i —
ay’ = e c, I=1,...,j, C=——=,
: / 1+ 922
Obdobné jako v [1] se snadno presvéd&ime, Ze
0 CEL ) Cinan® - OF
P*(p, J. 7. Yo, 9) C(p- J» v v0, 9) (1 = C(p 170, 9)

Z toho vsak bezprostfedné plyne ndsledujici véta:

Véta 2. Bud ye A, ,;, yo € K, potom A,3-universdlni formule je asymptoticky
3-optimadlni.

5. ZAVER

Srovnejme nyni vysledky, ke kterym jsme dospéli v [1] a v tomto pojedndni.

V pfipadg, Ze 9 = 0, tj. za pfedpokladu piesného vypo&tu, dospéli jsme v [1]
k zdvéru, Ze je nejvhodnéjsi uZivat tzv. universdlni formuli, tj. uZivat lichobéZnikovou
formuli (pokliddme C = 1), i kdyZ pro kazdy konkrétni prostor H, je optimdlni
C < 1. Pocitame-li s poruchami universdlni formule dostdivime C < 1 v zdvislosti
na p, v, yo, %
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Pesrome

O PETVJIAPU3ALIUU ONTUMAJIBHON ®OPMYV.JIbI
BBIUNCJIEHUSA KODOPPULIMEHTOB ®VPLE

UBO BABYIIKA (Ivo BABUSKA)

PaGoTa 3aHuMaeTcss BOMPOCOM ONTHMAJIBLHOTO BblyMcienus (ynximmonana (1)
TPU IPEANOJIOKEHUM, YTO Y HAC TOJBKO 3HA4CHUS QYHKIMU f B TOYKAX paBHOMeEp-
Hoif ceTku. Ilpu 3TOM NpeanosaraeTcs, YTO U3BCCTHBI TOJIBKO 3HAYCHUS (QyHKINM f
C HEKOTOPBIMH MTOMEXAMMU, TOYHEE, YTO U3BECTHBI TOJILKO 3HaueHUst (hyHkuuu f + g
U O g 3HAEM TOJIBKO TO, YTO 3TO MaJiast GpyHKIus.
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Zusammenfassung

UBER DIE REGULARISATION DER OPTIMALEN FORMEL
FUR DIE BERECHNUNG VON FOURIER’ KOEFFIZIENTEN

Ivo BABUSKA

Die Arbeit beschiftigt sich mit der Aufgabe die optimale Berechnung des Funktio-
nals (1) unter der Voraussetzung zu finden, dass wir nur die Funktionenwerte f im
gleichmissigen Netz kennen. Dabei ist weiter vorausgesetzt dass diese Funktionen-
werte f nur mit Storungen bekannt sind, genauer gesagt, dass nur die Funktion
f + g bekannt ist, wobei g eine kleine Funktion ist.

Adresa autora: Ing. dr. Ivo Babuska Dr.Sc., Matematicky ustav CSAV, Praha 1, Opletalova 45.
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