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SVAZEK 12 (1967) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 2 

O REGULARISACÍ OPTIMÁLNÍ FORMULE PRO VYPOČET 
FOURIEROVÝCH KOEFICIENTŮ 

Ivo BABUŠKA 

(Došlo dne 26. května 1966.) 

1. ÚVOD 

V práci [1] jsme se zabývali problematikou numerického výpočtu integrálu 

0 ) -lД/) = I L | f(x)e"xàx, 
Iк 

p celé. 
Došli jsme v [1] k závěru, že nejúčelnější je užívat tzv. universální formuli, totiž 
pokládat 

(2) JÁf)*>-.íffëІ)e2""-

V [2] zabývali jsme se problematikou optimálního výpočtu funkcionálu, když musíme 
počítat s tím, že funkci, pro niž máme vyčíslit funkcionál, neznáme přesně. Myšlenky 
uvedené v [2] budeme aplikovat pro případ analýzy optimálního numerického vý­
počtu integrálu (1) pokud umíme vyčíslovat funkční hodnoty f(2nijj) pouze s jistou 
přesností. 

2. FORMULACE PROBLÉMU 

Označme (srv. [1]) Jť prostor všech reálných posloupností y = (y0, yl9 ...) splňu­
jící tyto vlastnosti: 

1. /, = 0,y0 >0J = 1,2,... 
2. Existuje j 0 > 0 tak, že yjo =\= 0 (j0 obecně závisí na y). 
3. lim l/yj = 0. 

/-+oo 

Každé posloupnosti y přiřaďme celistvou funkci 

CO 

<P7(z) = X Yjz
J . 

j = o 
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Buď y e J ť . Označme Hy Hubertův prostor všech spojitých komplexních 2n-
periodických funkcí g(x) se skalárním součinem 

(g>h)y = ÍyjrgiJ\x)h<J\x)áx 
1-o Jo 

a 
l!g||2 = (g- g)7> 

Označme 

(3) I(p,j,a1,...,aJ)(f)= tj^-Aaj. 

Buď dáno y e Jti? a y0 e Jť a i9 > 0 a označme 

&2(P>J> y> y0> $) = inf [( sup \lp(g) - I(T,f a l 9 ..., aj) (g)|)2 + 
ai,...taj | | 0 | | y < . l 

geHy 

+ ( Slip l/ÍP-J.fl!,...,^-)^)!)2] = 
11*11 ?o-S* 

heHy 

inf [(||Jp - I(p,j, a 1 } ..., a y ) | | r )
2 + 

" i i j 

+ ni!I(^/«o...,«J)L)2]*)-

Buď dána posloupnost koeficientů a\J\ l = 1, ..., j ; I = 1, ... a $ 0 > 0. Tuto po­
sloupnost nazveme #0-optimální resp. asymptoticky #0~optimální, resp. i90-řádově 
optimální, jestliže 

Q2(PJ, a[J\ ..., af, y, y0, 80) = ( sup \lp(g) - I(p, j , <,<•/>, ..., af) (g)|)2 + 
ll*l|yš-

0eH 

+ ( sup \l(p,j,a«\...,af)\)2 

IIMIv0š9o 

resp. 

resp. 

D2(p,j, a ^ , . . . , 4 j ) , y, Vo» So) = ^2(P>J> y> y0> S0) 

lim sup Q2(p,j,a[J\ ..., ay\y9yo9 g) 
j-+oo " — 2/ • n\ 1 » 

o ^ d < ; 3 0 0 (p,juy, y0> ») 

lim sup £2(p, j , aij\...9a
i/\y9 yo, 9) < p , . 

j - c o , / • n \ = V^O/ ' 

o<d<s0 $ (p>j>y>yo> * ) 

*) Normy jsou zde míněny jako normy funkcionálů. 
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Naší úlohou bude analysa ^-optimálních a ,90-asymptoticky a řádově optimálních 
formulí. V [1] jsme provedli tuto analysu pro S0 = 0. 

3.0 /9-OPTIMALNI FORMULI 

V [2] jsme ukázali, že při analyse ^-optimálních aproximací můžeme postupovat 
tak, že zavedeme prostor 

H7,70,» = H 7 X ^ 7 0 

se skalárním součinem 

u = (uu vt) e H7,7o,s , v = (u2, v2) e H7,70s<9, 

{ t i , V}<9 = ( u l f vOy + 9 " 2 ( u 2 ^ 2 ) y 0 

« u » 2 = {u,u} d , 

a položíme 

JpeH*,7o,^ Jp(U)= JPiUl)> 

í(p, j , a(J\ ..., af) (u) = I(p, j , a</>,..., af) (uO + 

+ I(p,j,a[j\...,a<j
J))(ví); 

problém ^-optimální formule je problém nalezení takových d a 0 ) , aby 

«^~/(P,I,«iy),...,«f)»^ 
bylo minimální. Přitom je 

Q2(p, j , a(/\ ..., af, y, y0, S) = « J P - I(p,j, a[j), ..., a f ) » 2 . 

Dokážeme nyni následující tvrzení: 

Věta 1.. Buď dáno přirozené paj,$>Oaye<?ťa y0 e Žf. Potom polozíme-li 

(4) M^^-CCp^y,^*)^2"^1, 
I 

kde 

1 r +o° i +o° 1 i 
( 5 ) Č(p,7,7,To,í>) = " ^ U - ř/fc/̂ Y) + S 2 ' í » Tyo{{tj - pf)\ ' 
dostaneme, že funkcionál I(p,j,^a{j),...,&a(jj)) je ^-optimální, přičemž tento 
Q-optimální funkcionál je určen jednoznačně. 

Dále pak 

(6) 4>(p, j , y, y0, 9) = , 2 Q(T, I, 7, 7o> 9) , 
V L^TÍP )J 
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kde 

QІPJ> Ъ Vo, S) - — J - (1 - C(pJ, ъ ľo, s)) 

v ( 2 7 1 ) 
1/2 

D ů k a z . 1) Předně úplně stejně jako v [1] se snadno přesvědčíme, že jest 

J (u) = — íu, (e-
ipx-~-, 0]\ . 

2) Platí dále 

1(p,j,"a[J\...,9ay>)(u) = ±C(p,j,y,y0,9)\u, ( + f * ' " - « - _ _ ! _ 
Pf) 

+ 00 1 

92 Y e
iUJ~p)x -

, - ~ . vyo((tj - P)2))U 

3) Poněvadž H7,7o,a je Hilbertův prostor, je ^-optimální formule projekce na pří­
slušný podprostor. Označíme-li 

1 / 1 +00 « 

co = (»t, a>2) = - (e-"- - f - - C(p,j, y, y0, 9) £ .«W--»- X , 
2 7 t \ !fy(p2) ,= -« , <pr((í; _ p ) 2 ) 

C(p , j , y , y 0 , ð )ð 2 X Є ' W " ^ 

Пti-pf))' 
pak stačí ukázat, že 

Û>i 
2тr 

П + w2( — П = - 0 , / = !,...,j. 

Je však 

/2тг Д . /2тt Д 1 <Г Î > ( 2 7 C / І ) Г 
w I — l + CÚ7 — I 

+ 00 

E 
ř = - o o 

2 * ¥>>2) 
o„ 

+ 92 E 

1 - C Í A f У Л o . З ) ^ 2 ) . 

W7((tj - pf) ,=^00 «Py0((/j - p) 2 )/J 

Tím je však dokázána prvá část naší věty. Druhá část plyne okamžitě z toho, že 

®(p, h 7>Yo>#) = « O > » 7 . 

4. O ASYMPTOTICKY A,/9-OPTIMALNI FORMULÍ 

V tomto odstavci se budeme zabývat obdobnou problematikou jako v [1], 
Označme J^p>x podprostor prostoru J f všech takových posloupností y, že 

Vy(p2) = A . 
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Obdobně jako v [1] nazveme formuli Ip(p, I, ua\J\ ..., ua{p) 2,#-universální, jestliže 
bude 

-в(Л = в«-/Л2«i C j / = ] , . . . , ; , c = 
1 + 52A 

Obdobně jako v [1] se snadno přesvědčíme, že 

( 7 ) Q2(p,j,uaiP,...,aay),7,yo,») = 1 + ( C ( A j , y, y0, 3) ~-C) 2  

#2(P, j , y, Jo, #) C(p, j , y, y0, 3) (1 ~ C(p, j , y, y0, S))" 

Z toho však bezprostředně plyne následující věta: 

Věta 2. Buď y e JfPfx, y0 e «#%,i, potom Á$-universální formule je asymptoticky 
S-optimálnL 

5. ZÁVĚR 

Srovnejme nyní výsledky, ke kterým jsme dospěli v [1] a v tomto pojednáni. 
V případě, že $ = 0, tj. za předpokladu přesného výpočtu, dospěli jsme v [1] 

k závěru, zeje nejvhodnější užívat tzv. universální formuli, tj. užívat lichoběžníkovou 
formuli (pokládáme C == 1), i když pro každý konkrétní prostor H7 je optimální 
C < 1. Počítáme-li s poruchami universální formule dostáváme C < 1 v závislosti 
na p3 y, y0, #. 
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Pe3K)Me 

O PE^yJIJ^PH3A^HH O n i H M A J I B H O Í i OOPMyjIbl 
BblHHCJIEHHil KO30>a>l^MEHTOB OyPBE 

MBO BAByiUKA (Ivo BABUŠKA) 

Pa6oia 3aHHMaeTCH BonpocoM onTHMajibHoro BbtHHCjieHHH 4>yHKiiHOHajia (1) 
npH npeAnojio^ceHHH, HTO y Hac TonbKo 3Ha*íeHK5i 4>yHKiniH / B YoHKax paBHOMep-
HOH ceYKH. IIpH 3TOM ripe/rnojiaraeTCfl, HTO HSBCCTHM TOJIBKO 3HaHeHMH 4>yHK îH / 
C HeKOTOpbIMH HOMexaMH, TOMHee, HTO H3BeCTHbI TOJIbKO 3HaHeHMSI ({)yHKUMH / + g 
H o g 3HaeM TOJIKKO TO, HTO 3-TO Majian qbyHKmm 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

ÜBER DIE REGULARISATION DER OPTIMALEN FORMEL 
FÜR DIE BERECHNUNG VON FOURIER' KOEFFIZIENTEN 

Ivo BABUSKA 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der Aufgabe die optimale Berechnung des Funktio­
nais (1) unter der Voraussetzung zu finden, dass wir nur die Funktionenwerte / im 
gleichmässigen Netz kennen. Dabei ist weiter vorausgesetzt dass diese Funktionen­
werte / nur mit Störungen bekannt sind, genauer gesagt, dass nur die Funktion 
/ + g bekannt ist, wobei g eine kleine Funktion ist. 

Adresa autora: Ing. dr. Ivo Babuska Dr.Sc, Matematicky üstav CSAV, Praha 1, Opletalova 45. 
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