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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 5

DAS FOURIERSCHE INTEGRAL UND DIE DISTRIBUTIONEN
VON J. G. MIKUSINSKI

JOSEF MATUSU

(Eingegangen am 14. April 1965.)

1. Es sei 7 der kommutative Ring der im Intervall0 < t < T < + oo definierten
und stetigen (komplexwertigen) Funktionen a = {a(t)}, die im gewdhnlichen Sinne
addiert und im Sinne der Faltung multipliziert werden. Durch folgende Definition
wird in %, eine sogenannte ,,starke‘* Konvergenz eingefiihrt:

Definition 1. Die Folge der Elemente a,e %; (n = 1,2,...) konvergiert stark
gegen das Element a € 1 dann und nur dann, wenn a, 3 a (gleichmdssig) fiir
n — + oo auf jedem kompakten Intervall 0 <t <t < T.

Die Menge %, wird hiermit zu einem abstrakten Raum vom Typus L*, d.h. zu
einem FREcCHETschen Raum vom Typus L, der noch ein zusidtzliches Axiom zu
erfiillen hat. Durch dieses Axiom wird folgendes garantiert: Giltlim a, = a = lim b,

n—+oo n—+ o

dann konvergiert auch die gemischte Folge a,, by, a,, b,, ... stark gegen das Element
a (sieh [1]). In diesem L*-Raum sind dann die Kuratowskischen Hiillenaxiome
erfiillt (sieh [2]).

Der L*-Raum aller rationalen Zahlen, in dem der Konvergenzbegriff in der iibli-
chen Form eingefiihrt ist, bildet das Fundament der bekannten CANTORschen
Konstruktion der reellen Zahlen. Durch MikusiXsk1 [ 3] wurde gezeigt, dass auch der
L*-Raum %, in dhnlicher Weise zur Konstruktion neuer mathematischer Objekte
beniitzt werden kann, die nicht direkt definiert werden konnen. Zu diesem Zweck
muss noch eine sogenannte ,,schwache* Konvergenz in % eingefiithrt werden:

Definition 2. Die Folge der Elemente a, € €+ (n =1,2, ) ist dann und nur dann
schwach konvergent, wenn ein Element g € 41 mit folgenden Eigenschaften existiert:
1° g ist fremd zur Nullteilermenge von y; 2° die Folge ga, (n = 1,2, ...) konver-
giert stark gegen ein Element A € €. Existiert ein a € € derart, dass A = ga,
dann konvergiert die Folge a, (n = 1,2,...) (definitionsgemdss) schwach gegen
das Element a.
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Bemerkung 1. Von TiTcHMARsH [4] wurde bewiesen: Sind a, b € %; und gilt
{J a(t — x) b(x) dx} = {0}, dann ist a(t) = 0 im Intervall 0 < t < y und b(t) = O
im Intervall 0 < ¢ < z, wobei y + z = T. Im Falle T = + oo folgt daraus unmittel-
bar, dass die Nullteilermenge in %, leer ist. Man iiberzeugt sich leicht, dass im Falle
T < + oo Nullteiler in %1 wirklich vorhanden sind. Sei z.B. T = 2, g € ¥,, wobei

(v fir 0<t<1,
t—1 fir 1<7<2.

Durch einfache Rechnung wird bestétigt, dass g> = {0}. Damit g € € keinen Null-
teiler darstellt, ist es notwendig und hinreichend, dass g in keiner Umgebung <0, )
des Ursprungs ¢ = 0 identisch verschwindet.

Man kann leicht beweisen: Konvergiert die Folge a, (n = 1, 2, ...) schwach gegen
das Element a und die Folge b, (n = 1,2, ...) schwach gegen das Element b, dann
konvergieren die Folgen a, + b,, a,b, (n = 1,2,...) schwach entsprechend gegen
a + b, ab. Konvergiert die Folge a, (n = 1,2, ...) schwach gegen a und ist ¢ € %,
dann konvergiert die Folge ca, (n = 1, 2, ...) schwach gegen ca. Ferner gilt der Satz
von der Eindeutigkeit des schwachen Limes. Jede stark konvergente Folge ist um-
somehr auch schwach konvergent, aber die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Ahnlich wie in der CaANTORschen Theorie der reellen Zahlen wird nun der Begriff
der dquivalenten (schwach konvergenten) Folgen eingefiihrt. Mit &/ bezeichnen wir
die Menge aller schwach konvergenten Folgen a, (n =12,..)

Definition 3. Zwischen zwei zu of gehérenden Folgen a,, b, (n =1,2, ) bestehe
die Relation ¢ dann und nur dann, wenn die Folge der Differenzen a, — b, (n =
= 1,2,...) schwach gegen Null strebt.

Diesein o/? = &/ x &/ definierte Relation g ist reflexiv, transitiv und symmetrisch,
d.h. g ist eine Aquivalenzrelation von /. Die Menge .« zerfillt somit in paarweise
fremde Aquivalenzklassen. Die Menge aller dieser Aquivalenzklassen heisst die
Quotientenmenge von &/ nach der Aquivalenzrelation ¢ und wird mit /g bezeichnet.

Definition 4. Die zur Quotientenmenge sf[g gehrenden Elemente werden
Distributionen genannt. Eine Distribution, d.h. Aquivalenzklasse, die eine
stationdre Folge a, = ae%; (n=1,2,...) enthdlt, heisst stark. Den Begriff
einer sogenannten schwachen Distribution erhdlt man durch Negation.

Der Summe (Differenz) und dem Produkt von Aquivalenzklassen entspricht die
Summe (Differenz) und das Produkt der zugehorigen Distributionen. Beziiglich dieser
Addition und Multiplikation ist M/Q ein kommutativer Ring, der von nun an auch
mit € bezeichnet wird. Die Menge aller starken Distributionen ist mit €y isomorph.
Auf Grund dieser Isomorphie kann jede starke Distribution & mit dem Reprasentan-
ten a =a,e%; (n=1,2,...) der entsprechenden Aquivalenzklasse identifiziert
werden: @ = a.
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In €+ gibt es nun zwei ausgezeichnete Untermengen von Distributionen. Erstens
die Untermenge &+, die folgendermassen definiert ist:

Definition 5. Die Distribution a € € gehért zu S dann und nur dann, wenn das
Produkt ua (u = {1} € ;) eine starke Distribution ist, die in der Form ua =
= {[6 a(x) dx} ausgedriickt werden kann, wobei die (komplexe) Funktion {a(t)}
im Intervall 0 £ t < T lokal summierbar ist.

Die Funktion {a(f)}, die der Distribution a € & entspricht, ist bis auf Nullmengen
eindeutig bestimmt. Ist umgekehrt {a(t)} eine in 0 < ¢ < T lokal summierbare Funk-

T
tion, dann existiert eine Folge a, € €1 (n = 1, 2, ...) derart, dass ua, g {f6 a(x)dx}

fiir n - 4+ oo. Nach Definition 2 ist dann q, (n = 1,2,...) eine schwach konver-
gente Folge. Ist nun a die durch die Folge a,(n = 1,2,...) bestimmte Distribu-
tion, dann konvergiert die Folge ua, (n =1,2,...) schwach gegen ua. Wegen
a hL}? {[6 a(x) dx} fiir n > + oo, folgt dann auf Grund der Eindeutigkeit des
schwac
schwachen Limes, dass ua = {[{ a(x) dx}. Die Untermenge %; kann dann isomorph
auf die Menge & aller (komplexwertigen) Funktionen {a(t)} bezogen werden, die
im Intervall 0 < t < T lokal summierbar sind. Selbstverstindlich wird vorausgesetzt,
dass auch in & die Multiplikation im Sinne der Faltung erklért ist. Auf Grund dieser
Isomorphie konnen die Distributionen a € & mit den entsprechenden Funktionen
{a(t)} € #1 identifiziert werden: a = {a(t)}; diese Identifikation féllt im Falle,
dass {a(t)} € €, mit der oben erkldrten zusammen.
Die zweite in €1 enthaltene Untermenge 4 ist folgendermassen definiert:

Definition 6. Die Distribution a € €+ gehért zu A dann und nur dann, wenn eine
komplexe Zahl z derart existiert, dass die der schwach konvergenten. Folge
{znexp(—nt)} (n = 1, 2,...) entsprechende Distribution mit a zusammenfdllt.

Die Folge {zn exp (—nt)} (n = 1, 2, ...) ist bei komplexem z auch wirklich schwach
konvergent. Durch einfache Rechnung folgt: u*{znexp (—nt)} = {[4(t — x) zn ..
.exp (—nx)dx} = {—z[n + (z/n) exp (—nt) + zt} = {—z[n + (z[n) exp (—nt)} +
+ u{z}(n = 1,2,...). Offenbar {—z[n + (z[n) exp (—nt)} I {0} fiir n > + oo auf

%
jedem kompakten Intervall 0 < t < t; < T, so dass u*{zn exp (—nt)} TT]: u{z} fir
star

n — + oo; die Folge {zn exp (—nt)} (n = 1,2, ...) ist deshalb schwach konvergent.
Die der Folge {znexp (—nt)} (n = 1, 2, ...) entsprechende Distribution sei [z], d.h.
[z] e #. Man kann leicht beweisen, dass [z,] + [z,] = [z, * 23], [21][2z.] =
= [z,2,] fiir je zwei Distributionen [z,], [z,] € #". Auf Grund dieser Beziehungen
kann die Untermenge 2" isomorph auf den Korper & aller komplexen Zahlen
bezogen werden. Diese Isomorphie ermdglicht dann eine Identifikation der Distribu-
tionen [z] e mit den entsprechenden Zahlen z e #: [z] = z. Jede komplexe
Zahl ist somit eine schwache Distribution. Offenbar ist 0 = {0}.
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Die Zahl ze ist durch die schwach konvergente Folge {znexp (—nt)}
(n=1,2,...) bestimmt. Der Distribution uz entspricht dann die Folge
{6 znexp (—nx)dx} = {—zexp(—nt) + z} (n=1,2,...). Auch diese Folge ist
schwach konvergent: u{—zexp (—nt) + z} = {(z/n)exp (—nt) — z[n + zt} (n =
=1,2,...), {(z/n)exp(—nt) — z/n} 30 fiir n > + oo auf jedem kompakten
Intervall 0 <t < t; <T, {zt} €4y Die Folgen {—zexp(—nt) + z}, a, = {z}
(n=1,2,...) sind offenbar dquivalent, denn {—zexp (—nt)} T, 0 fiir n —

schwach
— + o0. Somit ist uz eine starke Distribution, die mit {z} zu identifizieren ist:
uz = {z}. Es wird dann uz{a(t)} = {z} {a(1)} = {[} za(x) dx} = u{za(?)}, d.h.
z{a(t)} = {za(1)} fiir jede zu %y, bzw. & gehorende Funktion; fiir z = 1 folgt
speziell 1. {a(t)} = {a(t)}. Daraus folgt unmittelbar, dass fiir jede Distribution
a € € die Gleichung 1. a = a gilt.

Der kommutative Ring %; der MikusiNsKischen Distributionen ist eine sehr
umfangreiche Elementenmenge. Dieser Ring enthilt den Korper o aller komplexen
Zahlen, sowie auch den kommutativen Ring & aller im Intervall 0 < ¢ < T lokal sum-
mierbaren Funktionen. Die komplexe Eins (Null) ist das Einselement (Nullelement)
in €;. Man pflegt die Eins mit dem Symbol J, der sogenannten DIRACschen ,,Funk-
tion {8(#)}*, zu identifizieren: 1 = §. Ferner sind in % auch solche Elemente enthal-
ten, die man als Realisation der HEeAvisipEschen Operatoren (Symbole) ansehen
kann. Der Distribution u entspricht eigentlich der Heavisipesche Integrationsopera-
tor. In €+ ist auch ein Analogon des HeAavisiDEschen Differentiationsoperators ent-
halten. Es sei a, = {n® cosnt} € €1 (n = 1,2, ...). Durch einfache Rechnung wird
bestitigt, dass u®a, = {[ (x*/2) n® cos n(t — x)dx} = {t — (1/n) sin nt} = u® —

(4
—{(t/n)sinnt}(n = 1,2,...),ua, . Tk> u”fiirn > + o0.DieFolgea,(n =1,2,...)
star

ist somit schwach konvergent. Wenn nun mit s die der Folge a, (n = 1,2, ...) ent-
sprechende Distribution bezeichnet wird, dann gilt u3s = u?, d.h. us = su = 1 = 4.
Die Distributionen u, s sind also zueinander invers. Wird a e %; als absolut
stetige Funktion vorausgesetzt, dann gilt a = {[} a’(x) dx + a(0)} = u{a’(t)} +
+ ua(0), d.h. sa = su{a’(t)} + sua(0) = a’ + a(0). Zu demselben Ergebnis gelangt
man auch im Falle a e €, a’ € &5 (a’ + + oo existiert iiberall mit eventueller Aus-
nahme einer héchstens abzihlbaren Menge).

2. In der Konstruktion des Ringes € liegt das Fundament der Theorie von den
MikusiNskischen Distributionen. Geht es nun darum, die Distributionen auch
praktisch anzuwenden (als Anwendungsgebiet seien z.B. die Differentialgleichungen
genannt), dann ist es notwendig, eine ,,Analysis der Distributionen** aufzubauen.

Durch folgende Definition wird erstens der Begriff der sogenannten Distribu-
tionsfunktion eingefiihrt.

Definition 7. Eine Abbildung der topologischen Menge E der Variablen y, z, ...
in €+ wird als Distributionsfunktion bezeichnet.

365



Aus Einfachheitsgriitnden werden im weiteren Distributionsfunktionen nur einer
Variablen y € E betrachtet. Unter den Distributionsfunktionen gibt es zwei wichtige
Spezialfille. Der erste umfasst die sogenannten numerischen Distributionsfunk-
tionen: Fiir jedes y € E ist das entsprechende Bild a(y) (der ,,Wert* der Distributions-
funktion im Punkte y) eine komplexe Zahl. Der zweite Fall umfasst die sogenannten
parametrischen Distributionsfunktionen: Fiir jedes y € E ist das entsprechende
Bild eine starke Distribution: a(y) = {a(y, t)} € ;. Zum Aufbau der Analysis von
Distributionen ist es notwendig auch in € eine sogenannte ,,starke* und ,,schwache*
Konvergenz einzufiihren:

Definition 8. Die Folge a, (n = 1,2,...) von Distributionen konvergiert stark
gegen die starke Distribution a dann und nur dann, wenn folgendes gilt: 1° Fast
alle Glieder der Folge a, (n = 1,2, ...) sind starke Distributionen; 2° die Folge
dieser starken Distributionen konvergiert stark gegen a (sieh Definition 1).

Definition 9. Die Folge a, (n = 1, 2, ...) von Distributionen konvergiert schwach
gegen die Distribution a dann und nur dann, wenn ein Element g € € mit folgenden
Eigenschaften existiert: 1° g ist fremd zur Nullteilermenge von €;; 2° die Folge
ga,(n = 1,2,...) konvergiert stark gegen ga (im Sinne der Definition 8).

Man kann leicht beweisen: Konvergiert die Folge a, (n = 1,2, ...) von Distribu-
tionen schwach gegen die Distribution a und die Folge b, (n =1,2,...) von Distribu-
tionen schwach gegen die Distribution b, dann konvergieren die Folgen a, + b,
a,b,(n =1,2,...)schwach gegen a + b, ab. Konvergiert die Folge a, (n = 1,2, ...} .
von Distributionen schwach gegen die Distribution a und ¢ € €, dann konvergiert
die Folge ca, (n = 1,2,...) schwach gegen ca. Es gilt auch der Satz von der Ein-
deutigkeit des schwachen Limes einer Folge von Distributionen. Offenbar wird die
schwache Konvergenz durch die starke impliziert. Konvergiert die Folge a,e€ A
(n=1,2,...) im gewdhnlichen Sinne gegen a € &, dann konvergiert diese Folge
auch schwach gegen a.

- . . %1, €7
Beispiel 1. Es wurde gezeigt (sich S. 364), dass u?{zn exp (—nt)} i u{z} = u’z
star
fir n > + o0, ze A" Die Folge der Distributionen {znexp (—nt)}(n =1,2,...)
konvergiert deshalb im Sinne der Definition 9 schwach gegen die Distribution z:

€
{znexp (=nt)} ——— z fiir n > + oo.
schwach

Bemerkung 2. Sei 0 < Ty < T, £ + co. Gehort die Funktion a zu %y,, dann
gehort die von a auf dem Intervall 0 < t < T, erzeugte partielle Funktion ar, zu
%y, wobei €f den kommutativen Unterring von %y, bedeutet, der aus allen den-
jenigen Funktionen besteht, die in ¢t = T, einen endlichen linksseitigen Limes besit-
zen. Sind a, be 4;,und ¢ = a + b, d = ab, dann gilt fiir die entsprechenden Funk-
tionen ag,, by, ¢y, dyy 1 ¢r, = ay, + by, dy, = a; by Die Abbildung a — a; ist
somit ein Homomorphismus, der Ring %5, ist homomorph zum Ring %,. Wird
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mit A3, (A7) die Nullteilermenge von %, (%7,) bezeichnet, dann gilt: Wenn
g € A1, dann g, € A7, (sich Bemerkung 1) und umgekehrt. Konvergiert nun z.B.
die Folge a, (n = 1,2, ...) schwach in %;,, dann konvergiert die Folge (a,);, (n =
= 1, 2,...) schwach in %7,. Man sicht ohne Miihe, dass die Distribution a € €+,, die
durch die schwach konvergente Folge a,e%;, (n = 1,2,...) bestimmt ist, die
Existenz der Distribution ar, € €7, bedingt, die durch die schwach konvergente
Folge (a,)r, € 43, (n = 1,2,...) bestimmt ist. Auch die Abbildung a — a;, von
Distributionen ist somit ein Homomorphismus, der Ring €5, = %, ist homomorph
zum Ring €,. Bei dieser homomorphen Abbildung kann man die Distributionen
a € €r,, die ein festes Bild a;, € €7, haben, zu einer Klasse vereinigen. Jede Distri-
bution a € €, gehort einer und nur einer Klasse an; d.h. die Menge %, ist in
Klassen eingeteilt, die den Distributionen von (g;‘l eineindeutig zugeordnet sind.
Sind a, b zwei Distributionen aus derselben Klasse und a,, b, (n = 1,2,...) die
entsprechenden (in ‘gTZ) schwach konvergenten Folgen, dann sind a, b im folgenden
Sinne dquivalent: 1° (a,);, — (b,)r, AN 0 fiir n > + co. Mit # bezeichnen wir
schwach

die Menge aller in %, schwach konvergenten Folgen, 9 sei die in 4 definierte Rela-
tion, die der Forderung 1° geniigt. Dieser Aquivalenzrelation entsprechende Quo-
tientenmenge 2/9 ist eben eineindeutig auf (6{ bezogen. Wird nun die Summe
(Differenz) und das Produkt zweier Aquivalenzklassen von #/9 in der iiblichen
Form erklért, dann besteht sogar ein Isomorphismus zwischen €5, und %/3.

Seiz.B. T, =1, T, > 1. Wir setzen

a, =

ne ™ fir 05t<1,
ne"+t—1 fir 15t<T,

(n = 1,2,...). Durch einfache Rechnung folgt (sich auch S. 364): u®a, = {b,(1)}, wobei

—1+1e'"‘+tﬁir 0st<1,
n

b,(t) =
n _ 2 3 2
—~+fe_"'+ne""(—t—1)—+t——t—+g——l— fir 125t<T,

n n 2 6 2 2 6
(n=1,2,...). DieFolgen {—1/n + (1/n) exp (—nt)}, {ne™"(t — 1)*[2} (n = 1,2, ...}
konvergieren gleichméssig gegen Nullauf jedem kompakten Intervall0 < ¢t <1, < T,,

%
T . .
so dass u2a, —— A fiir n - + oo, wobei
stark
N\

t fir 05t<1,

23t 1
+'—_'6— fiir 1§t<T2;
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die Folge a, (n = 1, 2, ...)ist deshalb schwach konvergent in %r,. Dieser Folge in 6,
entsprechende Distribution a ist offenbar von der DirAcschen ,,Funktion® ¢ ver-
schieden, aber im Sinne der Aquivalenzrelation 9 gehoren a und & zu derselben
Aquivalenzklasse von #[9. In €, entspricht dieser Aquivalenzklasse die DIRACsche
,»Funktion 8. Auf Grund der zwischen €7 und #/9 bestehenden Isomorphie ist
es angebracht diese Aquivalenzklasse auch mit § zu bezeichnen.

Beispiel 2. Sei0 < T; < T, = + 0, a €%, (oder #,). Das Integral [§* a(x).
.dx = H = 0 soll wie ein verallgemeinertes LEBESGUEsches Integral konvergieren,
d.h. fg®a(x)dx = lim [§ a(x)dx. Man erhilt durch partielle Integration:

A—+ o0

(1) u{na(nt)} = H'(z — %) na(nx) dx} — (0= 1 — x, dw = na(nx) dx ;

0

do= —dx, w= r‘na(ny) dy = ra(z) dz = F(nx)) =

0 0

0 0

= [(t = x) F(nx)]3Z6 + J“F(nx) dx = j!F(nx) dx.

Aus der Stetigkeit der Funktion F(nx) im Intervall <0, + oo folgt ihre Beschrinkt-
heit auf jedem kompakten Intervall 0 < x <t < + oo. Bei Beniitzung des Satzes
von LEBESGUE iiber den Grenziibergang unter dem Integralzeichen folgt dann aus
(1), dass

t T T
(2) lim j (t — x) na(nx) dx = lim J F(nx)dx = J lim F(nx)dx =
n>++o Jo n—>+ o

0 o n~too

13
= J‘ Hdx = Ht
0o
0=t< + o).

Betrachten wir weiter die Folge g,(t) = Ht — [ F(nx)dx (n = 1, 2,...) auf dem
kompakten Intervall 0 < ¢t < t; < + oo. Wegen der Abschédtzung

[

= [0 = e = [ 1~ o) ax = [ o)

Hi — J " F(nx) dx

0
folgt dann, dass {g,(t)} 30 fiir n > + oo auf jedem solchen Intervall. Damit ist

C o € .
bewiesen (sieh (1), (2)), dass u*{na(nt)} Lk—» {Ht} = uH fiir n > + 0. Die Folge
star
der Distributionen {na(nt)} (n = 1, 2, ...) konvergiert deshalb im Sinne der Definition

9 schwach gegen die Distribution H = HJ, d.h.

n a(nt) € s
gw a(x) dx| schwach
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fiir n > + 0. Aus der Bemerkung 2 folgt, dass auch

o) { n a(nt) } er,

;ao a(x) dx schwach

fiir n — + oo. Im Falle {a(t)} = {exp (—1)} ist 5 exp (—x)dx = 1; aus (3) folgt

dann {nexp (—nt)} ﬁé fiir n > + oo (sieh S. 366). Wird {a(t)} = {sin t/t}
schwac!

(a(0) = 1) gesetzt, dann konvergiert das vexallgememerte Integral f§ * [sinx/x]dx =

= n/2. Aus (3) folgt dann, dass

1 &
@) {% sin nt} T 5
Tt schwach

fiir n -» + oo.

Bemerkung 3. Die Folge a, (n =1,2, ) von starken Distributionen konver-
giere schwach gegen die Distribution a. Die der Distribution a entsprechende Aqui-
valenzklasse von /¢ (sieh Definition 4) enthélt dann die Folge a, (n = 1,2, ...).
Umgekehrt enthalte die Aquivalenzklasse der Distribution a die Folge a, (n=1,2..)
von starken Distributionen. Diese Folge ist dann in % schwach konvergent. Im Sinne
der Definition 2 existiert dann ein Element g € %y, das zur Nullteilermenge von %

T, € . -
fremd ist, derart, dass ga, :—kT) A fiir n > + o0. Die Aquivalenzklasse der Distribu-
star
tion ga enthilt offenbar die Folge ga, (n = 1, 2,...). Da diese Folge auch in der
Aquivalenzklasse der Distribution A enthalten ist, folgt daraus, dass 4 = ga; d.h.

1,61 €
ga, Liad 4 ga fiir n > + oo. Aus der Definition 9 folgt dann, dass a, T, 4 fir
stark " schwach

n — + oo. Damit also die Folge a, (n =1, 2,...) von starken Distributionen gegen
die Distribution a konvergiert, dazu ist es notwendig und hinreichend, dass die der
Distribution a entsprechende Aquivalenzklasse von oo die Folge a, (n =12..)
enthilt.

Gehen wir nun im Aufbau der ,,Analysis von Distributionen“ um einen Schritt
weiter. Durch die Definitionen 8, 9 wurde die ,,starke‘* und die ,,schwache* Konver-
genz in %5 eingefithrt. Demzufolge gibt es auch zwei Arten von Stetigkeit und Ablei-
tung einer Distributionsfunktion im Punkte Eyo e E, bzw. y,e E’' (E' bedeutet die
Ableitung der Menge E).

Definition 10. Sei E der Definitionsbereich der Distributionsfunktion a(y). Die
Distributionsfunktion a(y) ist dann und nur dann stark (schwach) stetig im Punkte
Yo € E, wenn folgendes gilt:

(yaeE(n=1,2,...), yu = yo fiir n > + o0) = a(y,)

a(yo)

B
stark (schwach)
fir n—> + .
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Beispiel 3. Wir betrachten die Distributionsfunktion h(y) = {h(y, )} mit dem
Definitionsbereich E = <0, + o), wobei

Wy, 1) = 0 fir 0st<y,
» 1 fir 0Zy=t

(0<t<T<+ w).SeiyoeE y,eE(n=12,..),y, > yofiirn = + co. Durch
einfache Rechnung folgt: uh(y,) = {[6 h(y,, x) dx} = {h,(y., t)}, wobei

n( 0= 0 fir 0t<y,,
W t—y, fir 0<y, <t

(n=0,1,2,...;0 < t <T). Man iiberzeugt sich leicht, dass uh(y, —’uh(yo) fiir
T, 61

n— + oo auf jedem kompakten Intervall 0t<t; <T,dh uh(y,,) —~; uh(y,)

fiir n - + oo. Daraus folgt, dass h(y,,) ——«» h(y,) fiir n > + oo, d.h. die (HEAVI-

wach
sipesche) Distributionsfunktion h(y) 1st im Punkte y, € E schwach stetig.

Man sieht unmittelbar, dass die starke Stetigkeit die schwache impliziert. Sind die
Distributionsfunktionen a(y), b(y) stark (schwach) stetig in y, € E, dann sind auch
die Summe, Differenz und das Produkt von a(y), b(y) stark (schwach) stetig in y, € E.
Ist z.B. a(y) eine numerische Distributionsfunktion, die im gewdhnlichen Sinne im
Punkte y, € E stetig ist, dann gilt: y,eE (n =1,2,...), , 5 yo fiir n > + oo,
u®a(y,) = {ta(y,)} (n=1,2,...), worauf {ta(y,)} = {ta(y,)} fiir n — + oo auf

ér
jedem kompakten Intervall 0 < t < ¢, < T, d.h. a(y,) e a(y,) fiir n > + 0.
ac

Umgekehrt sei die numerische Distributionsfunktion a(y) im Punkte y, € E schwach
stetig. Dann ist a(y) in y, € E auch im gewdhnlichen Sinne stetig.

Beziiglich der starken Stetigkeit von parametrischen Distributionsfunktionen gilt
folgender

Satz 1. Die in der Menge E definierte parametrische Distributionsfunktion
a(y) = {a(y, 1)} ist in E dann und nur dann stark stetig, wenn folgende Bedingung
erfilllt ist: Die Funktion {a(y, 1)}, aufgefasst als Funktion der Variablen y, t, ist
im Bereich D = E x <0,T) (0 <t < T) im gewdhnlichen Sinne stetig.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Notwendigkeit dieser Bedingung. Sei (yo, t,) € D,
ferner sei (y,, t,)e D (n = 1,2,...) eine Punktfolge, die gegen (o, to) konvergiert.
Die Konvergenz in D sei dabei folgendermassen erklirt: (y,, t,) 2, (o, 1) fiit n —
— 4+ o dann und nur dann, wenn y,,£>y0 und t, > t, fir n —» + c0. Aus

3
a(y,) —tl? a(y,) fiir n > + oo folgt, dass {a(y,, 1)} = {a(yo, t)} fiir n > +
star

auf jedem kompakten Intervall 0 <t <t <T, d.h |a(y,,, 1) — a(yo, t)l <e,
(n =1,2,...) unabhidngig von t€{0,t), wobei lime, =0. Sei t; =1, t,€

n—+ow
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€<0,t,> (n = 1,2,...). Dann gilt Ia(y,,, t) — a(yo, t,,)l <e¢(n=1,2..). Aus der
Stetigkeit der Funktion {a(yo, t)} im Punkte t = t, folgt, dass |a(yo, 1,) — a(yo, to)| =
<& (n=12..), wobei lim §, = 0. Es wird dann

n—+ oo
a(yus 1) = a(¥o, t0)] < |a(ym t) — a(¥os 1) + |a(¥o, 1) = a(yo, to)] <
Sent E=6r

(n=1,2,...), wobei lim g = 0. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung
bewiesen. note

Wir beweisen nun die Hinreichigkeit der Bedingung. Sei y,€ E, y,e E(n = 1,2,...),
Vu LN Yo fiir n > 4+ o0, 0 £ty < t; < T. Offenbar folgt bei gegebenem ¢ > 0,
dass |a(yo, 1) — a(yo, to)| < & |a(ym t) — a(yo, to)| < & und zwar fiir alle natiirli-
chen n > N(e, t,) und jedes te U,,, wobei U, = E[te 0, t,); |t — to| < 3(e, t,)].
"Das System S aller dieser Intervalle U, iiberdeckt das kompakte Intervall 0 < ¢ < ¢,.
Die Intervalle U, sind entweder offen oder halbabgeschlossen, ferner liegt ein jedes
U,, ,,auf* dem Intervall 0 < ¢ < ¢, d.h. die Intervalle U, enthalten keine dusseren
Punkte von 0 < ¢ < t,. Die linksseitig (rechtsseitig) halbabgeschlossenen Intevalle
von S beginnen (enden) im Punkte t = 0 (¢ = t,). Auch in solchem Fall gilt der Satz
von BOREL-LEBESGUE, d.h. man kann ein endliches Untersystem S von S auswihlen,
das gleichfalls das Intervall 0 <t < ¢, iiberdeckt. Es seien U, ,, U, . ...,U,
(m = 1 ganzzahlig) die Intervalle von S. Fiir ein € <0, ¢, gilt dann mit gewissem
Uy, (io ist gleich einer der Zahlen 1,2, ..., m)

la()’m t) — a(yo, t)l = |a(ym t) — a(yo, tO,io)l + |a(J’o’ t) — a(yo, tO,io)! =2
fir alle n >N, = N(e, to;,), dh |a(y.t) — a(ye t)] < 2¢ fiir alle n >N =
= Max (N, N,, ..., N,,) und jedes t € 0, t;», wobei N; = N(e, 1, ;) (i = 1,2, ..., m).
€
Daraus folgt, dass a(y,) t—TT: a(y,) fiir n = + oo, d.h., dass die parametrische Distri-
star

butionsfunktion a(y) = {a(y, t)} im Punkte y, € E stark stetig ist.

Wieder sei a(y) eine Distributionsfunktion mit dem Definitionsbereich E U (y,),
yoeE. Seiy, +y,eE(n=12..),y, L, o fiir n > + 0. Was die Ableitung
dieser Distributionsfunktion betrifft, so muss hier vorausgesetzt werden, dass auch
der Differenzenquotient (a(y,) — a(yo))/(va — yo)(n = 1,2,...) eine Distribution
darstellt. Diese Forderung wird erfiillt sein, wenn E z.B. aus lauter reellen Zahlen
gebildet ist. Im folgenden setzen wir dies immer voraus.

Definition 11. Sei E U (yo) der Definitionsbereich der Distributionsfunktion a(y),
Yo € E'. Die Distributionsfunktion a(y) ist dann und nur dann stark (schwach)
differenzierbar im Punkte y, € E', wenn folgendes gilt:

_ %
) —a) e

Yu — Yo  stark (schwach)

(yo *+ ya€E(n=1,2,...),p, > y, fiirn > + o) =

fiir n—> + oo.
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Die Distribution A ist dabei definitionsgemdiss die starke (schwache) Ableitung der
Distributionsfunktion a(y) im Punkte y, € E' : A = a'(y,).

Beispiel 4. Sei z.B. a(y) = {y*> + ¢}, d.h. eine parametrische Distributions-
funktion mit dem Definitionsbereich E U (y,), y, € E'. Man sieht, dass {y* + *} =
= uy* 4+ 2u®. Der Differenzenquotient ist gleich (a(y,) — a(y0))/(ys — yo) =
=u(yy + Yo) = {¥u+ Yo} Yo F€E (n=1,2,..0), y,>y, fir n—> + oo.
Offenbar {y, + yo} 33 {2y} fir n - + oo auf jedem kompakten Intervall 0 < ¢t <

€
<t < T, dh (a(y,) — a(30)/(s — ¥o) sTaTTS 2you fiir n - + oo. Die Distribu-

tionsfunktion a(y) ist demzufolge im Punkte y, € E’ stark differenzierbar; die ent-
sprechende starke Ableitung von a(y) in y, ist gleich a'(yo) = 2you = {2y,} =
= {(0(y* + 19)[0)yyo}-

Die schwache Differenzierbarkeit wird durch die starke impliziert. Fiir die starke
und schwache Ableitung gelten folgende Rechenregel: [a(y) + b(y)]" = a'(y) +
£ 50, [a() b)) = a'(3) b() + a(r) b(). [caly)] = ca’(y), ¢ &Gy ferner
gilt [a(b(y))]’ = a’(b(y)). b'(y) mit einer numerischen Distributionsfunktion b(y),
deren Wertevorrat zum Definitionsbereich der Distributionsfunktion a(y) gehort.
In allen diesen Formeln wird vorausgesetzt, dass die rechten Seiten einen Sinn haben.
Die starke (schwache) Differenzierbarkeit impliziert die starke (schwache) Stetigkeit.
Ist a( y) eine numerische Distributionsfunktion, dann fallen die Begriffe der schwachen
Differenzierbarkeit und der Differenzierbarkeit im gewdhnlichen Sinne zusammen.

Im Beispiele 4 haben wir gesehen, dass die starke Ableitung der in diesem Beispiel
betrachteten parametrischen Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)} durch die par-
tielle Ableitung {da(y, t)/0y} ausgedriickt ist. Sei a(y) = {a(y, t)} eine parametrische
Distributionsfunktion mit dem insichdichten Definitionsbereich E. Es fragt sich, ob
aus der gewdhnlichen Stetigkeit der partiellen Ableitung {a,(y, )} (aufgefasst als
Funktion der Variablen y, ) in D = E x <0, T) (0 < ¢ < T) auf die starke Dif-
ferenzierbarkeit von a(y) in E geschlossen werden kann (sieh in analoger Richtung
den Satz 1). Nun gilt folgender

Satz 2. Es existiert mindestens eine parametrische Distributionsfunktion a(y) =
= {a(y, 1)}, die in einer insichdichten Menge E definiert ist, derart, dass folgendes
gilt: 1° Die partielle Ableitung {a,(y, 1)} ist als Funktion der Variablen y, t in
D=Ex<0,T)(0<t<T)im gewishnlichen Sinne stetig; 2° die Distributions-
funktion a(y) ist nicht stark differenzierbar in E, d.h., dass mindestens in einem
Punkte y, € E die starke Ableitung a'(y,) nicht existiert.

Beweis. Auf der y-Achse betrachten wir die Intervalle F, = {1/2"~1, 1/22"~2)
(n=1,2,...). Sei E, = U F,. Offenbar ist y, = 0 ein Haufungspunkt von E,, ferner
n=1

ist E= E,u (y,) eine insichdichte Menge. In E sei die folgende parametrische
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Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)} definiert (sich Abb. 1): a(0, ) = 0 im Inter-
vall 0 < ¢ < T, fiir yeF, (n=1,2,...) sei

t fir 05t<——,
22n—1
a(y, 1) = oy fiir ! < ! ,
22n—-2 22n—1 22n-—2
0 fiir St< T,
22'1*2

ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann T = 1 angenommen werden.

7
7

Abb. 1.

Seiy,e Eo(n =1,2,...), y, > Ofiir n > + oo. Fiir t = 0ist (a(y,, 0) — a(0, 0)) :
Y= a(y, 0)y, =0 (n=1,2,..), d.h. (a(y, 0) — a(0, 0))/y, = a,(0,0) = 0 fiir
n — + oo. Ist nun f, €(0, T), dann existiert eine natiirliche Zahl n, derart, dass
a(y,, to) = Ofiir alle natiirlichen Zahlen n > n,. Dies hat zur Folge, dass (a(y,, to) —
— a(0, to))/yn = a,(0,1,) = 0 fiir n > + co. Damit ist gezeigt, dass (a(y,,t) —
— a(0,1))/y, — a,(0,) = 0 fiir n - + o0, 0 £ ¢ < T. Man sicht unmittelbar (sich
Abb. 1), dass auch (a(y,, 1) — a(ys, 1))/(y, — ¥5) = a(y5. 1) = 0 fiir n > + oo,
0<t<T,wobeiy§eEg y§ +y,€eEo(n=12,..),y,> y§filr n > + 0.

Die Folge , = 1/2"""' (n = 1,2,...), die aus den Randpunkten der Intervalle
F,(n =1,2,...) besteht, konvergiert gleichfalls gegen Null. Betrachten wir z.B. das
Intervall J = <0, 1/2) auf der t-Achse. Jeder natiirlichen Zahl n sei die natiirliche
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Zahl N = 2n — 1 und die Zahl ¢, = 1/2¥ € ] zugeordnet. Es wird dann: jy,, =
= G = 12271 =12V, (a(Jys1s 1) — a(0, 1)) Fy+r = (12Y)[(12Y) =1 (n =
=1,2,...). Damit ist die folgende, in logischen Symbolen ausgedriickte Aussage,
bewiesen (A" bedeutet die Menge aller natiirlichen Zahlen):

> SO] .

Aus (5) folgt, dass {(a(5,, t) — a(0, 1))/5,} 3 {a,(0, ¢)} fiir n > + oo in J. Die
starke Ableitung a’(0) der parametrischen Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)}
existiert deshalb nicht, obwohl {a,(y, t)}, betrachtet als Funktion der Variablen y, t,
inD=E x <0, T)(0 £t < T)im gewdhnlichen Sinne stetig ist.

Im Gegenteil zu Satz 2 gilt nun folgender

ia(yN+1v tn) - 0(0, tn) _

£0€(0,1) ne#” NZn txe) Ii‘ +
New Yu+1

) a,(0, 1,)

Satz 3. Der Definitionsbereich E der parametrischen Distributionsfunktion
a(y) = {a(y, t)} sei ein kompaktes Intervall der y-Achse, ferner dann sei die partielle
Ableitung {a,(y, t)}, betrachtet als Funktion der Variablen y, t,in D = E x <0, T)
0=<t< T) im gewdhnlichen Sinne stetig. Dann ist a(y) in E stark differenzierbar
und es gilt: a'(y) = {a,(y, 1)}.

Beweis. Sei yo€E, yo + y,eE(n=1,2,...), y, > yo fiir n > + oo. Bei Be-
niitzung des Mittelwertsatzes folgt (a(y,, t) — a(yo, 1))[(¥n — o) = a,(&(1), 1);
dabei liegt &,(t) zwischen den Punkten yo, y, (n = 1,2,..;0 <t < T). Sei0 < ¢t <
< t; < T. Laut Voraussetzung ist {a,(y, t)}, betrachtet als Funktion der Variablen
y, t, im kompakten Rechteck D = E x €0,#,> (0 <t < tl) stetig, d.h. auch gleich-
missig stetig. Daraus folgt, dass {a(y. t) — a(yo, 1))/(ya — v0)} = {a,(yo, 1)} fiir
n — + oo auf jedem kompakten Intervall 0 < t < t; < T. Damit ist bewiesen, dass

€
(a(y2) = a(yo))[(vs = yo) ——> @'(vo), Wobei @'(yo) = {a,(yo, 1)}-

Beispiel 5. Sei E = <0, + c0) der Definitionsbereich der folgenden parametrischen

Distributionsfunktion a(y) = {a(y, t)}:

1-—£+!1—Ll fir y>0 und t2=0,
a(y,t)—_: y J yi
0 fir y=0 und t=0.

Ferner sei 0 < y,eE (n =12, ...)s Y= 0+ fir n > + co. Der Differenzen-
quotient ist fiir y = 0 gleich (a(yur 1) = a(0, 1))[yn = 1y, — t[y7 + ll/yn - t/)’.ﬂ
(n=1,2,..:0 <t < + ) Man iiberzeugt sich leicht, dass (a(y,) — a(0))/y, =

_ a(y )/y _fgw a for n— + wobei a € %, eine beliebige starke Distribution
n n
st
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bedeuten kann. Durch einfache Rechnung folgt, dass u*(a(y,)/y,) = {b(ym 1)}
{n=12,..), wobei
2

n 3"
b(yt) =12 7
—%+t fir y,<'t.

fir 0<t<y,,

Nun ist weiter

S
—t+ —=-— fir 0t=<y,,
‘b(ym t) —_— [l = yn yn

? fur y,<t,

d.h.
’y"+y"+? fﬁ.r 0§t§yn’
(6) |b(ym 1) — 1] <
yE'E fur y, <t

L

(n=1,2,...). Aus (6) folgt, dass |b(y,, 1) — 1| S Ty,[3=¢, (n=1,2,..;6 -0

fiir n > + o0), und zwar unabhingig von t € <0, + ). Damit ist bewiesen, dass

{b(y, 1)} = {t} = ufiir n > + oo auf jedem kompakten Intervall 0 < t < t, <
goo ’ ..

< + oo, d.h. a(y,,)/y,,—ma(O) =1=0fiirn » + oo.

Im Zusammenhang mit der Ableitung einer Distributionsfunktion a(y) sei noch
folgendes bemerkt. Die Distributionsfunktion a(y) sei in dem insichdichten Defini-
tionsbereich E konstant. Dann ist die schwache Ableitung a'(y) gleich Null in E.
Es fragt sich, ob auch umgekehrt aus a’(y) = 0 in E die Konstanz der Distributions-
funktion a(y) in E folgt. Sei z.B. a(y) = {a(y, t)} die folgende, in E = F,; U F, (sich
den Beweis von Satz 2) definierte parametrische Distributionsfunktion: F, =
— <l/22u~1’ 1/22n—2>’

t fir 0Zt< y
22n—1
1 . 1 1
a(-y’ t) = 22n—2 . fur 22n-—2 é i< 22n—2 ’
. 1
0 fir ——<t<T,
N 22n—2
L

yeF, (n = 1,2). Die starke (und auch die schwache) Ableitung a'(y) ist gleich Null
in E, obwohl a(y) in E nicht konstant ist. Offenbar ist aber a(y) getrennt konstant in
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den kompakten Intervallen F,, F, dér y-Achse. Man kann beweisen, dass wenh 1° E
ein auf der y-Achse kompaktes Intervall ist, in dem die parametrische Distributions-
funktion a(y) = {a(y, t)} definiert ist, und wenn 2° die partielle Ableitung {a,(y, t)},
aufgefasst als Funktion der Variablen y, ¢, in D=E x <0, T) (0<¢t<T) im
gewdhnlichen Sinne stetig ist und a(y) die starke Ableitung a’(y) = 0 in E besitzt,
dass dann a(y) in E konstant ist.

Wieder sei E ein kompaktes Intervall der y-Achse und a( y) eine in E definierte
Distributionsfunktion. Die Distributionsfunktion a(y) mége in E schwach differen-
zierbar sein. Zu jedem y, € E existiert dann eine bestimmte starke Distribution
g ¢ A ¢ (A7 bedeutet die Nullteilermenge von ;) derart, dass folgendes gilt:

(Yo £ yeE(n=1,2,...), 5, > yo fiirn > + o0) =
a(y,) — a(y,) ¥t

= a’ fir n—> + .
g Yo — Yo stark g (yo)

Manchmal gelingt es die Distribution g ¢ 4" unabhingig von y, € E zu wihlen. Die
Distributionsfunktion ga(y) ist dann in E stark differenzierbar. Gilt ferner u™a(y) =
= {b(y, 1)} € €, fir jedes ye E (m = 1 ganzzahlig), dann ist auch u™ga(y) in E
stark differenzierbar, wobei u™ga’(y) = g{b,(y, t)}. Die Voraussetzung, dass a’(y) = 0
in E, hat zur Folge, dass auch u"ga’(y) = 0 in E, d.h. {b,(y, )} = {0} in E. Die
Funktion by(y, ) (0 £ ¢t < T) ist somit unabhingig von y e E. Daraus folgt, dass.
u™a(y) in E konstant ist, d.h. u™a(y) = ¢ € €. Durch Multiplikation mit s™ (sieh
S. 365) folgt dann, dass auch a(y) = s"c € € in E konstant. ist.

Im Vorangehenden wurde iiber die ,,Differentialrechnung in €;* berichtet. Nun
bleibt noch die ,,Integralrechnung in €, iibrig. Wir beginnen mit folgender

Definition 12. Die parametrische Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)}, deren
Definitionsbereich E eine auf der y-Achse (im Sinne von LEBESGUE) messbare
Menge ist, wird als stark summierbar in E genannt, wenn folgendes gilt: 1° Die
Funktion {a(y, t)} betrachtet als Funktion der Variablen y,t in D = E x (0, T)
(0 <t < T), ist fiir jedes t € 0, T) messbar in E; 2° ]a(y, t)[ < b(y) ¢(t) in D, wobei
b(y) eine in E nicht negative und summierbare numerische Distributionsfunktion
bedeutet, {c(t)} € €1 ebenfalls nicht negativ.

Beispiel 6. Aufder y-Achse sei E eine beschrankte und messbare Menge, die das.
Intervall (—1, 1) nicht enthélt. In E betrachten wir die folgende parametrische
Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)}, T < + oo:

0 fir t=y,

ay. 1) = l (t — y)*sin® t j

fir t+y.

Fiir jedes t € €0, T) ist {a(y, 1)}, aufgefasst als Funktion der Variablen y, in D =
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= E x {0, T)(0 < t < T), messbarin E.Fernerist |a(y, )| < (t — y)* < > + y* +
+ 2t|y] in D. Offenbar existiert eine Konstante K > 0 derart, dass t* + y? < K in D.
Es wird dann in D: [a(y, t)] <K+ Zt]yl. Ferner ist Iy[ > 1 fiir jedes y € E. Dies
hat zur Folge, dass ]a(y, t), < K‘y[ + 2t]y, = ’y' (K + 2t) in D. Die numerische
Distributionsfunktion b(y) = |y| ist in E nicht negativ und summierbar, {c(1)} =
= {K + 2t} € %; ist ebenfalls nicht negativ. Damit ist bewiesen (sieh Definition 12),
dass die Distributionsfunktion a(y) in E stark summierbar ist.

Definition 13. Die Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)} sei stark summierbar
in E. Das sogenannte starke Integral von a(y) in E ist dann

La(y)dy - UEa(y, ) dy},

wobei das Integral in der Klammer als ein gewéhnliches konvergentes LEBESGUE-
sches Integral aufzufassen ist.

Beispiel 7. Sei E = (—o0, +), {a(y,1)} = {t/(1 + y*)}, T < + o0. Die
Distributionsfunktion a(y) = {a(y, 1)} ist offenbar stark summierbar in E und ihr
starkes Integral ist gleich

L a(y) dy = Jma(y) dy =U+°°[t/(1 7] dy} . ——

-0 -

Die sogenannte schwache Summierbarkeit und auch das schwache Integral einer
Distributionsfunktion werden nun dhnlich eingefiihrt, wie die Begriffe der schwachen

Stetigkeit und der schwachen Differenzierbarkeit.

Definition 14. Die Distributionsfunktion a(y) wird als schwach rsumnlierbar
im Definitionsbereich E genannt, wenn eine starke Distribution g ¢ A ¢ (¢ be-
zeichnet die Nullteilermenge von €;) derart existiert, dass ga(y) in E stark sum-
mierbar ist (sieh Definition 12). Die Distribution l, die der Gleichung gl = [¢ ga(y) .
.dy geniigt, wird dann als schwaches Integral von a(y) in E bezeichnet: | =
= Jea(y)dy.

Beispiel 8. Betrachten wir die HEeAvisipesche Distributionsfunktion h(y) =
= {h(y, t)} (sieh Beispiel 3) im Intervall E = €0, yo> der y-Achse, 0 < y, < + oo.
Es wurde gezeigt, dass uh(y) = {h(y, t)}, wobei

0 fir 0t <y,
t—y fir 0Sy<t¢t

hy(y, 1) = {

(6§t<T§ + o0). Nun ist lhl(y,t)|__<_|t—yl§|t|+]y|§t+y0 in D=
= E x <0, T) (0 =t < T), d.h. die numerische Distributionsfunktion b(y) = 1 ist
in E nicht negativ und summierbar, {c(t)} = {t + Yo} € % ist ebenfalls nicht negativ
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(sieh Definition 12; auch die iibrigen Forderungen in der Definition 12 sind offenbar
erfiillt). Daraus folgt, dass uh(y) in E stark summierbar ist, d.h. h(y) ist in E schwach
summierbar. Durch einfache Rechnung folgt:

feuh(3)dy = {b,,(1}, wobei
2
5 fir 0t <y,
byo(t) = 12 1
5“(‘ = yo)® fir y, £t

d.h. {b, (1)} = u{b,(t)}, wobei

- t fir 0<t< s
() Byt) = { ir 0= 1<y
yo fir yo=t.

Das schwache Integral der Heavisipeschen Distributionsfunktion h(y) = {h(y, 1)}
in E = (0, y,) ist dann (sieh (7))

(8) = f h(y)dy = r)h(y) dy = {b,(1)} -

Die Existenz des starken (schwachen) Integrals einer stark (schwach) summier-
baren Distributionsfunktion ist also immer garantiert. Noch sei a(y) eine numerische
Distributionsfunktion, die im gewdhnlichen Sinne in E summierbar ist. Dann ist
z.B. u?a(y) = {ta(y)} = {d(y,t)} eine parametrische Distributionsfunktion mit
|d(y, t)l = |a(y)|t in D=E x <0, T) (0 <t < T). Daraus folgt, dass u®a(y) in E
stark summierbar ist, d.h. die numerische Distributionsfunktion a(y) ist in E schwach
summierbar. Das starke Integral von u?a(y) in E ist gleich

9) Lul a(y)dy = {Lta(y)dy} _ {tLa(y) dy} _ uZLa(y)dy.

Aus (9) ist unmittelbar abzulesen, dass das schwache Integral von a(y) in E mit dem
gewdhnlichen konvergenten LEBESGUEschen Integral [ a(y) dy zusammenfillt.

Man kann leicht beweisen: Ist a(y) = {a(y, 1)} eine parametrische Distributions-
funktion mit dem kompakten Definitionsbereich E auf der y-Achse, die in E stark
stetig ist, dann ist a(y) in E stark summierbar. Es wurde bewiesen (sich Satz 1), dass
die Funktion {a(y, t)}, betrachtet als Funktion der Variablen y, t, in D = E x
x <0, T) (0 <t < T) im gewohnlichen Sinne stetig ist. Offenbar gilt ]a(y, | <
< K(r) = Max |a(y, 7)|, wobei D, = E x <0, ) (0 £ 7 < 1). Die numerische Distri-

butlonsfunktlon b(y) = 1 ist nicht negativ und summierbar in E, ferner ist dann
{K(t)} € %, ebenfalls nicht negativ. Fiir jedes t € €0, T) ist {a(y, t)}, aufgefasst als
Funktion der Variablen y, #, messbar in E. Daraus folgt (sieh Definition 12), dass a(y)
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in E stark summierbar ist. Aus der schwachen Stetigkeit der Distributionsfunktion
a(y) im kompakten Definitionsbereich E folgt offenbar die schwache Summierbarkeit;
dabei wird nun immer die Distribution g ¢ #'; (47 bedeutet die Nullteilermenge
von %), die beim Ubergang zur starken Stetigkeit auftritt, als von y, € E unabhingig
vorausgesetzt.

Fiir das starke und schwache Integral von Distributionsfunktionen gelten dhnliche
Rechenregeln wie fiir das gewohnliche konvergente LEBESGUEsche Integral. Ist z.B.
a(y) stark (schwach) summierbar in den Mengen F und G, die als zueinander fremd
vorausgesetzt werden, dann ist a(y) auch in der Vereinigungsmenge F U G stark
(schwach) summierbar, wobei (¢, a(y)dy = [¢a(y)dy + [ga(y)dy. Sind ferner
die Distributionsfunktionen a(y), b(y) stark (schwach) summierbar in E, dann sind
auch die Summe und Differenz a(y) + b(y) stark (schwach) summierbar in E, wobei
fe[a(y) + b(y)]dy = [ea(y)dy £ [e b(y)dy. Ist schliesslich a(y) stark (schwach)
summierbar in E und ¢ € %y, dann ist auch das Produkt ca(y) in E stark (schwach)
summierbar, wobei [ ca(y) dy = ¢ [ a(y) dy. Selbstverstindlich gilt {3 a(y) dy = 0O
fiir jede in y, € (— o0, + c0) definierte Distributionsfunktion a(y), und zwar unab-
hingig von der Art des Integrals.

Allgemein sei a(y) schwach summierbar in E und ¢ € €. Dann existiert eine starke
Distribution g ¢ A7 (A" bedeutet die Nullteilermenge von %) derart, dass ga(y) in
E stark summierbar ist. Ferner sei ¢, € €1 (n = 1,2, ...) eine gegen ¢ in 6, schwach
konvergente Folge. Es existiert dann eine starke Distribution h ¢ 4" derart, dass
he, 55? hc € ¢7. Die Distributionsfunktion ghca(y) ist dann gleichfalls in E stark
summierbar. Offenbar gilt fiir die starke Distribution gh, dass gh ¢ 4";. Damit ist
gezeigt, dass ca(y) in E schwach summierbarist, wobei [¢ ghca(y) dy = gh [¢ ca(y)dy,
fe ghca(y) dy = ghc [ a(y)dy (wegen ghce@y), d.h. [pca(y)dy = ¢ [za(y)dy.

Zur Berechnung der starken und schwachen Integrale von Distributionsfunktionen
kann oft mit Vorteil die Integration durch Substitution angewendet werden. Sei F
eine offene Menge der j-Achse, f eine Abbildung von F auf die Menge G der y-Achse.
Die Abbildung f sei in F reguldr und schlicht, d.h. die schwache Ableitung f'(j?) der
numerischen Distributionsfunktion y = f(J) sei schwach stetig und stets von Null
verschieden in F. Ferner sei a(y) = {a(y, t)} eine in E = G stark summierbare para-
metrische Distributionsfunktion: [¢ a(y)dy = {[¢ a(y, 1) dy}. Aus dem bekannten
Satz iiber die Substitution in konvergente LEBESGUEsche Integrale folgt, dass
Jea(y.)dy = [;_ ¢ a(f(5), 1) f(5)dy (0 <t < T), wobei f_; die zu f inverse
Abbildung bedeutet. Unter den angefiihrten Voraussetzungen gilt fiir das starke
Integral: '

(19) f a(y) dy = j (/) 1(5) 45 -

J-1(E)

Bei denselben Voraussetzungen gilt (10) auch fiir das schwache Integral | a(y) dy.
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Beispiel 9. Sei E = 0, n/2). Die in E definierte parametrische Distributionsfunk-
tion a(y) = {sin (y + 1)} ist offenbar stark summierbar in E. Mittels der numerischen
Distributionsfunktion y = f(§) = § — t (0 < ¢t < T) wird das Intervall <t, n/2 + 1)
der j-Achse auf das Intervall E abgebildet. Die Abbildung f ist reguldr und schlicht
in {t, 7[2 + t). Es wird dann (sieh (10)):

7/2 /2 72+t
J a(y)dy = {J sin (y + 1) dy} = {J sinydy} = {cost + sint}.
[ 0 t

In manchen Fillen kann die Methode der partiellen Integration mit Vorteil ange-
wendet werden. Sei z.B. E = (b, ¢} ein kompaktes Interval der y-Achse, a(y) =
= {a(y, 1)} eine in E definierte parametrische Distributionsfunktion. Ferner sei
{a,(y, 1)}, aufgefasst als Funktion der Variablen y, £,in D = E x <0, T)(0 <t < T)
im gewdhnlichen Sinne stetig. Dann ist a(y) in E stark differenzierbar, a’(y) =
= {a,(y, 1)} (sieh Satz 3). Aus der starken Differenzierbarkeit folgt die starke Stetig-
keit von a(y) in E, worauf dann a(y) in E stark summierbar ist. Offenbar ist auch a’(y)
stark stetig in E, d.h. mit a(y) ist auch die Ableitung a’(y) stark summierbar in E.
Neben a(y) sei noch eine zweite in E definierte, parametrische Distributionsfunktion
b(y) = {b(y, 1)} gegeben. Auch die Funktion {b,(y, )}, betrachtet als Funktion der
Variablen y, t, sei in D im gewohnlichen Sinne stetig. Ahnlich wie oben ist dann
mit b(y) auch die Ableitung b'(y) stark summierbar in. E.

Auch die Produkte a’(y) b(y), a(y) b'(y) sind stark stetig in E, d.h. stark summierbar
in E. Es wird dann:

(11) j EOLOLE { j [ j ;ay<y, £~ %) by, %) dx] dy} .

Aus der Existenz des Doppelintegrals 5 (¢ a,(y,t — x) b(y, x)dxdy (0 <t < T)
folgt, dass in der Klammer in (11) der Satz von FUBINI angewendet werden kann:

b 0 B

_ {J' dot [a(c’t — x) b(c, x) — a(b, t — x) b(b, x) — Jfa(y, t — x)b,(y, x) dy]} =

0 b

= a(0) o) = a(B) b(5) ~ | [ a [ j a1 = %) by, %) dy]} .

Jo b

(12) jca’(Y) b(y)dy = {.r dx :ray(y, t — x) b(y, x) dy]} -

Durch nochmalige Anwendung des Satzes von FUBINI folgt schliesslich aus (12) die
Giiltigkeit der bekannten Formel:

(13) [0 05) 8y = L) 803 = [[a) ) 0.

b
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Es seien noch a(y), b(y) zweiin E = <5, ¢) definierte Distributionsfunktionen, deren
schwache Ableitungen a’( y), b’(y) in E schwach stetig sind. Fiir das schwache In-
tegral [§ a’(y) b(y) dy gilt dann dieselbe Formel (13).

Abschliessend sei a(y) = {a(y, t)} eine parametrische Distributionsfunktion, die
im kompakten Intervall E = (b, ¢) der y-Achse definiert ist. Sei a(y) stark stetig
in E. Dann ist auch a(J) in jedem Teilintervall b < § < y von E stark stetig. Fiir
jedes y € E existiert somit das starke Integral A(y) = [} a(y) dj.

Es seien y', y" € (b, c), y' & y". Offenbar ist A(y") — A(y) = [(5,,my a(y)dy —
— [6.yy a(y) dy. Ferner ist — [ v a(y)dy = [ a(y) dy, d-h. A(y") — A(Y') =
= [¥ a(y) dy (die Intervalle <y, b), <b, y") sind zueinander fremd). Es wird dann:

A(y") — A(Y') a(y') =

n ’

=t e - 1 - [t - o}

Seinun 0 < t < t; < T. Die Funktion {a(y, t)}, aufgefasst als Funktion der Varia-
blen y, t, ist in dem kompakten Rechteck D,, = E x (0, t;> im gewdhnlichen Sinne
stetig, d.h. auch gleichmissig stetig. Es gilt dann |a(y, t) — a(y’, )| < £in D,, immer
dann, wenn |y — y'| < & = d(e). Fiir |y" — y'| <6 und 0 <t <t gilt dann fol-
gendes:

(14 e NI

y” _ yl

=

Lyjla(y, 1) = a(y',1)] dy] <1

|y/l__y/{ =é.

" ’
af dy
.
'3
Aus (14) folgt, dass (4(y") — A)(Y" — »") ;;':1? a(y') fiir y” - y'. D.h., dass die

Distributionsfunktion A(y) in (b, ¢) stark differenzierbar ist, wobei A'(y) = a(y).
Ahnlich wird festgestellt: Ist a(y) eine in E = ¢b, ¢) schwach stetige Distributions-
funktion, dann ist die Distributionsfunktion A(y) = [} a(§)dy im Intervall (b, c)
schwach differenzierbar, wobei 4'(y) = a(y). Dasselbe gilt im Intervall E = <b, c);
in den Randpunkten ist dabei 4% (b) = a(b), A(c) = a(c).

Lt
lvﬂ yll

3. Im Vorangehenden wurden die wichtigsten Begriffe aus der ,,Analysis der
Distributionen®‘ behandelt. In diesem Abschnitt wird die Theorie von den Distribu-
tionen auf eine bestimmte Problematik angewandt (in diesem Zusammenhang sich
[51. [6]. [ 7] [8])- Zu diesem Zweck wird zuerst eine unwesentliche Erweiterung der
Funktionen aus %, vorgenommen: Eine jede Funktion {a(t)} aus %, (wir behalten
diese Bezeichnung) soll links vom Ursprung ¢ = 0 identisch verschwinden. Das
Produkt zweier Funktionen a = {a(f)}, b = {b(t)} aus %, kann dann in der Form

(15) ab = {a(t)} {b(0)} = { '[ "t = x) b(x) dx}

- 0
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geschrieben werden. Ahnlich soll eine jede Funktion {a(t)} aus & links vom Ur-
sprung fast iiberall verschwinden. Das Produkt zweier Funktionen aus & ist dann
ebenfalls durch die Formel (15) ausgedriickt.

Die Funktion g = {g(1)} € %, besitze folgende Eigenschaften: 1°g’ = {g'(t)} € € ;
2° g(0) = 0; 3° | g(x) dx| < S fiir jedes kompakte Intervall ] = (¢, d, wobei
S > 0 eine von ] unabhingige endliche Zahl bedeutet.

Es folgt lim [g(¢)/t] = lim g’(f) = ¢’(0). Der Ursprung t = 0 ist somit kein

t—0+ =0+

,,unangenehmer* Punkt der Funktion {¢()/t} € ¥ ,,. Man kann leicht beweisen, dass
aus 3° die Konvergenz des verallgemeinerten Integrals [g* [g(x)/x]dx folgt;
H =+ 0 bedeute den Wert dieses Integrals.

Sei f = {f(t)} € #,. Mit E bezeichnen wir das Intervall €0, + o) auf der y-Achse.
In E betrachten wir die folgende parametrische Distributionsfunktion b(y) =

— (b(, )}
(16) b(y) = (0} g’} = {j () 9Tyl — )] dx} .

Mit A bezeichnen wir eine stetige Variable, deren Werte stets endlich und positiv sind.
Offenbar ist b(y) im Intervall €0, A) stark summierbar, worauf (sich (16) und die
Eigenschaft 2° der Funktion g)

(17) j :b(y> dy = () {‘[:g'w) dy} o {[g—(f—’l]} - ) {g(ti’)} -

Wird nun die Formel (3) aus Beispiel 2 fiir den Fall {a(t)} = {g()[t} angewendet
(oﬁ'enbar kann dort die diskrete Variable n durch die stetige Variable A ersetzt
werden), dann folgt aus (17), dass

9(4)

t % % B
f+w @ dx schwach {f(t)} 0= {f(t)}

0 X

(18) %J:b(y) dy = {f(1)}

fir A - + oo. Damit ist bewiesen:

Satz 4. Die Funktion g = {g(t)} € ¢, erfiille die obigen Voraussetzungen 1°, 2°
und 3° (mit H # 0). Fiir jede Funktion f = {f(t)} € &, gilt dann (sieh (16), (18)):

(19) i [ A 01t - 10 v 2o

schwach
fir A - + oo,
Wird speziell {g(t)} = {sin ¢} gewihlt, H = [¢* [sin x/x] dx = n/2, dann folgt
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aus (19) (sich (4)) die ,,Darstellung der Funktion fe &, durch das FOURIERsche
Integral:

2 A + o0 4

= (t — x)dx\dy —2— {f(t

T j‘o {J: wf(x) €os }( x) X} Y schwach {f( )}
fir A > + co. Die Formel (19) zeigt auf die ,,Darstellung der Funktion fe &%,
durch das sogenannte modifizierte FOURIERsche Integral®.

Abschliessend will ich an dieser Stelle Herrn C.Sc. J. JELINEK (Mathematisch-
physikalische Fakultdt der Karls-Universitdt in Prag) fiir alle seine wertvollen
Ratschldge herzlichen Dank aussprechen.
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Souhrn

FOURIERUV INTEGRAL A DISTRIBUCE J. G. MIKUSINSKIHO

Joser MATUSU

V ¢ldnku jsou vyloZeny a na prikladech ilustrovdny zdkladni pojmy z algebry
a analyzy distribuci J. G. Mikusiaskiho. V rdmci této teorie distribuci je odvozen
tzv. modifikovany FourierQv integrdl pro jistou tfidu distribuci, jehoZ specidlnim
ptipadem je klasicky Fouriertv integral.
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