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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

NUMERICKE RESENI SOUSTAVY DVOU KVADRATICKYCH ROVNIC
METODOU VYROVNAVACICH ROVIN

FRANTISEK BRANDLER

(Doslo dne 30. fijna 1964.)

1. ODVOZENI METODY

Pfedmétem tohoto pojedndni je feseni soustavy dvou kvadratickych rovnic obec-
ného tvaru

(1.1) F(x,y) = a;x* + a;x + byy> + byy + k; =0,
(2.1) G(x,y) = cx* + ¢;x +dyy* +dyy + k, =0,

kde k; a k, jsou absolutni ¢leny.
Znacime-li fi(x) = a,x* + a;x, f2(y) = byy> + byy, g:(x) = ¢,x* + ¢1x;5 g5(y) =
= d,y* + d,y, plyne

(1.2) F(x,y) = fi(x) + fa(y) + k=0,
(22) G(x,y) = 94(x) + g2(y) + k, = 0.

Budtez x;, y, hodnoty hledané dvojice kofentt danych rovnic, ddle x,, y, jejich
pifiblizné hodnoty, zji§téné napf. graficky z priseéiku zb&Zné nadrtnutych kfivek
F(x,y) = 0, G(x, y) = 0. Z geometrického hlediska operuje pak, jak zndémo, New-
tonova metoda te¢nymi rovinami k plochdm F(x, y) a G(x, y) v bodech odpovidaji-
cich na téchto plochdch zvolené aproximaci.

Metoda, kterd zde bude odvozena, nepouzivd téchto tecnych rovin, nybrZ provadi
feSeni pomoci dvou ,,vyrovndvacich rovin* [1] ¢, a g, tj. rovin, z nichZ v ur&ité
oblasti — a to pro x vintervalu od x, — 3¢ do x, + 3€apro y vintervaluod y, — in
do yo + 4# — rovina ¢, o rovnici

(1.3) P(x, y) = oyx + fry + ky =0

pfiléhd ve smyslu metody nejmensich &tvercl co nejtésnéji k plose zobrazujici funkci
F(x, y), druhd rovina ¢, pak o rovnici

(2.3) Y(x,y) =y x+ 8y +ky=0
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tymZ zpusobem k plose zobrazujici funkei G(x, y). Je to analogie k ,,vyrovndvaci
pfimee ¢(x) = a;x + o, jejiz odchylky od dané rovinné k¥ivky f(x) v urcitém
intervalu ¢ rovnéZ spliluji podminku plynouci z metody nejmensich étvercd, tj.

xo+4E _
J [o(x) — f(x)]? dx = min .

03¢

Je ddno povahou véci, Ze metoda vyrovndvacich rovin vyZaduje o nékolik pocet-
nich ukont vice nez metoda Newtonova, v niZ prechdzi pro lim ¢ = 0, limyn = 0.
Pies to bude mnohdy vyhodné, aplikovat metodu vyrovndvacich rovin na feSeni
rovnic shora uvedeného typu. Ddvd totiz pYesn&jsi vysledky, takZe v praxi Casto
vystaéime jiz s vysledkem odvozenym touto metodou na zdkladé pocdtecni aproxi-
mace Xx,, Yo aniZ by bylo pottebi dal§iho postupného aproximovdni. Mimo to muize
mit v§ak metoda vyrovndvacich rovin téZ prakticky vyznam pro feSeni téch specidl-
nich pfipadl, kde metoda Newtonova selhdvd (viz piiklad 3 v odstavci 2 ,,Nékolik
piikladii aplikace®).

Z podminky vztahujici se k roving g,

Il

xo+ 3¢ ,Vo‘*-L
(1.4) f j @(x, y) — F(x, y)]* dx dy = min .

yo—3in
vyplyvd soustava tfi rovnic

(Xot%& ryotin

[d)(x y) — F(x, y)]dxdy =0,

Il

Jxo=3EJ yo—

rxo+t3E Pyot+in
[®(x, y) — F(x, y)] xdxdy =0,

Jxo=3EJyo—4n

(xot3& ryotin

[®(x,y) — F(x,y)] ydxdy = 0.

Jxo—%& Jyo—in
Po provedeni integraci a pfislusném uspofdddni dostaneme

(1.5) ap = ay + 2a,xy, By =>by+ 2byy,,
N ki = ki — ax(xg — u3) — by(ys — u3).

pii Cemz

(15) w= ()6 w- GR
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Obdobné dostaneme z podminky, vztahujici se k roving g,,

xot3E fyot+in X
(2.4) J‘ f [¥(x, y) — G(x, y)]> dx dy = min,
xXo—%& Jyo—3n
(2:5) Y1 =61 + 26X, 0y =dy + 2dzy,,

ky =k, — cy(x5 — ul) — dy(y5 — u}).
Primky
@1(x) = (a, + 2a;x0) x — ay(x3 — u2), @s(y) = (by + 2b2y0) ¥ — ba(y5 — u3),
Yi(x) = (c; + 2¢5%0) X — ea(x2 — u2), ¥o(y) = (dy + 2d,90) y — da(y5 — u?)

jsou vyrovndvacimi pfimkami parabol f1(x), f5(»), g1(x) a g2(») [1]-

Geometrickd podstata metody je zfejmd z obr. 1a, b, c. Protnéme plochy F(x, )
a G(x, y) rovinou g, kolmou k ose Y ve vzddlenosti y = y, od roviny os ZX a rovinou
o, kolmou k ose X ve vzddlenosti x = x, od roviny os ZY. Rovnice vzniklych pri-
seénych k¥ivek f{(x), gi(x), f3(») a g5(») lisi se od rovnic parabol f(x), g,(x), f2(»)
a g,(y) pouze tim, Ze maji navic urgité konstanty. Vzhledem k pfedpoklddané poloze
rovin g, a g,, odpovidajici hodnotdm kofenii, protinaji tyto prise¢né kfivky rovinu
os XY v bod& N, jehoZ soufadnice jsou x, + u, = X, yo + 4, = y,. Priisecnice
@3(x) a ¥i(x) roviny g, s rovinou g, resp. o, a prisenice @3(y) a Y5(y) roviny o
taktéZ s rovinami g, resp. ¢, jsou vyrovndvacimi pfimkami parabol f}(x), gi(x),
f3(y) a g5(y) vintervalu & resp. . Tyto piimky prochdzeji rovnéZ bodem N coZ plyne

2
také jiz ze vztahu, Ze vyrovndvaci pfimka paraboly obecného typu f(x) = Y ax’

i=0

1

protind pfi daném intervalu ¢ tuto parabolu ve dvou bodech, jejichZ priméty na
na osu useek maji od stfedu intervalu vzddlenosti +u, které jsou pouze funkci
intervalu a tedy zcela nezdvislé na koeficientech ay, a4, a, (obr. 1a, b).

Piimky ¢j(x) a ¢@5(y) urduji rovinu g,, pfimky ¥i(x) a y5(y) rovinu g,. Stopy
Ay a A, téchto rovin v roving os X Y se protinaji v uvedeném bod& N (obr. 1c).

Hledané korekéni Cleny u, a u, jimiZ se zlepSuji pocdtecni aproximace x, a Yo
uréime pak z relace

ki, — d8.k;
(3.1) o + u, = Prka = 0Ky
p

(3.2) Yo + u, = 1iky = ks alkl,
p

kde vyrazy na pravé strané t€chto rovnic znaéi soufadnice priseciku stop obou
rovin (1.3) a (2.3) v roving os X Y pfi Cem%

(3.3) p=0a6 — By

354



Dosadime-li za k} a k3 hodnoty z rovnic (1.5) a (2.5), dostaneme

Bi(k, — crxg — dzyg) - 51(k1 — a,x3 — bzyg) +
+ Bi(caul + dyu?) — 8y(ayu? + byu?)
p

Il

(3.4) Xo + U,

1k — arxg — bzyg) — oy(ky = ;x5 — dayg) +
+ yi(azul + byul) — ay(cu? + dyul)

i

(3.5) Yo + u,

p

4

JAOM \ — £

9>

i

, ple
0
<50




V meznim pfipadé lim & = 0, lim y = 0, tj. u metody Newtonovy, je podle (1.5")
téZu, = 0, u, = 0. Korekéni Cleny u této metody, které znacime Ax a Ay, jsou tudiz

— ﬁ1(k2 - CZXg - dZy(Z)) - 51("1 - azxg - bzyg)

(3.6) Ax ~ %o
p
(3.7) Ay = (ks — axx3 = byy3) — ay(ky — €2x5 — d,y5) — Y.
r
Z rozdili (u, — Ax) a (u, — Ay) plynou rovnice
(3-8) aul + byul + oqu, + Pyu, — ay Ax — B Ay =0,
(3.9) cul + dyul + yyu, + Su, — y; Ax — 6, Ay =0,

z nichZ dostdvdame
(3.10) u, = — 1 (uZt + u,s — v).
r

Pfitom znaci
(3.11) r=db, —dyby,
t = byc, — a,d,,
s =c1b, —ad, + 2tx,,

sAx + rAy.

It

v

Veskeré prvky vyskytujici se ve vyrazech (3.11) zndme jiZ z pfedchozich odstavcil.
Podle rovnice (3.10) je

(3.12) uy = % [uit? + 2ulst + ul(s*> — 2vt) — 2u,sv + v*].

V dal§im vypod&tu zanedbdme &leny obsahujici &tvrtou a tfeti mocninu velidiny u,,
nebot jejich hodnota bude pfi vhodné€ zvolené aproximaci X, ¥, zfejme¢ velmi mald.
Pocitdme tedy s pfibliZnou hodnotou

(3.13) ul = :—2 [u2(s® — 2vt) — 2u,sv + v*].

Dosazenim hodnot u, a u? do rovnice (3.9) dosp&jeme po piislu§né upravé ke

kvadratické rovnici

(3.14) Au? + Bu, + C =0,
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kde

(3.15) A = r(cyr — 8,1) — dy(20t — §%),
B = yr* — s(2d0 + 6;1),
C = v(dy + 5;7r) — (yy Ax + 6, Ay) %,
takZe
-— 2 —
(.16) v _ 2B (B - 440)

24

pii ¢emZ z konkrétniho piipadu je ovSem vZdy jednoznaéng ziejmé, které z obou
znamének + v Citateli pfichdzi v tivahu. Po urceni hodnoty u, vypolteme pak u,
z rovnice (3.10).

Nakonec zabyvejme se jesté struné aplikaci této metody na soustavu dvou kvadra-
tickych rovnic, které obsahuji téZ soudiny obou neznamych

(1.6) Fi(x,y) = a,x* + a;x + byy* + by + mxy + k; =0,
(2.6) Gy(x, ) = c;x* + ¢;x + dyy* + dyy + nxy +k, =0.

Pri feseni vychdzime opét z podminek

xo+4E Myotin
[®,(x, ) — Fy(x, y)]* dx dy = min,

xo—34& Jyo—in

xot 38 (fyotin
J' f [¥(x, ¥) — Gy(x, y)]? dx dy = min,

Yo~ %1

kde @(x, y) a ¥, (x, y) znadi nyni rovnice vyrovnavacich rovin ploch zobrazujicich
funkce Fy(x, y) a G4(x, y).

Jelikoz i dalsi postup je zcela analogicky k postupu sledovanému v pfedchozich
odstavcich, omezim se zde na uvedeni kone¢nych vysledkti. Hledanou hodnotu u,
uréime opét z kvadratické rovnice

Aju® + Byu, + C, =0,
kde
Ay = ry(ury + 20t —53), By = —rypyr; — 25,0y),
Cy = ry(pyry Axy — 03).
Pfi tom znadi

ry =71+ Xo(byn — dym), p= Pic, — d1a, + xo(com — azn),
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t (jako dfive) = byc, — aydy, s; = 5 + yo(byn — dym),
v, =8 Axy +r Ay, p=p— m(hxo - 51)’0) + ”(alxo - ﬁlJ’o)-

(kz - sztz) — dyy5 — ”xoyo) (51 + mx,) —

Ax, = - (kl — a,xy — b,y — qu)’o) (51 + "Xo) — %,
Py
(kx - azx(z) - bzyg - mxo)"o) (71 + n)’o) -
Ay, = — (ky = caxg — dayh — nxoYo) (1 + my,) _
P

Hodnoty a4, By, 71, ; jsou dény rovnicemi (1.5) a (2.5).
Hodnotu u, uréime z relace

1
u, = — — (Uit + us; — vy).
r

2. NEKOLIK PRIKLADU APLIKACE
1. RUNGE [2] fesi soustavu rovnic
F(x,y) =4x* +9y> -1 =0,
G(x,y) =x*—2x+ y* =y + 025 =0
metodou Newtonovou. Aplikujeme-li na tuto soustavu metodu vyrovndvacich

rovin a vychdzime-li, jako Runge, z poCdte¢ni aproximace x, = 0,33 a y, = —0,25
dostaneme zlepSené aproximace

Xo + u, = 0335408 7414 ..., yo +u, = —0,2472069141...,
takze

F(xo + Uy, yo + uy) = —0,0000025794 ...,
G(xo + ty, yo + uy) = —0,0000002865....
Naproti tomu metoda Newtonova ddvd v tomto pfipadé

F(xo + Ax, yo + AY) = 0,000 1859706...,
G(xo + Ax, yo + AY) = 0,000 036 9862 ...

Kdybychom vychdzeli od ptesn&j$i pocdteCni aproximace x, = 0,335 a y,
= —0,247, dospéjeme k hodnotdm

xo + u, = 0,335409001225..., yo + u, = —0,247207 336 837 ...,
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takZe
F(xo + s yo + 1,) = —0,000000 001 114 ...,
G(xo + u,, yo + u,) = —0,000 000 000 124 ...,

kdeZto uzitim metody Newtonovy bychom dostali

F(xo + Ax, yo + Ay) = 0,000 001 056 988 ...,
G(xo + Ax, yo + Ay) = 0,000 000 210 405 ... .

2. Mezi aproximaci ziskanou metodou vyrovndvacich rovin a aproximaci uréenou
na zdkladé tychZ pocdteénich hodnot x4, y, metodou Newtonovou muzZe vzniknout
v nékterych pfipadech velmi pronikavy rozdil. Bude to zejména v téch pfipadech,
kde v diisledku numericky malych (napf. pouze setinovych) hodnot ¢ a s, pfi rovngz
malych hodnotdch u, a u,, zanedbdnim soudint ujt* a 2ulst v rovnici (3.12) dojde

jen ke zcela nepatrnému skresleni exaktnich hodnot kofent. Je tomu tak napf.
u soustavy rovnic

F(x,y)=x>+4y> - 04=0,
G(x, y) = 0,78x* — 0,01x + 3y> — 5y + 1,2008 = 0.

Volime-li pocdteéni aproximace x, = 0,198 a y, = 0,297 dospéjeme metodou
vyrovnavacich rovin k hodnotdm

Xo + u, = 0,200 000 000 0003658 ...,
Yo + u, = 0,300 000 000 000000 1 ...

a metodou Newtonovou k hodnotdm

Xo + Ax = 0,200 100 926 411 ...,
Yo + Ay = 0,300 000 013 948 ... .

Ptesné hodnoty kofent této soustavy jsou x, = 0,2, y, = 0,3.

V této souvislosti jesté pfipomindm, Ze v téch specidlnich pfipadech, kde koeficienty
&lentt x? a y? spliiuji podminku b, .c, = a,.d, takZe t = 0, divd ndm metoda
vyrovndvacich rovin exaktni hodnotu kofeni.

3. Dadna je soustava rovnic

F(x,y)=3x* +2x+y*+3y—15 =0,
G(x,y) = 82x* + 7x + 4y> + 5y — 41,2 = 0.
Pfi aproximaci jeji dvojice kofent x, = 1 a y, = 2 budeme zde zdmérn¢ vychdzet

z relativné velmi hrubé pocdteéni aproximace, totiZz z hodnot x, = 0,9 a y, = 1,8

’
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a zjistime jakymi CEiselnymi vysledky reaguje na tuto nepfiznivou okolnost jednak
metoda vyrovndvacich rovin, jednak metoda Newtonova.

Metoda vyrovndvacich rovin ndm davé

Xo + u, =0998048 ... a y, + u, =2,00239%...,

takze
F(xo + uy yo + u,) = 0,000 173 ..., G(xo + u,, yo + u,) = 0,004 693 ... .
Naproti tomu pfi feseni metodou Newtonovou dostdvame

Xo+Ax =5271..., yo+Ay=-=2778....

Meéla-li by tedy Newtonova metoda pfi této soustavé rovnic prakticky vést k cili,
musili bychom vychdzet z podstatné pfesnéjsich aproximacénich hodnot x, a y,.

4. Ddna je soustava rovnic
Fy(x,y) = x* + 0,13x + 2> — 0,68xy — 30,41 = 0,
Gy(x,y) =3x* + 59> + 2y —2xy — 97,4 =0.

Pii aproximaci dvojice kofenti této soustavy x, = 1 a y, = 4 pocdtecnimi hodno-
tami x, = 0,995 a y, = 3,995 dostdvdame

Xo 4 u, = 0,9999870012...,
Yo + u, = 3,9999983921 ...,

takZe
Fy(xo + uy, yo + u,) = —0,000 016 963 884 ...,
Gy(xo + Uy, Yo + u,) = —0,000 049 895 747 ... .

Newtonova metoda ndm na zdkladé uvedené pocdteéni aproximace ddva

Fi(xo + Axy, yo + Ay;) = 0,000 058 297 508 ...,
Gy(xo + Axy, yo + Ay,) = 0,000 173 394 097 ...
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Pe3ome

YUCJIEHHOE PEIIEHME CUCTEMBI [IBYX KBAJPATHLIX
VPABHEHUI METOJIOM BBIPABHUBAIOIIUX TIJIOCKOCTEN

OPAHTUIIEK BPAHIJIEP (FRANTISEK BRANDLER)

B craThe IIPUBEICHO PELICHUE CHCTEMBI ABYX KBaApaTHBIX ypasHeHuil F(x, y) = 0
u G(x, y) = 0 MeTOZOM, NPU KOTOPOM TIOBEPXHOCTH, OTOOpa)aroume 3T QyHKIUH,
3aMEHAIOTCS. B 00J1aCTH MCKOMOM Mapbl KOPHEH TJIOCKOCTSIMU, KOTOPBIE B CMBICIIE
MEeTO[a HAaUMEHbLIMX KBaPAaTOB K 3TUM IOBEPXHOCTSIM KaK MOXHO HauboJiee TECHO
npumMbikatoT. M300paxeHa Takxke reoMeTpuyeckas OCHOBa 3TOr0 METOJa M ero
¢Bs13b ¢ MeToI0M HpbtoTora. HeckoIbKo YMCIEHHBIX TPUMEPOB MO3BOJIIET CPABHUTD
pe3yJibTaThl, HOJyYeHHbIE 000OMMU METOAAMHU.

Zusammenfassung

NUMERISCHE LOSUNG EINES SYSTEMS
VON ZWEI QUADRATISCHEN GLEICHUNGEN
MIT HILFE DER METHODE DER AUSGLEICHSEBENEN

FRANTISEK BRANDLER

In dem vorliegenden Artikel erfolgt die Losung eines quadratischen Gleichungs-
systems F(x, y) = 0 und G(x, y) = 0 mit Hilfe der Methode, welche die von diesen
Funktionen gebildeten Flichen im Gebiet des gesuchten Wurzelpaares durch Ebenen
ersetzt, welche die Flachen im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate am genaues-
ten wiedergeben. Es wird auch die geometrische Begriindung dieser Methode gezeigt
und der Zusammenhang mit der Newtonschen Methode behandelt. Einige numerische
Beispiele ermoglichen den Vergleich beider Methoden.

Adresa autora: Inz. Dr. Franti§ek Brandler, Brazkovska 13, Praha 6 - Dolni Liboc.
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