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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

PROGRAM MINIMIZACE PLNE NEURCENE LOGICKE FUNKCE
NA SAMOCINNEM POCITACI

SVATOPLUK SLAVICEK, BOHUSLAV BALCAR

(Doslo dne 13. dubna 1964.)

Logickou funkci nazyvame funkci konecného poctu dvouhodnotovych proménnych
(hodnoty se zna&i zpravidla 0 a 1), kterd sama miZe nabyvat také jen dv& hodnoty.
VyluCujeme ddle trividlni pfipady, kdy logicka funkce je identicky rovna O nebo 1.
Minimizaci rozumime ulohu, kterd spocivd ve vyjddfeni dané logické funkce dis-
junktivnim normélnim vyrazem, sklddajicim se z nejmensiho poctu symbold. Pfi
feSeni Ulohy minimizace maji dalezity vyznam pojmy implikant a prosty implikant.
Implikantem logické funkce f(x;, ..., x,) je elementdrni konjunkce, sestdvajici z n&kte-
rych proménnych x,, ..., x, nebo jejich negaci, pfi¢emz nabyvé-li funkce f pro dané
hodnoty x, ..., x, nulové hodnoty, je pro tyto hodnoty také elementdrni konjunkce
rovna nule. Implikant nazyvame prostym, kdyZ Zddnd jeho vlastni ¢dst neni jiz
implikantem. Existuje trividlni algoritmus vytvofeni minimélniho disjunktivniho
vyrazu. Necht n je poget proménnych dané funkce. Vytvofime nejprve vSechny mozné

konjunkce, které zdvisi nejvySe na n proménnych (jejich pocet je ). <Z> 2k = 3"
k=0

a potom z téchto konjunkci sestavime vSechny mozné disjunktivni normdlni vyrazy
dané funkce, které neobsahuji dvé stejné konjunkce. V souboru takto vzniklych
vyrazl budou obsaZeny vSechny minimédlni disjunktivni vyrazy dané funkce a tyto
pak mlzeme ziskat prostym vybérem. Trividlni feSeni této ulohy je spojeno s vybérem
ohromného mnozstvi disjunktivnich normalnich vyrazii a jiZ pfi nevelkém poctu
proménnych (4 —5) je prakticky neproveditelné. Proto pro usp&sné feseni ulohy mini-
mizace byly vypracovdny metody, které zmenSuji mnoZstvi vybiranych disjunktivnich
normélnich vyrazi. W. O. QUINE dokdzal, Ze libovolny minimalni disjunktivni
normélni vyraz logické funkce se sklddd pouze z nékterych prostych implikanti
zadané funkce. Disjunkce prostych implikantd ekvivalentni logické funkci, z nichz
nelze ani jeden prosty implikant vypustit, aniZ by se narusili podminky ekvivalent-
nosti, se nazyva nezbytnym vyrazem logické funkce. Je ziejmé, Ze kazdy minimédlni
vyraz je zarovei nezbytny, avSak ne kaZdy nezbytny vyraz je minimdlni. Cely proces
minimizace je proto mozZno rozdélit na dvé etapy:

1. nalezeni vSech prostych implikanti a sestaveni vSech nezbytnych vyrazi ekvi-
valentnich zadané logické funkci,
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2. prebrdni vSech nezbytnych vyrazii a nalezeni alesponi jednoho minimdlniho
vyrazu.

Pro minimizaci logickych funkci, které maji maximdlné 5—7 proménnych, byly
vytvofeny specidlni algoritmy minimizace. Tyto algoritmy vsak pro pfiliSnou prac-
nost a pocet nutnych operaci nejsou prakticky pouzitelné pfi vétsim poctu proménnych
bez pomoci pocitacich stroji. Pro vyuZiti pocitacich strojit se jevi jako nejvhodnéjsi
metoda M. A. GAVRILOVA [1], kterd vychdzi z praktickych technickych poZadavkii.
Tato metoda je zvldsté vhodnd u tzv. pIné neuréenych logickych funkci, které jsou
v technické praxi hojné€ rozsifeny. Jsou to funkce, jejichz hodnoty nejsou ureny
pro vSechny mo7né kombinace nezdvisle proménnych.

M¢jme jednotaktni releové zafizeni s n vstupy a jednim vystupem. Na vstup pfi-
vedme soucasné signdly x;, x,, ..., X,, jejichZ hodnota je rovna 1 nebo 0. Pfedpokld-
dejme, Ze pro k kombinaci vstupnich signdlt, které¢ oznalime F, dostdvdme na vystu-
pu signdl z = 1 a pro m kombinaci vstupnich signali, které oznac¢ime G, dostdvame
na vystupu signdl z = 0. Zbylé kombinace, jejichZ podet je 2" — (k + m), jsou pro
nds lhostejné ze dvou davodu:

1. bud ¢&dst z nich se na vstupu releového zafizeni nemuze objevit v rdmci pracov-
niho rezimu predchdzejiciho obvodu,

2. nebo objevi-li se na vstupu, pak pro ¢innost ndsledujiciho zafizeni je lThostejné,
bude-li na vystupu z = 0 nebo z = 1.

O logické funkci f(xy, ..., x,) (pIn¢ uréené) fikdme, Ze pokryvd mnozinu F, kdyZ
tato funkce nabyvd pro kazdou kombinaci z F hodnotu rovnu jedné. Gavrilovv
algoritmus ,,minimizace* vede k sestrojeni nezbytného vyrazu néjaké logické funkce,
kterd md tu vlastnost, Ze pokryvd mnozinu F a nepokryvd Zddny prvek mnoZiny G.
Predpoklddejme, e mnoZiny F a G mdme uspofadany do matic, tj. F = (a;;); a
G = (b;;)n, kde ayj, b;; jsou nuly nebo jednicky. Zkoumejme, zda a,, je totoZné
s n€kterym prvkem b;; pro | < i < m. JestliZe tomu tak je, zkoumejme totoZnost
ay, s prvky b,, respektive a5 a b3, ...,ay, a b,

Didle musime brdt v§echny kombinace (a,;,, a;,). 1 < j, < j, < n ze dvou prvki
a srovnat s pfisluSnymi kombinacemi (b;;,, b;;,) kazdého fddku matice G. Takto
stdle prodluzujeme délku vybirané kombinace aZ nalezneme kombinaci (ay,s ..., ay;,),
kterd je raznd od (b, ..., b,-jp) pro kazdé 1 < i £ m. Sestavme konjunkci g, =
A oo A X; o, kde

= X

Xia Xy >

kdyz a,;, = 1
a

X, = T1x;,, kdyz ay;, =0.

Ja

Konjunkce g, zfejmé pokryvd prvni fddek matice F. Vylou¢ime vSechny fadky F,
které jsou pokryty g,. Obdrzime matici F; s mensim poétem Fddkd nez md F
a cely proces ddle opakujeme. Pokracujeme tak dlouho, az viechny fddky F jsou
vylerpdny. Ziskdme timto konjunkce gy, ..., g,, pfi¢emz r < k. Polozime-li

DF
flxy, X)) =9, v ... Vg,

279



obdrzime logickou funkci pokryvajici F a nepokryvajici zddny prvek G, p¥iCemzZ vyraz
na pravé strané je jejim nezbytnym vyrazem.

Abychom nalezli skute¢né minimadlni vyraz plné neurcené logické funkce, bylo by
tieba nalézt vSechny prosté implikanty, z nich sestavit nezbytné vyrazy a mezi nimi
vybrat minimdlni ve smyslu nejmenstho po¢tu symbolé. Kazakov dokdzal [2],
Ze pocet prostych implikantt logické funkce riizného typu nepfevysuje pocet prostych
implikantd symetrickych funkci pfi stejném poctu proménnych. V jeho prdci je
rovnéz ukdzdno jak prudce naridistd mnoZstvi prostych implikantd pti zvétSovani
poctu proménnych. Vybér tak velkého mnoZstvi prostych implikant a jejich uspofd-
ddni do nezbytnych vyrazii nemzZe byt provedeno ani samodinnym pocitaéem a to
jak z diivodu velkého mnozstvi operaci tak i pozadavku na nadmérné velkou pamét
samocinného pocitace.

V soucasnosti neexistuje a jak se zdd ani existovat nemlze prakticky pouZitelnd
metoda, kterd by umoznovala sestavovat minimdlni vyrazy libovolnych logickych
funkci o v&tS§im poltu proménnych, jejichz minimdlnost by byla zarufena. Nasim
algoritmem tedy neziskdme minimdlni vyraz plné neurcené logické funkce, nybrz
z hlediska technické praxe vyhovujici nezbytny vyraz dané funkce. Tim zna¢né zmen-
Sime mnozZstvi strojovych operaci i poZadavky na kapacitu paméti samocinného
pocitace. Algoritmus minimizace muze mit v ALGOLU-60 ndsledujici tvar:

begin integer k, m, n:

read (k, m, n);
begin integer g, i, e, x, y, z; Boolean array F[1 : k, 0 : n],
G[l:m,1:n], E[1:n,0:n], H[1:n], M[1 : n];
integer array B[ : n]; Boolean J;
read (F, G);
comment: pole F urcuje ty Cleny logické funkce, které maji hodnotu true,
pole G pak urcuje ¢leny logické funkce, jeZ maji hodnotu false. Nulty sloupec
pole F je pomocny. PFi zavedeni musi mit vSechna jeho pismena hodnotu
true. Pole E, H, B jsou pomocnd;

origin: for i := | step | until n do B[] := 0;
for i := 1 step | until n do
for e := 1 step 1 until n do E[i, ¢] : = false;
g:=1;
term: i:= B{g]| + 1; B[g]:=i; E[g,i — 1] := false;
ifi <(n+1— g)then
begin E[g, i] := true; if g = 1 then go to sum else
begin B[g — 1] := B[g]; g := g — 1; go to term
end;
end else
begin g := g + 1;if g < n then go to term else go to K
end;
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sum:

Il

for i := | step | until n do H[i] := false;
for i := | step 1 until n do
for e := | step | until n do
H[i]:= H[i] v E[e, i];
comment: vytvari se extrakéni pole H. V prvém cyklu dostdvdme do prvého
sloupce pole H hodnotu true a do ostatnich hodnotu false. V druhém cyklu
je hodnota true posunuta o jedno misto vpravo atd. aZ vyCerpdme vSechny
kombinace z jedné hodnoty true a (n — 1) hodnot false. Ddle ziskdvdme
vSechny kombinace ze dvou hodnot (rue a (n — 2) hodnot false, ze tfi hodnot
true a (n — 3) hodnot false atd. aZ po jedinou kombinaci z n hodnot true.
Extrakéni pole H se ziskdvd logickym souctem jednotlivych sloupct pole E;
xi=1;
if F[x, 0] then go to Lelse

begin x 1= x + 1;if x < k then go to A

else go to K

end;
for e := 1 step 1 until n do M[e] : = false;
for y := 1 step 1 until m do

begin for = := | step | until n do

M[z]:= T (F[x,z] = Gy, z]) A H[z]; J := false;

for e := 1step L until ndo J := J v M[e];

if 71J then go to term

end;
comment: postupné je provéfovdno, zda symbol fddku pole F, ktery md
stejnou polohu jako hodnota true v extrakénim poli H se lisi od pismene ve
stejném sloupci pole G ve vsech jeho Fddcich. Jakmile se objevi aspori jedna
totoznost odpovidajicich si pismen prechdzi se k ndvésti term a vytvaii se
dalsi kombinace extrakéniho pole H;
print (H[1 : m]. x);
comment: tiskne se extrakéni pole H a hodnota x, kterd uddva fddek pole F.
Do prostého implikantu g se berou ty symboly fadku x, na jejichZ mistech
ma pole H hodnotu true;
F[x,0] := false; i := x;
for ¢ := 1 step | until n do
M[e] := false;
for x := x + 1 while k — x = 0 do

begin for z := 1 step | until n do

M[z] := ((F[x, z] = F[i, z]) A H[z]); J := true;

for ¢ := 1 step 1 until n do

J:=J A (M[e] = H[e]); if J then F[x, 0] := false

end;
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go to origin;
comment: je-li nalezen prosty implikant ur¢itého fddku pole F, zkoumad se,
zda jesté nékteré jiné fddky pole F jsou pokryty tymZ prostym implikantem.
V kladném ptipadé se méni ve vSech fddcich, které maji spole¢ny prosty
implikant, hodnota true na false;
end;
K:
end
Program je ukoncen, jsou-li ve vSech mistech nultého sloupce pole F hodnoty
false, nebo kdyz jsou vycerpdny vSechny kombinace hodnot false a true vextrakénim
poli H. Druhy ptipad svéd¢i o tom, Ze v poli F i G je tentyZ fddek, coz neni pfipustné.
Jako vysledek dostdvdame disjunkci prostych implikantd g; v g, v ... v ¢,, kterd
pokryva vSechny ¢leny F a nepokryva ani jeden ¢len G.
Popsany algoritmus byl pouZit pro sestaveni programu na samocinny pocitac
URAL-2. Pfi vypoctu byla vyuZivdna jen operacni paméf. Maximdlni pocet fadka F
a G byl 3552, pocet proménnych byl mensi nez 19.

Literatura

[1] Taspiuios M. A.: Munumusauus OyseBbiX GyHKLMIA, XapaKTepr3yrOW X peseiiblie uernu. ABTo-
MaTuka u Tesiemexannka XX (1959), Ne 9.

[2] Kasarkos B. [I.: HaxoxneHue MakCHMMaJIbHOTO YHCJIA MPOCTHIX UMIIJIMKAHTOB TPOM3BOJIBHOMK
JIoTYeckoi GyHKUMHK 1 nepeMeHHbIX. ABTOMaTH4eckoe yrnpasienue, JJAH CCCP.

Pes3rome
MMPOTPAMMA MUHUMW3ALUNU HEJOOMNPEJAEAEHHON ®YHKLNU
AJITEBPBI JIOTUKU HA BBIUMCJIUTEJIBHOM MAUIMHE
CBATOITJIYK CJIABUYEK, BOI'VCJIAB BAJILIAP

(SVATOPLUK SLAVICEK, BOHUSLAV BALCAR)

B cratbe paccMaTpuBaeTcs BOMPOC MUHUMHM3AUWM (YHKIME aareGpbl JTOTHKM,
uMerolux (GopMy HOPMaJIbHbIX AM3BIOHKTUBHBIX BbIpaxenwil. OmnpenessieTcss Ha
AJIT'OJIE-60 aaropu(®™M HaxO>XAEHMs! NMPOCTbIX MMILIMKAHTOB HEIOOMpeIeseHHON
dbyHKUIMY aareOpbl JOTUKY TaHHOTO THMA.

Summary

COMPUTER MINIMIZATION OF INCOMPLETELY SPECIFIED
LOGICAL FUNCTIONS

SVATOPLUK SLAVICEK, BOHUSLAV BALCAR

This paper is concerned with the minimization of logical functions in normal
disjunctive form. An ALGOL-60 algorithm is presented for finding the prime impli-
cants of incompletely specified logical functions of the given form.
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